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PRÉFACE. 

Le  but  du  travail  dont  voici  le  premier  tome  est  double. 

Ayant  reconnu  que  les  anciennes  méthodes  d'étudier  les  mouvements  des 
planètes  ne  suffisaient  pas  aux  demandes  de  l'ast^'onomie  moderne,  il  me  parais- 
sait urgent  de  chercher  des  règles  de  calcul  en  vertu  desquelles  on  pourrait 
évaluer  les  inégalités  des  planètes  avec  une  exactitude  aussi  parfaite  qu'on 
voudrait.  Cela  revient  à  représenter  ces  inégalités  sous  une  forme  qui  permet 
de  les  calculer  pour  toute  valeur  du  temps.  En  d'autres  termes,  il  s'agissait 
d'établir  des  méthodes  qui  ne  se  trouveraient  pas  en  défaut  dans  des  cas  diffi- 
ciles et  ne  conduiraient  pas  à  des  développements  divergents.  Voilà  le  premier 
objet  de  mon  travail. 

Ensuite,  puisque  les  théories  numériques  des  planètes  principales  sont  in- 
dispensables à  l'astronomie,  j'ai  fait  en  sorte  de  les  établir  sur  le  fondement 
des  nouvelles  méthodes.  Mais,  l'intention  n'étant  pas,  du  moins  quant  à  présent, 
de  mener  les  calculs  numériques  à  un  tel  degré  de  perfectionnement  qu'on  en 
puisse  se  servir  pour  la  construction  des  tables,  je  me  suis  borné  à  calculer  les 
inégalités  avec  une  exactitude  suffisante  pour  déterminer  les  termes  élémentaires, 
ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  les  perturbations  séculaires  et  les  éléments 
absolues. 

A  Toccasion  des  études  sur  les  matières  dont  il  s'agit,  il  était  avantageux 
de  considérer  aussi  une  autre  face  du  grand  problème  des  plusieurs  corps.  En 
effet,  les  perturbations  séculaires  montant,  dans  le  courant  des  siècles,  à  des 
quantités  qui  sont  comparables  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  mutuelles 
des  diverses  orbites  elliptiques  de  notre  système  planétaire,  c'est  improprement 
que  l'on  considérait  l'effet  de  ces  influences  comme  des  perturbations  d'un  état 
moyen.  On  a  donc  abandonné  la  conception  des  ellipses  képleriens,  ce  qui 
devenait  utile  aussi  par  d'autres  raisons,  en  la  remplaçant  par  celle  des  orbites 
absolues.  Ainsi,  on  a  fixé  une  notion  qui  se  prête  mieux  que  la  précédente 
à  inspirer  des  idées  justes  sur  les  mouvements  effectifs  des  planètes. 


Digitized  by 


Google 


VIII 

La  première  partie  du  présent  ouvrage  est  consacré  à  Fexposition  de  la 
théorie  générale  des  orbites  absolues.  Quelques  points  qui  n'y  sont  pas  encore 
traités  en  détail,  seront  repris  dans  les  deux  parties  prochaines. 

Dans  la  deuxième  partie,  on  donnera  un  exposé  des  inégalités  des  huit 
planètes  dépendant  de  leurs  configurations;  la  troisième  partie  renfermera,  finale- 
ment, la  détermination  des  termes  élémentaires  et  celle  des  valeurs  numériques 
des  éléments  absolus. 

Un  tableau  de  certains  coefficients  dépendant  de  nombres  entiers  sera 
publié  à  part. 

Je  dois,  à  cette  occasion,  témoigner  mes  vifs  remercîments  à  M.  M.  Cal- 
LANDREÂU,  BoHLiN  et  DiCKMAN  du  précicux  concours  qu'ils  ont  bien  voulu  me 
prêter,  soit  quant   aux  matières,  soit  quant  à  la  rédaction  du  présent  volume. 

Stockholm,  décembre  1893. 
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LIVRE    PREMIER. 


Cinématique  des  orbites  absolues. 

On  va  traiter,  dans  ce  livre,  la  théorie  du  mouvement  d'un  point  dont 
la  trajectoire  ne  s'écarte  jamais  considérablement  de  Torbite  vraie  d'une 
planète. 

On  y  suppose  cette  orbite  pas  beaucoup  différente  d'un  cercle  et  peu 
inclinée  sur  Técliptique,  et  les  aires  parcourues  par  le  rayon  vecteur,  crois- 
sant en  raison  d  une  certaine  fonction  du  temps,  le  rapport  de  cette  fonction 
au  temps  étant  à  peu  près  égal  à  l'unité. 

Quant  à  la  forme  des  trajectoires,  on  a  abandonné  la  conception  de 
Tellipse,  vu  qu'on  est  porté  à  concevoir  les  éléments  elliptiques  comme 
soumis  à  des  altérations  assez  considérables;  on  a  remplacé  cette  courbe 
par  une  autre  dont  les  apsides  sont  mobiles. 

Ces  principes,  s'appuyant  sur  des  observations  et  sur  des  théories  an- 
térieures, constituent  la  base  des  recherches  dans  le  livre  présent. 


CHAPITRE   I. 
Courbes  périplégmatiques. 

I .  Une  courbe  qui  parcourt  incessamment  lespace  entre  deux  sphères 
homocentriques,  et  qui  tourne  à  chaque  point  sa  concavité  vers  une  droite, 
menée  par  le  centre  de  façon  qu'une  perpendiculaire  abaissée  du  point  con- 
sidéré traverse  la  sphère  intérieure,  sera  appelée  courbe  périplégmatique. 
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Fixons  à  ce  centre  l'origine  des  coordonnées. 

Généralement,  le  rayon  vecteur  d'une  courbe  périplégmatique  atteint, 
abstraction  faite  du  cas  d  une  courbe  tracée  sur  une  troisième  sphère  bomo- 
centrique  et  intermédiaire,  certains  maxima  et  minima  dont  les  valeurs  sont 
comprises  entre  celles  des  rayons  des  deux  sphères;  mais  il  peut  aussi  arriver 
que  la  courbe  touche  toujours,  sans  la  couper,  au  maximum  de  son  rayon 
vecteur,  la  sphère  extérieure,  et  au  minimum,  la  sphère  intérieure.  On  pour- 
raitdonc  distinguer  deux  groupes  de  ces  courbes:  l'un  par  la  détermination 
spéciale  que  les  maxima  et  les  minima  du  rayon  vecteur  soient  toujours 
égaux  aux  rayons  des  deux  sphères;  l'autre  groupe  renfermera  les  -courbes 
qui  n'atteignent,  à  chaque  maximum  ou  minimum  de  leur  rayon  vecteur, 
aucune  des  sphères  entourantes. 

Réciproquement,  si  l'on  admet  l'idée  d'une  distance  variable  entre  les 
deux  sphères,  on  peut  caractériser  les  deux  groupes  par  la  constance  ou 
par  la  variabilité  de  l'espace  dans  lequel  serpente  la  courbe  périplégma- 
tique, en  touchant,  sans  couper  jamais,  l'une  ou  l'autre  des  sphères,  toutes 
les  fois  que  le  rayon  vecteur  acquiert  une  valeur  maxima  ou  minima. 
En  nommant  diastème  la  distance  entre  les  deux  sphères  et  en  supposant 
constante  la  somme  de  leurs  rayons,,  on  distinguera  donc  les  courbes  péri- 
plégmatiques  à  diastème   constant  de   pareilles   courbes  à  diastème  variable. 

Concevons  les  courbes  périplégmatiques  dont  la  trace  ne  sort  pas  d'un 
plan.  Une  telle  courbe  touche  à  chaque  maximum  ou  minimum  de  son 
rayon  vecteur  l'un  ou  l'autre  des  cercles  entourants,  et  elle  tourne  toujours 
sa  concavité  vers  une  droite  menée  par  le  centre  de  la  dite  manière  ou 
bien,  ce  qui  revient  au  même,  vers  la  tangente  au  cercle  intérieur  dans 
le  point  où  se  coupent  ce  cercle  et  le  rayon  vecteur. 

En  désignant  par  a;  et  y  les  coordonnées  cartésiennes  dans  un  système 
convenablement  situé  et  par  /7,  une  fonction  qui  reste  positive,  tant  que 
X  n'excède  pas  le  rayon  du  cercle  intérieur  lorsqu'il  est  raccourci  le  plus 
possible,  la  condition  que  la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  l'axe  de  x 
sera  exprimée  au  moyen  de  Téquation 

(■)  y'è--"- 

Par  l'équation  (i),  on  a  donc  établi,  analytiquement,  la  seconde  con- 
dition   à    laquelle    doit   satisfaire   une   courbe    périplégmatique;  la  première 
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conditioD,  à  savoir  celle  qui  concerne  la  limitation  du  rayon  vecteur,  ne 
peut  guère  sexprimer,  d'une  manière  aisée,  en  maintenant  les  coordonnées 
rectangulaires.     Kemplaçons-les  donc  par  des  coordonnées  polaires. 

Dans  ce  but,  désignons  par  r  le  rayon  vecteur,  par  t;,  Tangle  que  fait 
le  rayon  vecteur  avec  une  direction  fixe  et  par  o),  langle  entre  Taxe  de  x 
et  la  dite  direction.     Cela  posé,  nous  aurons: 

X  ^  r  cos {v  —  a))\         y  =  r sin {v  —  û>),  ' 

d'où  Ion  tire,  par  différentiation, 

dx      dr        .  .  ,    . 

di^d~v^^^^^~^^~^  ^^^(^  ""  "^^^ 

dv  ^  di^^^  {v  —  w)  +  r  cos  {v  —  û>). 

Par  division,  il  en  résulte  finalement: 

dr   ,     ,  . 

,  -7-  sm  (y  —  €0)  +  r  cos  (v  —  w) 

dy dv 

dx       dr 

-j-  cos  (y  —  10)  —  r  sm  (y  —  û>) 

De  cette  expression,  on  déduit,  après  avoir  effectué  une  seconde  diffé- 
rentiation, et  en  remplaçant  le  facteur  y- ,  par  son  expression  en  1; ,  r  et  -7-  , 


d^r  (dr 

—  r 

dx^  ^ 


dv       -'^'  +  h£)'+'' 


dr  Y 

-7-  cos  (y  —  ai)  —  r  sin  (v  —  m)\ 
dv  I 

Avec  les  expressions  que  nous  venons  d'établir,  l'équation  (1)  prend  la 
forme 


\dr 


)3 


r 


dv^  \dv)  r  sin  (v  —  ai)  ' 


OÙ  l'on  peut  se  figurer  H  comme  une  fonction  de  r  et  de  t;. 

Mais  l'équation  à  laquelle  nous  sommes  parvenus,  est  susceptible  d'une 
simplification  assez  considérable.  En  effet,  la  condition  de  la  concavité  non 
interrompue  vers  une  droite  qui  passe  par  le  centre  dans  une  direction  telle 
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que  X  reste  moindre  que  le  rayon  du  cercle  intérieur,  est  évidemment  remplie 
si  l'on  fait  coincider  la  dite  direction  avec  une  droite  menée  par  le  centre 
perpendiculairement  au  rayon  vecteur.     Par  là,  on  est  autorisé  à  mettre: 


ù)  =  V  —  90°, 


ce  qui  donne: 

Avant  d  aller  plus  loin,  il  conviendra  d'établir  1  équation  (2)  d'une  ma- 
nière différente  de  celle  que  nous  avons  suivie.    Dans  ce  but,  désignons  par 

a  l'angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est  égale  à  j- ,  et  rappelons-nous 

la  formule  connue 

d*r  /dr 

da  dv^  \dv 


dv 


+ 


\dv) 


Figurons- nous  maintenant  quon  ait  mené  une  tangente  au  cercle  in- 
térieur dans  le  point  d'intersection  avec  le  rayon  vecteur,  et  désignons  par  a^ 
langle  que  forme  cette  tangente  avec  Taxe  des  x.  En  supposant,  pour  un 
moment,  a^,  constant,  il  sera  évident  que,  si  langle  a  —  a^  tend  à  augmenter 
avec  Vy  de  sorte  que  la  dérivée  de  cet  angle  soit  une  quantité  positive,  la 
courbe  dont  la  tangente  forme  langle  a  avec  Taxe  des  rr,  est  concave  vers 
la  tangente  au  cercle  intérieur.     Donc,  si  nous  posons: 

^i^  = '- n 

n  étant  une  quantité  positive,  nous  retrouverons  tout-de-suite  1  équation  (2). 
Encore  une  remarque  relativement  à  la  quantité  H.    En  désignant  par 
iJ  le  rayon  de  courbure  dont  l'expression  connue  est 


il  I 
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on  aura  en  vertu  de  Téquation  (2)  lexpression  que  voici: 

(3)  ^  °        r-n        ■ 

On  conclut  facilement  de  cette  formule  que  moins  la  courbe  périplég- 
matique   s'écarte  d'un  cercle,  plus  approché  de  lunité  sera  le  facteur  U. 

Eevenons  maintenant  à  Téquation  (2)  afin  de  chercher  Texpression 
analytique  de  la  condition  que  le  rayon  vecteur  soit  compris  entre  des  li- 
mites finies. 

Kéquation   dont  il  s'agit  se  met  facilement  sous  la  forme  que  voici: 

— -  +  -  =  -// 

OU  bien,  si  l'on  désigne  par  p  une  constante,  elle  s'écrit  aussi: 

Faisons-y: 

f=i+/,;         /^  =  ^(i+P). 

P  et  P  étant  des  nouvelles  fonctions  remplaçant  r  et  U]  nous  aurons  de  la  sorte 

(5)  g+/'=-p- 

Maintenant,  si  par  l'intégration  de  cette  équation,  il  résulte  une  ex- 
pression de  p  dont  la  valeur  reste  au  dessus  de  —  i  et  ne  dévient  jamais 
infinie,  le  rayon  vecteur  ne  sortira  en  dehors  des  deux  limites  finies.  En 
conséquence,  lequatîon  entre  p  et  v,  obtenue  par  Tiatégration  dont  il  a  été 
question,  ou  plutôt,  Téquation  entre  r  et  t;  qui  çn  résulte  se  construit  géomé- 
triquement par  une  courbe  périplégmatique. 

Pour  avoir  une  valeur  toujours  positive  de  /?,  il  faut  que  celle  de  P 
surpasse  constamment  —  i .  La  courbe  définie  par  Téquation  (5)  sera  donc 
uue  courbe  périplégmatique,  si  Ion  a  toujours:.  \ 

•  •        ^>  _  I  ;   p>  _  I. 
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Voilà  les  conditions  primaires  auxquelles  il  faut  satisfaire  nécessaire- 
ment^ mais  on  peut  leur  donner  une  précision  encore  plus  grande.  En 
effet,  pour  que  le  rayon  vecteur  soit  susceptible  de  maxima  et  de  minima, 

il  faut  que  la  seconde  dérivée  -7^  prenne  alternativement  des  signes  opposés, 

d'où  suit  la  condition  que  les  valeurs  de  P  —  p  doivent  osciller  autour  de 
zéro.  Mais  malgré  cette  restriction  ultérieure,  la  fonction  P  reste  con- 
sidérablement arbitraire,  de  sorte  qu  on  peut  la  choisir  de  plusieurs  manières 
assez  différentes.  Nous  allons  donc  examiner,  succinctement,  les  divers  types 
auxquels  il  y  a  lieu,  dans  la  théorie  des  mouvements  des  corps  célestes, 
de  ramener  cette  fonction. 

.  2.  L'équation  (2)  se  dégage  du  terme  dépendant  de  la  première  dé- 
rivée si  Ion  y  introduit,  au  lieu  de  v,  une  nouvelle  variable  indépendante 
r  dont  la  relation  à  v  est  exprimée  par  Téquation 

dv  =^^  dvy 
c  étant  une  constante.     On  obtient  de  la  sorte,  en  effet,  Téquation 

(6)  è-p'-h"- 

En  supposant  que  U  soit  une  fonction  de  r  seul,  Téquation  signalée 
admet  une  intégrale,  à  savoir: 

w  (l)*+f.= -'—/"*. 

où  Ton  a  désigné  par h  l'arbitraire  introduite  par  rintégrfttion. 

dr 
Pour  étudier  la  nature  des  maxima  et  des  minima,  faisons  d  abord  -r 

(IT 

égal  à  zéro.     On  obtient  ainsi: 

(8)  £..=  _ft_2cj^rf,, 

équation  qui  doit  admettre  au  moins  une  racine  réelle  et  positive,  si  la  con- 
stante h  a  éié  choisie  d'une  manière  convenable.     Si*  cette  équation  n'admet 
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qu'une  seule  racine  positive,  ni  une  racine  égale  à  zéro  non  plus,  la  courbe 
définie  par  l'équation  (5)  n'atteindra  jamais  un  maximum. 

Mais  l'équation  (8)  peut  avoir  plusieurs  racines  positives.  Or,  s'il  y 
en  a  deux  ne  renfermant  pas  entre  elles  une  troisième,  lesquelles  rendent 
le  résultat  de  leur  substitution  dans  la  formule 

d?  = -?("-') 

alternativement  positif  et  négatif,  ces  deux  racines  établissent  un  maximum 
et  un  minimum  du  rayon  vecteur.  Et  encore,  ce  maximum  et  ce  minimum 
ne  dépendant  que  des  constantes  sont  les  seuls  que  peut  atteindre  le  rayon 
vecteur,  de  sorte  que  la  courbe  dont  il  s'agit  touchera  alternativement  les  deux 
circonférences  dont  les  rayons  sont  constants.  Dans  ce  cas,  la  courbe  définie 
par  Téquation  (5)  est  donc  une  courbe  périplégmatique  à  diastème  constant. 
Maintenons  Thypothèse  que  l'équation  (8)  admette  deux  racines  posi- 
tives dont  l'une  corresponde  à  un  minimum,  et  l'autre  à  un  maximum  de 
r,   désignons-les  par  r^,*et  r,,  et  mettons  finalement  l'équation  (8)  sous  la 

forme 

(r  —  r^)(r,  —  r)  ^ 

{F{r)y 

F{r)    étant    une    fonction   de   r  qui   ne   prend   pas  la   valeur  zéro,    ni   une 
valeur  infinie  autant  que  r  reste  entre  r^  et  r^. 
Cela  étant,  l'équation  (7)  s'écrit  ainsi: 

,  F(r)dr 

dz  =    .-  — , 

V(r-rJ(r,-r) 

ce  qui  entraîne  la  suivante 

(iv  =  y.  ; 

et  si  l'on  admet  la  notation 


yfcF(r)dr 


V  signifiera   l'angle   entre   deux  apsides,  en  entendant  par  ce  mot  la  direc- 
tion vers  un  maximum  ou  vers  un  minimum  du  rayon   v^ecteur. 

Traité  des  orbites  absolues,  2 
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Par  la  formule  précédente,  on  conclut  immédiatement  que  Tangle  entre 
deux  apsides  consécutives  est  toujours  constant,  propriété  des  courbes  eu 
question,  reconnue  déjà  par  Legendre.  Mais,  puisque  cet  angle  n'est  qu'ex- 
ceptionnellement multiple  ou  une  partie  aliquote.  de  la  circonférence,  les 
apsides  tombent  dans  toutes  les  directions,  de  sorte  que  la  ligne  périplég- 
matique  se  coupant,  elle  même,  une  infinité  de  fois,  forme  un  réseau  entre 
les  deux  cercles. 

Evidemment,  la  nature  périplégmatique  d'une  courbe  définie  par  l'équa- 
tion (5)  est  due  aux  valeurs  de  77  oscillant  autour  de  l'unité.  Or,  si  l'on 
a  posé: 

cette  propriété  de  II  tient  d'abord  aux  variations  du  rapport  -  ayant  l'unité 

pour  valeur  moyenne,  mais  elle  provient  encore  des  changements  de  la  fonc- 
tion P  qui  pourraient  s'écarter  des  deux  côtés  de  zéro.  On  retrouve  ainsi, 
après  avoir  introduit  la  fonction  p  au  lieu  de  r,  la  condition  signalée  vers 
la  fin  du  n^  précédent. 

Il  sera  quelquefois  utile  d'introduire  une  troisième  variable  indépendante. 
Désignons-la  par  w,  et  par  y?,  une  constante  à  choisir  plus  tard.  Admettons 
finalement  la  relation  suivante  entre  t;  et  w: 

du  =  — p  dv. 
ce  qui  entmne  celle-ci  entre  «  et  r: 

et  nous  aurons  au  lieu  de  l'équation  (7)  la  suivante: 

11  convient  d'ajouter  celle-ci 

qui  s'obtient  immédiatement  en  remplaçant  w  ou  r  par  v. 
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3.  Elucidons  par  quelques  exemples  les  formules  que  nous  venons 
de  déduire  dans  le  n**  précédent. 

En  admettant  d'abord  la  fonction  fl  égale  à  zéro,  l'expression  (3) 
donnant  le  rayon  de  courbure  sera  infinie.  Il  en  suit  que  la  trace  dé- 
terminée par  l'équation  (7)  est  une  droite. 

Cherchons  ce  résultat  d'une  autre  voie. 

Puisque  la  condition  que  U  oscille  autour  de  l'unité  n  est  pas  satis- 
faite, on  est  certain  dès  le  début  que  la  trajectoire  n  appartient  pas  à  la 
catégorie  des  courbes  périplégmatiques.  Mais  voilà  seulement  un  résultat 
négatif:  pour  dévoiler  la  nature  de  la  courbe,  examinons  Téquation  (4) 
après  y  avoir  annulé  la  fonction  U.  En  désignant  par  c^  et  c^  les  deux 
constantes  d'intégration,  on  obtient 


i> 


ou  bien,  si  l'on  met: 


-  =  c^  sint;  +  Cj  cosî;, 


a?  =  rcosv;         y  =  rsinv, 


CTest  là  l'équation  d'une  droite. 

Etablissons  encore  l'expression  de  r  en  retenant  r  comme  variable  in- 
dépendante. 

Si  Ton  met,  dans  l'équation  (7),  /7  égal  à  zéro,  et  qu'on  écrive  —  A  au 

lieu  de  A,  elle  s'écrit  ainsi: 

rdr  , 


v/Ar*  —  c 


donc,   en   désignant  par  —  hz^   une  arbitraire,  la  relation  finale  entre  r  et 
r  sera: 

Ce  résultat  permet  une  construction  géométrique  assez  simple:  en  effet, 
r  est  hypoténuse  d'un  triangle  rectangulaire  dont  les  cathètes  sont  y  7  et 

(r — ^o)^*-     On  peut  donc  placer  le  système  des  coordonnées  rectangulaires 
de  manière  qu^on  ait: 
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Supposons  dans  un  second  exemple  II  égal  à  -  .     En  introduisant  cette 
valeur  dans  Téquation  (9),  il  viendra: 

I    (dry __         h    ^         2r 

et  on  en  tire,  après  avoir  égalé  à  zéro  le  second  membre  de  cette  équation, 

,r  =-T-±-,- V  I  — ^—  . 
iih     yii  y  c 

La  condition  qu'il  faut  remplir  pour  avoir  toutes  les  deux  racines  ré- 
elles et  positives,  s'exprime  au  moyen  des  inégalités 

I  >^^  >  o 

c 

ou  bien,  eîi  mettant: 

p=.a(i— O;         ^  =  a*(i— 6'), 

par  celles-ci: 

I  >  I  —  e^  >  o, 

La  formule  précédente  donnant  les  deux  racines   se  change   donc  en 
la  suivante: 

r  =  a{i  ±é), 

et  on  obtiendra,  après  avoir  adopté  les  valeurs 

^  =  yjâ]         c  —  a{i  —  e^) 
l'équation 


du  = 


dr 
ae 


/-t# 


Dans  notre  troisième  exemple,  nous  allons  admettre 
fi  étant  un  coefficient  constant. 
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Cette   expression   de   /7  dépendant  non   seulement  de   r  mais  aussi  de 

dr     . 

^ ,  il  en  résultera  néanmoins  une  équation  différentielle  qui  s'intègre  immé- 
diatement. En  effet,  si  Ton  introduit  lexpression  dont  il  s  agit  dans  1  équa- 
tion (2),  on  en  tire  la  suivante 

£ + /*  V  -  2)  =  o, 

dont  rintégrale  est: 

où  Ton  a  désigné  par  /i'/  la  constante  dmtégration. 
En   posant: 

Z  =  I  ;         fidv  ==  dt , 

on  retombe  dans  les  équations: 

dv       I  dr 


que  M.  PoiNCARÉ  a  traité  dans  son  mémoire  »sur  les  courbes  définies  par 
les  équations  différentielles». 

L'intégrale  complète  de  notre  équation  différentielle  se  met  sous  la  forme 

r  =  2  —  cos  {fjLV  +  0), 

C  étant  une  seconde  arbitraire.  En  y  supposant  /x  incommensurable  avec 
la  circonférence,  on  en  déduira  facilement  les  propriétés  de  la  courbe  sig- 
nalées par  M.  PoiNCARÉ,  notamment  celle  que  la  courbe  s'entortille  autour 
du  centre  des  deux  cercles  en  sillonnant  la  couronne  entre  eux  de  manière 
que  les  points  d'intersection  remplissent  entièrement  cet  espace. 

Si  Ion  introduit,  dans  l'expression  admise  de  /7,  les  valeurs  de  r  corres- 
pondant aux  apsides,  à  savoir: 

^  =  M         ^,  =  3, 
on  obtient  les  deux  résultats  que  voici: 
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Donc,  si  IX  est  moindre  que  l'unité,  la  quantité  II —  i  prend  des  valeurs 
alternativement  positives  et  négatives  sans  que  II  devienne  jamais  négatif: 
en  conséquence,  la  courbe  est  périplégmatique  dans  le  sens  de  ce  mot  que 
j  ai  établi  dans  le  premier  numéro.  Mais  si  au  contraire  /i  était  plus  grand 
que  Tunité,  ou  rencontrerait  des  valeurs  négatives  de  Uy  ce  qui  entraînerait 
des  changements  dans  le  sens  de  la  courbure,  de  sorte  que  la  courbe  serait 
alternativement  concave  et  convexe  vers  la  circonférence  intérieure:  dans  ce 
cas,  la  courbe  cesserait  d'être  périplégmatique. 

4.  Venons  maintenant  à  un  exemple  qui  présente  plusieurs  analogies 
avec  le  type  dernièrement  considéré,  mais  où  les  courbes,  contrairement  à  ce 
qui  avait  lieu  dans  le  cas  de  M.  Poincaré,  ne  changent  pas  le  sens  de  la 
courbure.     Pour  y  arriver,  supposons: 

/7  =  ^(i+/5.0-i))=(.-/5.)^  +  A 

y?j   étant  une  constante  que  nous  supposons  plus  petite  que  Tunité. 

Avec  cette  expression,  nous  aurons  immédiatement  de  1  équation  (4) 
celle-ci: 

d  où  Ton  tire,  en  désignant  par  x  ei  F  deux  arbitraires, 

^  =  X  cos  [(i  —<:)v  —  r\ 
le  coefficient  de  v  étant  donné  en  vertu  de  la  formule 


D'un   autre  côté,  si  Ion  porte  la  valeur  adoptée  de  II  dans  Téquation 
(9),  il  viendra: 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  I.  15 

et  si  l'on  suppose,  dans  cette  équation, 

il  s'ensuivi'a: 


=  a\i  —  x^)'y         p  =  a(i  —  x^)  =  Cy 


,  1  dr 

du  =  ~ 


V'--(-0" 


doù  Ton  tire: 


r  =  a(i  —  xcosw). 
Fuis,  en  admettant  la  notation 

/•=(i_ç)t;-r, 
il  sera  facile  d'obtenir  les  expressions 

,  I  — XC09U  j,^  i  \J3  l  \     -- 

du  =  —  df\         (i  —  x(to^u)du  ==  (i  —  c)a  «  ^7- 

y  I  —  x'  ' 

après  quoi,  en  les  intégrant,  on  parvient  aux  résultats 

taûg^/'=  VT^r^teng^^;  (1  — c)a'"^(r  — rj  =  ti^xsinti, 

la  constante  arbitraire,   introduite  par  l'intégration   de  la  seconde  équation 

différentielle,  étant  désignée  par  — (i  — c)^  ^t;,. 

On  obtient  finalement  r  en  fonction  de  f  au  moyen  de  l'expression 

a(i-x') 


r  = 


I  +  xcoaf 


Qu'on  remarque  l'analogie  des  formules  que  nous  venons  d'établir  avec 
celles  de  notre  deuxième  exemple  :  il  n'y  a,  en  effet,  entre  les  deux  systèmes 
de  formules  qu'une  seule  différence,  à  savoir  que,  dans  les  formules  de 
l'exemple  présent,  l'argument  f  remplace  l'argument  v  figurant  dans  les 
formules  du  second  exemple.  ^  Cependant,  la  nature  de  la  courbure,  définie 
par  l'équation  précédente,  est  bien  différente  de  celle  d'une  ellipse;  elle  à 
cela  de  commun  avec  l'ellipse,  il  est  vrai,  de  rester  toujours  périplégmatique, 
pourvu  que  l'arbitraire  x  soit  inférieure  à  l'unité,   mais  elle  jouit,  comme 
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les  courbes  de  M.  Poincaré,  de  la  propriété  d'avoir  une  infinité  de  ppints 
d'intersection.     Cherchons  à  les  déterminer. 

Dans  ce  but,  concevons  deux  points  de  la  courbe  dont  les  longitudes 
diffèrent,  l'une  de  l'autre,  d'un  nombre  entier  de  circonférences.  En  dé- 
signant ces  longitudes  par  î?^,  et  V/^,  k  et  l  étant  deux  entiers  quelconques 
dont  la  différence  sera  d,  de  sorte  qu'on  ait: 

k  —  l  =  d, 

et  par  F,,,,  la  valeur  de  v^j  ou  de  Vj^  qui  subsistent  lorsque  k  on  l  est 
égal  à  zéro,  on  aura: 

v,j  =  2k7r  +  Vi^y         V/.*  =  2Z;r  +  F,.^. 

Puis,  pour  établir  l'égalité  entre  les  rayons  vecteurs  appartenant  aux  longi- 
tudes signalées,  ce  qui  est  nécessaire  pour  déterminer  un  point  d'intersection, 
il  faut  qu'on  ait: 

(i  —  ç)v,t  —  r  =  2h7t  +  (i  —  ç)v^^,  ±  r, 

h  étant  une  troisième  entière  prise  à  volonté. 
Par  les  relations  établies,  on  obtient: 

2{k±r)i:+{i  ±  i)F,,-(i  ±  i)-4-  =  ^, 

d'où  il  est  immédiatement  visible   qu'il  faut  prendre  les  signes  supérieurs. 
Cela  posé,  nous  aurons: 

Avec  cette  valeur,  il  sera  facile  d'arriver  aux  expressions: 
(i  —  <:Wi  —  r=  [A  +  d{i  —  c)];r, 
(i  -  <:W,  —  r=  [h  —  d{i  —  c)];r; 
donc,  si  l'on  admet  h  égal  à  k  +  ly  il  viendra: 

(i  —  c)t^^./  —  /'  =  2A:;r  —  dçTTy 
(l  —  c)V/.*  —  /'  =  2/;r  +  dçTT, 
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et  la  supposition  h  égal  a  k  -{-  l  -{-  i  entraîne  les  valeurs 

(i  —ç)v^j  —  r=  {2k  +  i);r— rfcr, 

(i  —  C)t^,.*  —  r  =  (2/  +  i);r  +  dçTT, 

Maintenant,  si  nous  désignons  par  r^  la  valeur  de  r  qui  résulte  de  la 
formule  générale,  en  y  portant  les  expressions  signalées  de  l'argument,  nous 
aurons  : 

1)  h  =  k  +  l, 

^      a(i-x')     .  y     ^      r  {2l  +  d)ç7: 

^         i+xco8dç;r'  '''         l  —  Ç  ^       i—Ç      ' 

2)  h=k  +  l  +  l, 

^     ajl—x')  y     ^r+;r       {2I  +  d)ç7: 

^^        I— xcosdçr'  '-^        1— ç"""       i—Ç      ' 

En  attribuant  à  h  d'autres  valeurs  que  celles  qu  on  a  supposées  ci- 
dessus,  on  retomberait  toujours  dans  Tun  ou  l'autre  des  cas  déjà  cosidérés. 
Nous  ne  distinguons  donc  que  ces  deux  cas. 

Dans  les  formules  que  nous  venons  d'établir,  /  et  d  peuvent  acquérir 
les  valeurs  de  tous  les  nombres  entiers,  positifs  et  négatifs,  zéro  y  compris. 
Cependant,  si  Ton  y  fait  d  égal  à  zéro,  on  ne  déterminera  plus  un  point  d'in- 
tersection, mais  bien  un  point  sur  l'un  ou  l'autre  des  cercles  concentriques, 
lesquels  sont  touchés  seulement  par  la  courbe  périplégmatique;  puis,  en 
n'admettant  que  les  valeurs  positives  de  d,  on  aura  néanmoins  tous  les 
points  d'intersection,  vu  qu'on  pourra  toujours  supposer  k  >  L 

Cela  étant,  si  l'on  attribue  à  /  les  valeurs  des  nombres  entiers,  po- 
sitives et  négatives,  et  qu'on  suppose  d  constant,  on  aura  une  infinité  de 
points  d'intersection,  tous  situés  sur  la  circonférence  d'un  cercle  —  on  peut 
l'appeler  isopycnote  —  dont  le  rayon  est  donné  par  l'une  ou  l'autre  des 
expressions  précédentes  de  r^.  Ensuite,  si  l'on  renouvelle  ce  procédé  avec 
une  autre  valeur  de  rf,  on  aura  une  nouvelle  suite  de  points  d'intersection 
le  long  d'un  nouvel  isopycnote,  et  ainsi  de  suite.  De  la  sorte,  on  obtient, 
en  mettant  au  lieu  de  d  les  nombres  entiers,  une  infinité  d'isopycnotes. 

Considérons  deux  points  sur  le  même  isopycnote.  En  désignant  les 
deux  valeurs  de  /  par  l  et  l^,  on  aura  les  relations 

V     _      ^'       i    (?l  +  d)ç7: .  ^     _      r  (2/,  +  d)ç7: 

Traité  dtê  orbiteg  abtolwê.  q 
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dont  k  différence  est: 

rr             ir     _2{l,—l)ÇK 
^hd  ^Id  —  j  _  ç        • 

Faisons  voir  qu'on  peut  prendre  le  nombre  /j  de  manière  que  la  différence 
que  nous  avons  mise  en  évidence  soit  si  près  d'un  multiple  de  2;r  qu'on 
voudra,  le  nombre  l  étant  fixé.  En  effet,  si  Ion  désigne  par  m  un  nouvel 
entier,  et  par  ^,  une  quantité  irrationnelle  plus  petite  que  l'unité,  on  peut 
mettre 


d'où: 


=  m  +  d, 


m 


1,-1       I  -  ç       1,-1 

Evidemment,  les  nombres  /,  —  Z  et  tw  peuvent  être  choisis  de  manière  à 
rendre  le  rapport -.  si  approché  de  que  l'on  voudra.    Us'ensuit,  à 

6,  —  L  I  Q 

employer  la  terminologie  de  M.  G.  Cantor,  que  les  points  d'intersection 
sont  condensés  dans  toute  l'étendue  de  l'isopycnote,  et  que  les  ensembles 
sur  les  divers  isopycnotes  sont  des  images,  les  unes  des  autres.  II  est 
encore  évident  que  la  condensation  est  la  même  dans  toutes  les  directions. 

Sur  chaque  rayon  vecteur  appartenant  à  un  F,^,  prolongé  jusqu'à  la 
circonférence  extérieure,  se  trouve  une  infinité  de  points  d'intersection,  con- 
densés dans  toute  l'étendue  de  ce  rayon  entre  les  deux  circonférences  en- 
tourantes, mais  la  condensation  n'est  pas  uniforme  dans  cette  étendue. 

Pour  démontrer  cette  thèse,  rappelons-nous  qu'on  obtient  exactement 
la  même  valeur  de  F^^,  si  l'on  introduit,  dans  les  formules  générales,  des 
valeurs  de  Z  et  (i  satisfaisant  aux  conditions 

il  y  a  donc  une  infinité  de  points  d'intersection  sur  chaque  rayon  vecteur. 

Mais,  voyons  encore  comment  sont  distribués  ces  points  sur  les  divers 
rayons. 

Dans  ce  but,  après  avoir  désigné  par  n  un  nombre  entier,  et  par  s, 
une  quantité  déterminée  au  moyen  de  la  formule 

[d^  —d)ç=2n+2s, 
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de  sorte  qu  oe 

\  a: 

e              I 

n, 

d,  —  d~  2^         à 

!.-d' 

concevons  les 

expressions 

rd  = 

a(l-x') 
I  +  X  C08  rfç;r  ' 

déduit: 

a(l-0 

a(l  —  x') 

On  en 

I  +  xco8d,ç;r        i  + 

z  cos  (oJç;:  +  2tn) 

^^." 

'-U  = 

ax{\—x^ 

,    rr»fkC  fi^^r  - 

(i  +  ;fC08 

irfç;r)(i  +  ;fC0s(rfç;r  + 

,  1  cos  aÇTT 

2ax(l  - 

—  X*)  sin  e;r  sin  (^dçiz  +  < 

r;r) 

(I  +  ;f  cosc/ç7r)(i  +  rcos(dç7r  +  2e;r)) 

De  ces  relations,  il  sera  facile  de  conclure  qu'on  pourra  choisir  les 
entiers  n  et  d^  {d  étant  fixé)  de  façon  que  la  quantité  e ,  et  en  conséquence, 
la  différence  r^^  —  r^  soit  moindre  que  toute  quantité  donnée.  De  là,  il 
se  comprend  que  la  condensation  des  points  d'intersection  s'étend  sur  toute 
la  portion  du  rayon  vecteur  comprise  entre  les  deux  circonférences. 

Mais  la  condensation  dans  cette  étendue  n'est  pas  uniforme:  elle  est 
plus  grande  près  du  cercle  intérieur  qu'au  voisinage  du  cercle  extérieur, 
et  notamment  au  milieu  de  ces  deux  cercles,  ce  qui  s  entend  immédiate- 
ment de  la  formule  précédente,  qui  montre  que  la  différence  r^^  —  r^ 
prend  les  plus  petites  valeurs,  lorsque  dçTt  est  près  d'un  multiple  de  tt, 
et   les   plus   grandes,    lorsque    ce    produit   sapproche    d'un    multiple  impair 

de  -TT. 

2 

A  chaque  point  où  se  coupent  les  diverses  spires  de  la  courbe  que 
nous  venons  d'étudier  dans  le  n**  précédent,  on  peut  mener  deux  tangentes 
touchant  l'une  et  l'autre  partie  de  la  trace. 

Désignons  généralement  les  angles  que  forment  ces  tangentes  avec  la 
direction  fondamentale  par  a,  de  sorte  qu'on  aura 

cotang(a  — t?)=~, 

^x(i  —  g)8in[(i  ^ç)v  —  r)] 
I  +  ;fCOs[(i  —  ç)t;  — r] 
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Si,  dans  cette  formule,  on  introduit  au  lieu  de  v,  Tune  après  l'autre 
les  valeurs  v^j  et  Vu^,  et  quon  nomme  a^j  et  «/.^  les  valeui^s  que  prend  a 
en  vertu  de  ces  deux  substitutions,  on  parvient  aux  formules 

,         /      o        /  x\  ;f  (  I  —  ç)  sin  dçTT 

tang  ^90°  -  («.,  -  vj)  =         ,H.,eo8dc.  ' 

tang(90»  -  («,,  -  V,,))  =  _'^(]^A^.  , 

desquelles  on  tire: 

ou  bien,  en  ne  tenant  pas  compte  des  révolutions  entières, 

«*.!  +  a,.A  =  2F,rf  +  l8o^ 

Tant  que  ç  est  un  nombre  irrationnel,  ainsi  que  le  produit  çtt,  l'angle 
90"^  —  {oLj^i  —  Vti)  ne  peut  pas  disparaître  exactement,  et  en  conséquence, 
les  deux  tangentes  menées  à  un  point  d'intersection,  ne  peuvent  non  plus 
coïncider.  Mais,  il  y  a  une  infinité  de  points  d'intersection  oîi  langle  que 
forment  les  deux  tangentes  est  plus  petit  que  toute  grandeur  désignée. 

11  s'ensuit  encore  que  langle  formé  par  les  deux  normales  est  divisé 
par  le  rayon  vecteur  en  deux  parties  égales. 

L'expression  du  rayon  de  courbure  devenant  avec  les  valeurs  sig- 
nalées de  v: 


/         Ml  —ç)smdç7:y\^ 
*     y  \   I  +  xcoadçT:  )  J 


R  =  a(i  —x^)-^ —5 :i —]         h=k  +  1, 


/     ^  /x(l  ~c)8indc;ry\i 

\  \     I   X  CO8  dÇTT    )      ) 


il  sensuit  que  la  courbure  des  deux  spires  est  la  même  au  point  d'inter- 
section; néanmoins,  à  ce  point,  il  y  a  deux  rayons  de  courbure  égaux  et 
faisant,  l'un  avec  l'autre,  Tangle  a^j  —  a,.4 . 

Voilà  l'exemple  le  plus  simple  d'une  courbe  périplégmatique  non  fer- 
mée: nous  en  avons  examiné  les  propriétés  un  peu  en  détail,  vu  que  dans 
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les  cas  plus  compliqués  que  nous  allons  envisager  prochainement,  les  choses 
seront  à  peu  près  les  mêmes. 

5.  Si  Ion  admet,  pour  constituer  une  généralisation  de  lexemple  que 
nous  venons  de  traiter, 

'/  =  ^|.+A0-.)  +  Ae-.)'+      I- 

OU  bien: 

les  p  étant  des  quantités  très  petites,  on  aura  encore  une  expression  pé- 
riodique de  p  qui  reste  toujours  inférieure  à  Tunité,  pourvu  que  les 
arbitraires  introduites  par  l'intégration  acquièrent  des  valeurs  convenables. 
En  effet,  si  Ton  introduit  dans  Téquation  (5)  lexpression  de  P  qu'on 
vient  d'indiquer,  il  en  résultera: 

p  =  x^  •\'  x^  cosf  +  x^  cos  2/*  +  X3  cos  3/*  + 

On  y  a,  comme  auparavant,  nommé  f  langle  (i  — ç)v  —  F. 

Les  deux  constantes  d'intégration  étant  désignées  par  x  et  Fy  les  coeffi- 
cients Xq  ,  x^  y  x^ ,  .  .  .  s'évanouissent  évidemment  avec  Xy  et  ils  deviennent 
avec  cette  quantité  très  petits;  ils  prennent  encore,  à  l'exception  du  coeffi- 
cient x^y  des  valeurs  très  petites  avec  les  ^.  • 

Ce  que  nous  venons  de  dire  relativement  aux  coefficients  x  découle 
immédiatement  de  leurs  expressions  approchées  qu'on  obtient  aisément. 
Les  voici: 


Zj    =  X, 


[-  2'(i  -  ç)»  +  1  -  /9.]x,  =  i /9,r'  +  ->,x*  +  .  .  .  , 
[-  3'(i  -  c)'  +  I  -  A]*,  =  l^x*  +  .  .  . , 
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auxquelles  il  faut  ajouter  Téquation  de  condition 

-  (I  -  c)'-+  I  -  A  =  l^x'  +  |ax*  + . . . 

d'où  s'obtient  le  coefficient  ç. 

Je  n'insiste  pas  à  donner  plus  amplement  la  théorie  du  développement 
dont  il  s'agit,  théorie  d'ailleurs  assez  connue  par  les  travaux  de  plusieurs 
savants.  Je  remarque  seulement  que  ce  développement  est  convergent,  ce 
qu'on  peut  conclure  immédiatement  des  expressions  par  lesquelles  sont 
donnés  les  coefficients. 

La  trajectoire  définie  par  Téquation 


r  — 


l    +  X^   +  X^COSf+  X,  CCS  2/"  +   ... 

est  une   courbe   périplégmatique   non  fermée,  jouissant  des  propriétés  prin- 
cipales que  nous  avons  signalées  dans  le  n**  précédent. 

Pour  corroborer  cette  assertion,  cherchons  d'abord  les  points  d'inter- 
section qu'ont  les  diverses  spires  de  la  courbe.  En  opérant  comme  dans  le 
n**  4,  nous  retrouvons  la  condition 

(ï  —  C)v*.,  —  r=  2h7:  —  (i  —  c)V/.*  +  I\ 
qui  nous  donne,  en  remplaçant  h  par  A^  +  Z  etA;4-^+  i?  ^^^  après  l'autre, 

i)         h=^k  +  1, 

^ V .  y     ^      r  (2l  +  d)çjr 

^  l    +  X,+X,C08f+  X^COS2f+  ..."  '•**  I— ç"^         1— Ç        ' 

2)      h  =  k  +  1  +  i 
p -rr     _  r+  ;r   ,   (2/  +  d)çj: 


**        I  +  ;fo  —  *iC0s/'+ ;f,  COS2/*-- .  ..'  '*        l—Ç 

De  ces  expressions,  on  conclut  immédiatement  que  les  points  d'inter- 
section sont  situés  sur  des  isopycnotes,  et  que  ces  courbes  sont  des  cercles 
ayant  r^  pour  rayon. 

Nous  ne  nous  arrêtons  pas  à  établir  l'expression  de  r^^  —  r^,  qui  sera, 
en  effet,  différente  de  celle  donnée  dans  le  n°  précédent:  il  nous  suffit  de 
remarquer  que  la  condensation  des  points  d'intersection  le  long  du  rayon 
vecteur  est  plus  grande  vers  les  limites  de  .la  couronne  qu'elle  ne  l'est  à 
son  milieu. 
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Quant  aux  tangentes  quon  peut  mener  à  chaque  point  d'intersection, 
il  y  en  a  toujours  deux.  Les  angles  que  font  ces  tangentes  avec  la  direc- 
tion de  lorigine  des  arcs,  s'obtiennent  au  moyen  des  formules 

tang  (90"  -  («„  -  V, ,))  =        ^'-cX>.sindc^  +  2>.am2dc;r+...) 
«^"ë  \.y  V»*.»        "».*;;  i  +  x,  +  x,  cos  dçr:  +  X,  cos  zdç::  +  ...' 

tang(9oO-(«„  -  V,,))  =  -  <■ -gX^.  "°'^c^ +^^  ^'"^'^c^  +  •  •  •>  , 
^  ^^  ^  *  '  ^-^'^  i  +  x^  -^  x^  C03  dçrr  +  x^  co3  2dç7:  +  .  .  . 

d'où  l'on  conclut: 

.     a*./ +«/.*=  2  F,.,  +  I8o^ 

La  courbe  dont  nous  venons  d'exposer  succinctement  les  principales 
propriétés  peut  être  considérée  comme  le  type  le  plus  général  des  courbes 
périplégmatiques,  résultant  de  l'hypothèse  que  77  soit  une  fonction  de  r  seul. 
Dans  certains  cas,  subordonnés  à  cette  hypothèse,  on  pourra  mettre  l'inté- 
grale de  l'équation  (4)  sous  une  forme  finie,  en  l'exprimant  au  moyen  de 
fonctions  elliptiques  ou  ultraelliptiques;  mais  cette  forme,  n'offrant  pas 
d'intérêt  à  la  théorie  des  mouvements  des  planètes,  et  du  reste,  ayant  été 
étudiée  à  plusieures  reprises,  je  n'en  ferai  pas  l'exposition  quant  à  présent. 

6.  Venons  maintenant  à  l'hypothèse  que  77  soit  une  fonction  de  t; 
seul,  ne  contenant  que  des  termes  périodiques. 

Dans  le  présent  ouvrage,  il  s'agira  très  souvent  d'agrégats  de  termes 
périodiques  dont  le  nombre  peut  être  fini  ou  infini,  et  dont  les  arguments 
sont  formés  par  la  variable  indépendante  v,  multipliée  par  un  nombre  quel- 
conque A„,  auquel  produit  est  ajouté  un  angle  constant  b^.  Je  vais  établir, 
dès  le  début,  une  notation  particulière  pour  signifier  une  telle  somme,  que 
je  nomme  brièvement  agrégat  périodique.  Or,  en  désignant  par  a,  ,  a^ ,  . . . 
des  coefficients  quelconques  qui  forment,  sî  leur  nombre  est  infini,  une  série 
convergente,  je  pose: 


«j  cos(AjV  +  *i)  +  «2  cos  (A3 V  -f  JJ  + 


eij  sin  {X^v  +  ftj  +  a,  sin  {X^v  -|-  fc J  -|-  .  .  .  =r=  S 


[a,  a,   . 
b,  b,  . 


y. 
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OU  bien,  s'il  n'est  pas  nécessaire  de  distinguer  les  divers  coefficients, 

a,  cos(A,t;  +  6J  +  . . .  =  G{aXb){v), 
a,  sin  {X,v  +  ft J  +  . . .  =  S{aXb){v). 

Egalement,  je  vais  employer  un  symbole  spécial  pour  dénoter  un  agrégat 
complexe,  à  savoir  la  somme  d*un  agrégat  C  et  le  produit  de  l'agrégat  corres- 
pondant S  par  Tunité  imaginaire.  La  notation  dont  je  me  servirai  est 
celle-ci: 

ch,  ;,  . . .  \{v)  +  is  A,  A,  .     \{v)  =  Eh,  X,        H, 

U  *.    J        U  6,    J        U  K    J 

ou  plus  brièvement: 

C{a}.b){v)  +  iii{aXb){v)  =  E{aXb){iv). 

Dans  toute  expression  de  la  nature  indiquée,  les  éléments  a  seront 
nommés  coefficients ^  les  éléments  A,  vitesses  de  l'argument,  et  les  éléments 
by  arguments  initiaux. 

Evidemment,  on  peut  supposer  tous  les  coefficients  positifs,  vu  qu'il 
est  permis,  dans  le  cas  d'un  coefficient  primitivement  négatif,  de  changer 
le  signe,  pouiTU  qu'on  ajoute  simultanément   +  r  à  l'argument  initial. 

Quelquefois,  il  serait  utile  de  désigner  l'argument  complet  par  un  seul 
symbole.  Dans  cç  cas,  les  expressions  précédentes  peuvent  être  simplifiées. 
En  effet,  si  l'on  admet  les  notations 

^1  =  ^1^'  +  ^1  ;       ^3  =  ^2^  +  ^  ;    —  •  ; 

on  aura,  ce  qui  est  très  facile  à  comprendre. 


a,   fl,         H  [a,   a,     .  H 

C    À.    A,   ...    (t;)=:CU,  X,       A 

>,   ^        J  Lo    o    ...J 


(0- 


Dans  le  $econd  membre  de  cette  ideptité,  on  peut  évidemment  supprimer, 
sans   aucun   inconvénient,  les  arguments  initiaux,  qui  sont  partout  égaux  à 
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zéro,   ainsi    que  lunité,   qui  figure,  à  la  place  de  la  variable  indépendante, 
entre  les  deux  dernières  parenthèses.     De  la  sorte,  on  aura 

[a     n      ,  .    1 
=  a,  cosrCj  +  a   cosa-,  +  .  .  . 
x^  x^   .  .  J 

et  de  même: 

Va.   a.   .  .  .1 
LiCj  a;,  .  .  J      ^ 

Les  agrégats  périodiques  jouissent  de  quelques  propriétés  générales, 
utiles  à  conn^tre:  j'en  vais  donner  un  exposé  rapide. 

D'abord:  on  peut  toujours  mettre  un  agrégat  périodique  n'ayant  aucune 
vitesse  de  l'argument  égale  à  zéro  sous  forme  d'un  produit  de  deux  facteurs 
dont  lun,  le  coefficient,  ne  passe  jamais  par  zéro,  et  l'autre,  un  cosinus 
ou  un  sinus,  dépend  d'un  argument  dont  la  vitesse  est  toujours  différente 
de  zéro,  et  dont  la  partie  initiale  est  un  nouvel  agrégat  périodique  ou  du 
moins,  une  fonction  oscillant  entre  deux  limites  finies  à  laquelle  se  trouve 
ajouté  un  multiple  pair  de  la  demicirconférence. 

Désignons  par  k  ei  h  deux  quantités  constantes,  réelles  et  encore  indé- 
terminées; il  s'entend  facilement  qu'on  peut  mettre: 

ra,   a,     ,r\  r     a,         •  «,        .  .  .T 

X,    ;.,   .  ..     (t;)  =co8(Ai;  +  ft)chlj— A    k^—X    .  .  .    (tO 
6,   5,   ...J  U-ft    K-h         J 

ra,  a,        ..  r\ 

X,—X    X^  —  X    ...    (t;), 
K-h  \-b   .,.J 

ra^   a,  .    .-]  Ta,  a,        .  .  ."] 

A,    A,    ...    (i;)  =  sin(A7;  +  ft)C     ^— A    X,  —  X    .  .  A{v) 
b,  b,  .  J  U-*  K-b  .    J 

[a,  a,       ..ri 

X^—X    X,  —  X    ...  Uv). 
\-h  K-b       \ 


s 


+  cos(Av  +  J)S 
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Gela  étant,   nous  allons  former  deux  nouvelles  fonctions  s  et  0,  en 
les  définissant  au  moyen  des  équations 


('0 


^  =  c  hi,  —  A  ;i,  - 


COS  0  = 


£  sin  <?  =  s 


—  X    L  —  )^ 
—  b 


U-6    b,- 


iv), 


et  nous  chercherons  à  déterminer,  s'il  est  possible,  la  constante  X  de  ma- 
nière à  débarasser  la  fonction  .^  de  tout  terme  de  nature  séculaire. 
Les  relations  que  nous  venons  d'établir  s'écrivant  ainsi 


ee'*  =  EU,  — 


r  «1      «» 

j  X,—X    X,- 


£6-'"  =  EU  — A,    X  —  X,    . 
b—b,    b  —  b,    . 


on  en  tire: 


[«1  ». 

X,  —  X    >}, - 


—  5 


E 


[a,  a, 

>i  —  ;,   ;  -  ;, 
5  —  6^    b  —  b^ 


hiv) 


N, 


('^). 


W 


Or,   si  nous  supposons  a^  plus  grand  que  les  autres  coefficients  et  si 
nous  admettons  les  notations 


«î  =r; 


«3 

ot,  ==  — , 


nous  aurons: 

(i2)        2id  =  2i[{X^  —  X)v  +  b^ 


.  j]  +  log{  I  +  a^e'[«».-^.)'+».-».]    + 


••} 
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Le    développement   de  cette  formule  s'opère  de  deux  manières  diffé- 
rentes selon  qu'on  a: 

I  >  a,  +  a,  +  .  . . 


ou: 


I  <  Œj  +  «3  +  . .  . 


Dans  le  premier  cas,  les  deux  termes  logarithmiques  se  développent  aisé- 
ment suivant  les  puissances  et  les  produits  des  coefficients,  et  il  s  aperçoit 
immédiatement  que  les  développements  en  résultant  contiendront  seulement 
des  termes  périodiques.  On  conclut  de  là  que,  si  Ion  fait  A  égal  à  A^,  et 
b  égal  à  Jj,  l'expression  de  6  sera  un  agrégat  périodique  sans  aucun  terme 
constant.     Les  résultats  de  la  transformation  seront  alors: 


(13) 


K  K  • 

[o,  o,  . 

K  K  ■ 

b,  b,  . 


(«)  =  e  cos(A,t;  4-  *i  +  ^), 


{v)  =  £sin(^iV  +  ô,  +  â). 


Pour  étudier  l'autre  cas,  qui  est,  en  effet,  plus  compliqué,  faisons: 


et  ensuite: 


Ta,  a,  .  ~l 

r     a,  a,         .     "1 

=  sh,-A,    A3-A. 


1  +  X  =  âcosU, 
Y=âsin  U. 


(f), 
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Il  s  entend  d  abord,  en  comparant  ces  expressions  avec  celles  que  nous 
venons  de  signaler  un  peu  plus  haut,  qu'on  a: 

=  2i[{X,  —  X)v  +  b^  —b]  +  2iU. 

Maintenant,   pour  déterminer  les  deux   fonctions  5  et   f/,  considérons 

les  relations 

t9'  =  (i  +  X)'  +  Y\ 

U  =  arctang— ^, 


=  arc  sm 


V^(i  +  X)'  +  Y' 

Par  la  première  de  ces  expressions,  il  est  visible  que  la  fonction  â^ 
oscille  entre  une  valeur  minima  qui  est,  abstraction  faite  du  cas  spécial 
où  Ion  a: 

I  =  «3  +  «3  +  .  .  .  , 

nécessairement  positive,  et  une  valeur  maxima  également  positive. 

Désignons  la  première  de  ces  valeurs  par  ff^ ,  et  la  seconde  par  g^  ; 
et  posons: 

W  étant  une  fonction  dont  la  valeur  n  excède  jamais  les  limites  —  i  et  +  i . 
En  mettant  finalement: 

9. +  9.        i+iS'' 
nous  aurons: 

Puisque  le  coefficient  ^  est,  excepté  dans  le  cas  spécial  déjà  mentionné, 
moindre  que  l'unité,  il  s  ensuit  de  la  formule  trouvée  qu'on  peut  développer 
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les  fonctions  d~\  &~^,  ...  en  séries  suivant  les  puissances  croissantes  de  fi. 
Ensuite,  il  sera  facile,  en  désignant  par  n  un  entier  quelconque,  de  former 
le  développement 

Y 

qui    reste    toujours    convergent,    vu    que    le   rapport  -r  ne   surpasse  jamais 

l'unité  positive  ou  négative. 

Maintenant,  si  Ion  établit  les  égalités 


A  =  Aj  ;  1  =  1^  +  2)17: y 


on  aura: 
('5) 


^=('  +  0;± 


d'où  l'on  conclut,  en  choisissant  les  signes  d'une  manière  convenable,  que  la 
fonction  d  ne  sort  pas  des  limites ;r  et   +  -  ;r. 

2  2 

Le  résultat  auquel  nous  sommes  arrivés,  se  retrouve  d'ailleurs  directe- 
ment en  portant  dans  les  expressions  de  s  cos  ^  et  de  e  sin  6  les  valeurs 
signalées  de  A  et  de  è.     On  obtient  ainsi: 


2(0  =  log 


qui  se  transforme  facilement  en  celle-ci: 

ï  +  X  +  ir 


I 

+ 

iY 

I  +x 

I 

iY 

I  +x 

iff  =  log  • 


Il  s'ensuit: 


v/(i  +  xy  +  y 

r 


IV(i  +xy 

sin<?  = 


v/(i  +X)'+  Y*' 


d'où  l'on  retrouve  immédiatement  le  développement  dont  il  s'agit.     Nous 
déterminerons,  dans  une  section  suivante,  la  fonction  6  d'une  autre  manière. 
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Ayant  obtenu  les  résultats  généraux  que  nous  venons  de  signaler,  on 
en  conclut  aisément  que  les  agrégats  périodiques  constituent  des  fonctions 
oscillant  entre  des  limites  variables  dont  lamplitude  maxima  s'exprime  par 
le  produit  2a^y/'^,  g^  étant  toujours  la  valeur  maxima  de  la  fonction  tf'. 
Or,  un  tel  agrégat,  loin  d  atteindre  à  chaque  oscillation  ses  limites  extrêmes, 
à  savoir  +  «iV?2  ©t  — «i\/^,  n'arrive  quaux  valeurs  +  e,  et  — e^,  que 
prend  là  fonction  e  lorsque  AjV  +  6j  +  ^  est  égal  à  des  multiples  de  tc  ou 

de    -;r.     Mais,  à  chaque  oscillation,  lagrégat  périodique  passe  par  zéro. 

Après  avoir  rais  au  jour  ces  propriétés  des  agrégats  périodiques  qui 
sont,  en  effet,  les  plus  essentielles,  revenons  au  cas  proposé,  où  Ion  a  admis: 


//  =  «0  +  C 


*.*,.- .  J 


En  introduisant  cette  expression  dans  Téquation  (4),  on  arrive  à  une 
équation  différentielle  linéaire  du  deuxième  ordre,  dont  l'intégrale  s'exprime 
au  moyen  de  la  formule 

Cj  et  Cj  étant  les  deux  constantes  d'intégration,  ^,  un  agrégat  périodique, 
dont  la  valeur  n'atteint  pas  l'unité,  et  v,  un  coefficient  constant,  qui  peut 
être  réel  ou  imaginaire,  et  qui  dépend  des  coefficients  a^ ,  «j  ,  ...  ainsi  que 
des  vitesses  A,  ,  A, ,  ....  * 

Si    1;    est    réel,    la    fonction    -    croît  hors  de  toute  limite  finie;  si  au 

contraire  v  est  imaginaire,  cette  fonction  passe  une  infinité  de  fois  par  zéro. 
En  conséquence:  ni  dans  l'un,  ni  dans  l'autre  cas,  la  courbe  qui  représente 
géométriquement  l'intégrale  indiquée,  n'est  une  courbe  périplégmatique,  bien 
que  la  fonction  //  puisse  osciller  autour  de  l'unité,  de  sorte  qu'elle  ne  de- 
vienne jamais  négative,  ce  qui  pourrait  arriver,  si  par  exemple  a^  était 
égal  à   I. 

*  Voir  mon  mémoire:  Nouvelles  recherches  sur  les  séries  employées  dans  les  théories 
des  planètes,  §  7. 
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7.  Une  petite  modification  de  l'hypothèse  que  nous  venons  d'étudier 
dans  le  n**  précédent,  nous  conduit  à  Téquation  d'une  courbe  périplégma- 
tique.     Admettons,  à  cette  fin, 


"-;-(-;>■ 


A  étant  un  agrégat  périodique  auquel  se  trouve  ajoutée  une  constante. 

Maintenant,    si    nous    remplaçons   -    par    i  +  />,    nous    arriverons    à 
Féquation 

g+ (1  +  ^)^  =  0, 

dont  l'intégrale  s'obtient  sous  la  forme 

Cj  y  C^ ,  z  et  u  ayant  les  mêmes  significations  que  dans  l'exemple  précédent. 
En  supposant  v  imaginaire,  ce  qui  est  nécessaire  pour  éviter  les  valeurs 
de  p  croissant  à  l'infini,  le  résultat  que  nous  venons  de  déduire  se  met  sous 
la  forme  d'un  agrégat  périodique,  d'où  Ton  conclut  que  la  fonction  p  oscille 
entre  des  limites  variables:  en  conséquence,  le  rayon  vecteur,  qui  est  donné 
au  moyen  de  l'expression 

yji  +z 

prend,  lui  aussi,  des  valeurs  extrêmes  dont  l'amplitude  est  variable. 

Admettons,  après  avoir  mis  ip  à  la  place  de  p,  les  notations  é 

l'expression  précédente  se  changera  alors  dans  la  suivante: 

P  


I  +  tjcobIvv  +  p  j  zdv —  r) 
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On  saperçoit  iramédiatement  que  le  rayon  vecteur  reste  constamment 
fini,  tant  que  la  fonction  rj  n  atteint  pas  Funité.  Pour  remplir  cette  con- 
dition, il  faut  et  il  suffit  que  la  valeur  minima  de  i  +  -8?  soit  plus 
grande  que  celle  du  produit  40^0^.  Mais,  si  cette  condition  est  satisfaite, 
la  trajectoire  déterminée  par  l'équation  précédente  est  une  courbe  périplég- 
matique  à  diastème  variable,  pourvu  quon  ait: 

A<'-. 
■n 

En  effet,  l'expression  précédente  de  77  pouvant  être  mise  sous  la  forme 

on    en    conclut    que    cette    fonction    oscille    autour  de  lunité  sans  devenir 
jamais  négative. 

Par  les  considérations  précédentes,  on  a  eu  l'occasion  de  se  former  une 
idée  des  deux  genres  des  courbes  périplégraatiques:  dans  le  premier  de  nos 
exemples,  le  diastème  était  constant,  dans  l'exemple  du  n^  présent,  variable. 
Mais  ces  deux  genres  de  courbes  jouissent  d'une  propriété  commune,  qui  leur 
donne  un  caractère  spécial,  à  savoir  celle  que  leur  diastème  dépend  de  telle 
manière  des  constantes  introduites  par  l'intégration  qu'il  s'annule  lorsque 
ces  constantes  disparaissent.  J'ai  nommé,  dans  quelques  travaux  antérieures, 
ce  genre  de  courbes  périplégmatiques  orbites  intermédiaires,  parce  qu'elles 
sont,  en  effet,  très  propres  à  représenter  d'une  manière  approximative  les 
mouvements  des  corps  célestes:  les  courbes  du  premier  genre,  les  orbites 
des  comètes  dans  le  voisinage  d'une  planète,  celles  du  second  genre,  l'prbite 
de  la  lune,  ainsi  que  les  mouvements  d'autres  corps  célestes,  dont  les  con- 
ditions sont  analogues  à  celles  de  la  lune.  Particulièrement,  quand  les 
arguments  dans  l'expression  de  rse  composent  de  deux  éléments,  ce  mode 
d'aborder  les  approximations  destinées  à  faire  connaître  les  mouvements  de 
l'astre  considéré,  est  très  fertile.  Ce  cas  se  présente  toujours,  lorsqu'il 
s'agit  d'un  système  de  trois  corps  se  mouvant  dans  un  plan  unique,  si 
l'orbite  du  deuxième  corps  autour  du  premier,  qu'on  admet  en  repos,  est 
un  cercle,  et  que  les  distances  du  troisième  corps,  dont  la  masse  est  in- 
sensible, à  l'un  des  deux  premiers,  sont  toujours  petites  par  rapport  à  ses 
distances  de  l'autre  corps. 
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8.  Je  vais  maintenant  considérer  un  type  des  courbes  périplégmatiques 
à  diastème  variable  plus  général  que  celui  des  orbites  intermédiaires:  je  me 
proposerai,  dès  labord,  de  chercher  les  courbes  périplégmatiques  dont  le 
diastème  ne  s'annule  pas  avec  les  constantes  d'intégration. 

L'hypothèse  le  plus  simple  relativement  à  77  conduisant  à  de  telles 
courbes,  est  celle-ci: 


n==l+{p,+p,H){i-l)-lA, 


H  étant  une  fonction  de  certains  coefficients  constants,  laquelle  nous  allons 
mettre  en  évidence  un  peu  plus  bas,  et  -4,  un  agrégat  périodique  de  la 
forme  suivante 

A  =  G\   i—a,     I  — cr,     ...  \{v), 


r   r.         n         1 

I     1— <r,     l  —  ff. 


OÙ  les  y  ainsi  que  les  (t  sont  des  petites  quantités  positives. 

Avec  l'expression  établie  de  77,  nous  obtenons  facilement  de  l'équation 
(4)  la  suivante: 

(«6)  g+  (1-79,-/9,^)/=-^, 

dont  l'intégrale   se  trouve   immédiatement.     En  désignant  par  x  et  F  les 
deux  constantes  d'intégration,  et  par  c,  une  quantité  découlant  de  l'équation 

nous  arriverons  au  résultat 


(17)  yO  =  C     I— c     i—a,     ...  \{v), 


=  0     i-C     i-a,  \{v) 


OÙ   les    divers    x    sont    des    coefficients  s'obtenant   en  vertu  des  expressions 
que  voici: 


'1 

(' 

-^.y 

f  1 

-(I- 

-A- 

-fi.B)' 

z. 

(i 

-^.)'- 

-(I- 

-A- 

-Aff)' 

Traité  des  orbites  absolues. 
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Maintenant,    si   nous   admettons    que   la   fonction   H  soit   égale   à  la 
somme  des  carrés  de  tous  les  Xi^  et  que  nous  posions,  pour  abréger, 

»,  =  — 2^, +  aî+A, 
»^=  —  2^2  +  ^?  +  A^ 


la  fonction  sera  H  obtenue  en  résolvant  Téquation 

Evidemment,  si  les  termes  de  droite  sont  en  nombre  fini,  Féquation 
que  nous  venons  d'établir,  admet  toujours  une  racine  réelle  et  positive; 
c'est  de  même  si  les  y  forment  une  série  infinie,  que  nous  supposons 
toujours  convergente  comme  une  progression  géométrique,  supposé  toutefois 
que  les  ê  soient  des  quantités  positives.  Mais  aussi  dans  le  cas  où  le 
nombre  des  termes  est  infini  et  que  parmi  eux  il  se  trouve  un  nombre 
infini  de  tf  négatifs,  Téquation  (i8)  sera  satisfaite  par  une  valeur  finie, 
réelle  et  positive  de  AT,  et  en  conséquence,  son  membre  droit,  étant  ex- 
primé au  moyen  d  une  série  infinie,  restera  convergent.  En  voici  la  dé- 
monstration. 

Soit  —  ê^  la  plus  grande  valeur  négative  des  #,  et  a?,  une  quantité  plus 
grande  que  ê/.  alors,  il  s  ensuit  que  l'inégalité  suivante  subsiste: 

Ty^ j "h I  I ïv^ I  ^  T'a  +  ?'«  "t"  *  '  ' 

(*,  +  aï)'  "^  (*,  +  ar)'  "^  •••  "^  (-*,  +  «)'  "^  •••  "^  (-  é»,  +  x)'  ' 

d'où  il  se  dérive  celle-ci: 

(*.  +  «)'    (*.  +  «)'     ■  ■  ■     {-».-\-xy     ■■•>^    P'  {-&,  +  xy  ■ 

Donc,  si  l'on  détermine  x  en  vertu  de  l'équation 

qui   admet   nécessairement   une   racine   réelle   et   positive,   plus  grande  que 
êyy    et   que    Ton    introduise   cette  valeur  de  x  dans  le  premier  membre  de 
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Finégalité  obtenue,   on  aura  évidemment   un  résultat  positif,  tandis  qu'une 
valeur  de  x,  un  peu  plus  grande  seulement  que  #^,  rend  négative  la  fonction 


Or,  la  fonction  f{x)  étant  continue  entre  x  ayant  une  valeur  un 
peu  plus  grande  que  #^  et  x  égal  à  un  nombre  excédant  toute  limite,  on 
conclut  que  cette  fonction  sannulle  pour  une  valeur  de  x  comprise  entre 
tf^  et  la  racine  excédant  &^  de  l'équation  précédente  du  troisième  degré. 

En  multipliant  Téquation  (i8)  par  ^3,  et  en  désignant  ^^H  par  x, 
on  retombera  dans  l'expression  qu'on  a  dénotée  par  f{x).  De  là  s'ensuit 
déjà  la  réalité  de  la  fonction  B,  mais  il  arrive  aussi  que  l'équation  dont 
il  s'agit  a  plusieurs  racines  positives.  Dans  un  tel  cas,  qui,  en  effet,  n'est 
aucunement  rare,  il  faut  des  considérations  ultérieures  pour  décider  laquelle 
de  ces  racines  il  faut  prendre. 

Ayant  établi  la  réalité  de  la  fonction  H,  il  sera  facile,  même  sans 
avoir  déterminé  sa  valeur,  de  montrer  la  convergence  de  la  série 

^1+^2  +  '•-> 

à  cet  égard  il  suffit  de  renvoyer  le  lecteur  au  paragraphe  7  de  mon  mé- 
moire nouvelles  recherches  etc.,  ou  bien,  à  une  lettre  adressée  à  M.  Hermite 
qui  a  été  insérée  dans  les  Comptes  rendus  de  l'académie  des  sciences 
de  l'institut  de  France,  ï.  108.  On  y  a  fait  voir,  que  la  valeur 
absolue  de  Xi  est  moindre  que 


3A 

OU  tout  au  plus  égale  à  ce  nombre,  ce  qui  conduit  au  théorème  suivant  que 
je  mets  en  évidence,  en  employant  une  notation  très  utile  de  M.  Poincaré: 

Les  ;•  formant  une  progression  géométrique,  il  en  est  de  même  des  ra- 
cines cubiques  y/};  on  en  conclut  immédiatement  la  convergence  de  la  série 
des  X. 
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Si  Ton  avait  supprimé,  dans  l'équation  (16),  le  terme  /Sj-ff,  qui  existe 
réellement  toutes  les  fois  quil  s'agit  de  déterminer  les  mouvements  des 
planètes,  on  n'aurait  pas  pu  montrer  la  convergence  de  l'intégrale.  Voilà 
la  raison  pourquoi  on  a  mis  en  évidence  ce  terme,  en  établissant  Thypothèse 
du  cas  présent.  La  fonction  H  ayant  la  propriété  de  limiter  et  de  rendre 
convergente  l'expression  de  l'intégrale  de  l'équation  linéaire  (i6),  je  l'ai 
appelée  fonction  holistique. 

9.  L'expression  de  p  que  nous  venons  de  trouver  dans  le  dernier 
numéro,  se  met  aisément  sous  la  forme  d'un  seul  terme  périodique  avec 
coefficient  et  argument  variables.  Pour  y  arriver,  introduisons  les  notations 
suivantes,  analogues  à  celles  que  nous  avons  employées  dans  le  n*^  6, 

r-B,   r^B,   ...J 

[X,  X,  ."I 

C— ^1       C— ^2      .  .     j 
r-B,   r-B,   ...J 


(19) 


{v). 


Cela  étant,  nous  serons  conduits,  immédiatement,  aux  expressions 
(20)  yo  =  îy  cos  ((I  —  ç)t;  —  tt) 

et 

P 


(21) 


I    +  7J  COS  ((  I   —  Ç)V  —  r) 


La  valeur  du  diastème  à  un  instant  déterminé  étant  donnée  au  moyen 
de  la  formule 

(22)  •  ^— ^o  =  "riY> 

j  appelerai  vj  fonction  diastématique:  elle  est,  dans  les  théories  des  planètes, 
une  fonction  contenant,  outre  une  constante,  seulement  des  termes  péri- 
odiques qui  acquièrent  des  valeurs  constantes  lorsque .  les  vitesses  de  l'argu- 
ment  disparaissent.     Dans    ce    cas,    toute   la  fonction   gy,  ayant  une  valeur 
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constante,  signifie  lexcentricité  d'une  ellipse,  et  les  divers  termes  que  ren- 
ferme cette  fonction,  contribuant  à  Télément  mentionné,  je  les  ai  nommés 
termes  élémentaires.  Par  cette  dénomination  j  entends  dorénavant  encore  tout 
autre  terme  dont  le  coefficient  ne  sannuUe  pas  avec  les  forces  troublantes. 
Outre  les  termes  élémentaires  du  type  considéré  précédemment,  il  y  a 
des  termes  élémentaires  d'un  autre  type,  assez  différent  de  celui-là:  on 
les  trouve,  mis  en  évidence,  dans  Téquation  (17).  Si,  pour  élucider  leur 
propriété  d*être  élémentaires,  nous  admettons  que  les  ;•  et  les  ^,  ainsi  que 
A  ^*  /'s  soient  des  quantités  du  premier  ordre  par  rapport  aux  forces  per- 
turbatrices, ce  qui  conviendrait  effectivement  aux  choses  réelles  lorsqu'il 
s'agit  des  mouvements  des  planètes,  il  serait  facile  de  voir  que  les  coeffi- 
cients X  sont  des  quantités  non  disparaissant  avec  ces  forces.  On  distinguera 
donc  deux  espèces  de  termes  élémentaires:  le  premier  genre  est  caractérisé 
par  un  argument  de  la  forme 

av  -\-  A. 

Ces  termes,  je  les  appelle  termes  élémentaires  du  type  {A),    Les  termes  du 
second  genre,  dont  les  arguments  sont  donnés  au  moyen  de  l'expression 

seront  nommés  termes  élémentaires  du  type  (B). 

Il  s'entend  facilement  que  la  période  d'un  terme  du  type  {A)  est 
toujours  très  longue,  tandis  que  celle  d'un  terme  du  type  {B)  est  à  peu 
près  égale  au  temps  de  révolution. 

Mais  on  rencontre  aussi,  soit  dans  le  développement  de  la  fonction 
perturbatrice,  soit  dans  les  expressions  des  inégalités,  des  termes  dépendant 
des  mêmes  arguments  que  les  termes  élémentaires,  mais  dont  les  coefficients 
sont  multipliés  par  une  puissance  ou  par  un  produit  des  forces  troublantes. 
Ces  termes,  n'étant  pas  élémentaires  dans  le  sens  ordinaire  du  mot,  je  les 
appelle  termes  sousélémentaireSj  et  je  vais  distinguer  des  termes  sousélémen- 
taires  de  divers  ordres,  de  sorte  qu'un  terme  sousélémentaire  serait,  par 
exemple,  du  premier  ordre,  si  feon  coefficient  contenait  comme  facteur  la 
première  puissance  d'une  masse  troublante. 

U  y  aura  lieu  de  distinguer  des  termes  surélémentaires,  dénomination  par 
laquelle  j'entends  les  termes  devenant  infinis  lorsque  les  masses  troublantes 
disparaissent.     Ces  termes,   ne  pouvant   se  produire  que  passagèrement,  on 
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saurait  toutefois  les  éviter  par  un  choix  rationnel  des  formules  différentielles 
dont  l'intégration  donne  les  inégalités. 

lo.  Les  fonctions  g  et  h  se  déduisent,  d'une  manière  directe,  en 
intégrant  1  équation  (i6)  moyennant  la  variation  des  constantes  arbitraires: 
il  y  a  toutefois  une  remarque  à  faire  que  nous  allons  indiquer  d*abord. 

Soit: 

Tintégrale  complète  de  Féquâtion 

(23)  j^  +  ^/'  =  ^' 

g  et  h  étant  deux  fonctions  qui  prennent  des  valeurs  constantes  si  R  est 
égal  à  zéro. 

En  introduisant  l'expression  signalée  de  />,  ainsi  que  sa  deuxième 
dérivée,  dans  Téquation  (23),  on  obtient  immédiatement: 

V^^}  dv'dv^  dv  dv  ^  dv  V'  dv  ^  y^  dv)  ""  ^' 

équation  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  deux  fonctions  g  et  h,  encore  in- 
déterminées. Mais  puisque  ces  fonctions,  soumises  jusqu  a  présent  à  satisfaire 
une  seule  condition,  sont  au  nombre  de  deux,  on  pourra  les  déterminer  de 
plusieurs  modes,  dont  il  y  a  seulement  deux  qui  méritent  d'être  examinés  ici. 
D  abord,  on  pourra  établir  la  condition 

da    .        dh 
qui  entr^ne  immédiatement  celle-ci: 

dv  dv       dv  dv 
Ayant  déterminé  les  intégrales  particulières  y^  et  y^  de  manière  à  avoir: 

y^dv    y^dv     ' 
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les  deux  équations,  dernièrement  mises  en  évidence,  conduisent  à  celles-ci: 

d'où  l'on  tire,  en  nommant  g^  et  \  les  deux  arbitraires, 

g  =  g^  —fy^Bdv\         h  =  \  +fy^Bdv, 
et  encore: 

(25)  p  =  sioPi  +  Ky^  —  Vify^^^  +  y^/viR^^- 

Par  Thypothèse  admise,  qui  fut  établie  par  Lagrange,  non  seulement 
la  fonction  p  elle-même  prend  la  même  forme,  soit  que  la  fonction  B  soit 
égale  à  zéro,  soit  qu  elle  ait  une  autre  valeur,  mais  il  en  est  de  même  ^^ant 
à  la  première  dérivée  de  cette  fonction.  C'est  aussi  à  cette  hypothèse  que 
l'astronomie  képlerienne  doit  son  fondement  théorique. 

L'autre  hypothèse  qu'il  y  a  lieu  à  examiner,  est  dès  le  début  plus 
générale.  En  désignant  par  J  une  fonction,  encore  tout  à  fait  indéterminée, 
nous  allons  mettre: 

/    ^v  dg    .        dh  -^ 

relation  qui  entraîne  la  suivante: 

\^'f  dv  dv^  dv  dv       dv^ 

De  ces  deux  équations,  il  s'ensuit: 


^28) 


dg  ^dy^  dJ  ^ 

dh  ^  dy,    .         dJ    .        ^i 


d'où  l'on  tire 

ff  =  ffo—  y^^  —fy^^d^\         h  =  \+  y^J  +fy^Bdv. 

En  formant,  avec  ces  valeurs  de  ^  et  de  A,  l'expression  de  l'intégrale 
générale,   on  retombe   sur  la   formule   (25),   qui  ainsi  est  indépendante  de 
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toute  hypothèse  relativement  à  la  fonction  J.  Mais,  à  ce  qui  concerne 
lexpression  de  la  première  dérivée  de  la  fonction  /?,  on  aura  maintenant 
un  autre  résultat,  à  savoir: 

Bien  que  cette  formule  soit  un  peu  plus  compliquée  lorsque  J  est  différent 
de  zéro  que  dans  Thypothèse  de  Lagrange,  il  paraît  cependant  avantageux, 
pour  ne  pas  dire  nécessaire,  de  déterminer  la  fonction  nommée  de  manière  à 
rendre  les  expressions  de  ^  et  de  A  aussi  simples  que  possible.  Aussi  dans 
la  théorie  des  inégalités  séculaires  exprimées  au  moyen  de  séries  trigono- 
métriques,  les  grands  fondateurs  de  cette  théorie,  Lagrange  et  Laplace, 
n'onf  pas  insisté  sur  la  condition  que  les  premières  dérivées  des  coordonnées 
d'une  planète  aient  la  même  forme  lorsque  les  éléments  elliptiques  éprouvent 
seulement  des  altérations  séculaires  que  dans  le  cas  d'éléments  constants. 
C'est  tout  le  contraire:  pour  exprimer  les  perturbations  séculaires  par  des 
termes  périodiques,  une  certaine  partie  de  la  fonction  perturbatrice,  dite 
partie  séculaire,  fut  retranchée,  de  sorte  qu'on  pouvait  établir  les  équ^,tion§ 


^  =  -*; 


dh 

dv  ^  ^  dv 


0  et  ¥  s  exprimant  au  moyen  d  agrégats  de  termes  sousélémentaires  du  type 
[A)  et  du  premier  ordre. 

Examinons  si  ces  démarches  étaient  conciliables  avec  l'hypothèse  >l  —  o. 

Si,   dans   ce  but,  nous  introduisons  les  valeurs  de  -7^  et  -r-  dans  les  équa- 
'  '  dv        dv  ^ 

tions  (26)  et  (27),  il  se^a  facile  d'en  tirer  les  résultats 

(26')  _J  =  _y,«  +  y,y, 

En    différentiant    la    première   de   ces  équations,  et  en  retranchant  le 
résultat  de-  la  seconde,  il  restera: 
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Si  Ton  supposait  que  les  fonctions  y^  et  y^  fussent  des  quantités  de  Tordre 
zéro,  et,  que  ^  et  V  ne  continussent  que  des  termes  sousélémentaires  du 
type  [A)  et  du  premier  ordre,  on  conclurait  facilement  de  Téquation  ob- 
tenue que  son  second  membre  fût  une  quantité  du  deuxième  ordre.  Or, 
puisque  nous  considérons  B  comme  un  agrégat  de  termes  sousélémentaires 
du  type  {B)  et  du  premier  ordre,  il  faut  que  J  soit  aussi  un  pareil  agrégat 
du  premier  ordre. 

Donc,  de  deux  choses,  lune  :  la  fonction  J  peut  être  égalée  à  zéro,  il  est 
vrai,  mais  seulement  à  condition  que  les  fonctions  0  ei  W  renferment  des 
termes  d*un  autre  genre  que  ceux  du  type  {A)\  de  Tautre  côté,  on  peut  faire 
contenir  aux  fonctions  0  et  ^^\  ou,  ce  qui  revient  au  même,  aux  fonctions  g  et 
h  exclusivement  des  termes  du  type  (-4),  mais  dans  ce  but,  il  faut,  qu'on  ait: 


(30) 


dJ  i  ^ \    i  /     d0  d¥\ 

I  „       I  /     d'à   .        'i'l^\ 


On  tire  de  là: 


(3.)  ,  =  _i/jM.-i/(y.g.  +  ,,^>. 


dj 


valeur  qui,  évidemment,  est  différente  de  zéro. 

Si  Ton  introduit  les  expressions  obtenues  de  A  et  de  ^  dans  les  formules 

(28),  on  peut  exprimer  les  différentielles  de  g  et  h  au  moyen  de  la  fonction 
B,     On  obtiendra  de  la  sorte: 


dg I  d  j 


dv 

dh 
dv 


OU  bien: 


(32) 


=      a-y»^— 2d?/^^-2-5->.j  (y.  d7'+y«d7»h 


dh 
dv 

Traité  des  orbites  absolues. 
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II.  On  parvient  à  déterminer  la  fonction  J  de  plusieurs  autres  ma- 
nières qu'en  utilisant  Tune  des  équations  (26)  ou  (31):  voici  une  voie  con- 
duisant très  directement  au  résultat.  Je  me  restreins  toutefois  à  ne  con- 
sidérer quun  seul  terme  de  la  fonction  R, 

En  multipliant  la  seconde  des  équations  (28)  par  i  =  y/ —  i ,  et  en 
ajoutant  ce  produit  à  la  première  des  équations  nommées,  on  obtient: 

Supposons  maintenant  quon  ait: 

y^  =  f{v)  cos((i  —çjv  +  d)\         y^  =  f{v)  sin((i  —  c)î;  -f  0), 

f{v)  et  d  étant  deux  fonctions  des  termes  périodiques  du  type  (A);  de  ces 
fonctions,  nous  considérons  la  première  comme  peu  différente  d'une  con- 
stante.    Admettons  ensuite: 

et  désignons  par  ^^  et  p^  deux  fonctions  indéterminées,  encore  à  notre 
disposition. 

Maintenant,  pour  déterminer  les  fonctions  g  et  A,  admettons  Téquation 

(34)  '-^^  =  U'  -ro-  i9.)Me''-'''>-'', 
et  nous  aurons,  en  la  retranchant  de  Téquation  (33), 

On  peut  déterminer  les  deux  fonctions  ^^  et  ^^  qui  sont  encore  à 
notre  disposition,  de  manière  à  avoir: 

frf{v)e'^'''^'^'^^-^^dv  =  {—iM+  N)é^'''''"^^^'^\ 
De  la  sorte,  on  aura,  en  vertu  de  Téquation  précédente: 

(35)  ^ ^{Msia((i  -  a)v  —  B)  +  iVcos((i  -  a)v  ^  B)\. 
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Après  avoir  différentié  les  relations  précédentes,  nous  en  tirons  quatre 
équations  différentielles  conduisant  à  des  valeurs  réelles  des  quatre  fonctions 
^Q ,  ^^  ,  M  et  N'.     Les  voici  : 

rnm=     (^-c  +  ^O^  +  f. 


dv 


(  ,   d<?\,,       dM 


Des  deux  dernières  de  ces  équations,  on  déduira  facilement  les  ex- 
pressions de  M  et  de  iV,  qui  prendront,  évidemment,  la  forme  d'agrégats 
de  termes  du  tjpe  {A),  pourvu  que  f{v)  et  6  soient  de  tels  agrégats.  Les 
fonctions  M  et  N  étant  connues,  on  aura  immédiatement,  soit  les  produits 
Pofi'^)  ®*  ¥^if{^)  4^^  entrent  dans  la  formule  (34),  soit  les  fonctions  p^  et 
^j,  dont  on  n'aura,  cependant,  pas  besoin.  U  serait  facile  d'étendre  lapplica- 
tion  de  la  méthode  exposée  aux  cas  de  plusieurs  termes  entrant  dans  lex- 
pression  de  B. 

12.  Si  la  fonction  B  contenait  des  termes  dépendant  des  fonctions 
^  et  ^,  les  méthodes  que  je  viens  d  expliquer,  dans  les  derniers  numéros, 
n'amèneraient  des  résultats  qu'au  moyen  d'approximations  successives;  pour 
juriver  directement  au  but,  voici  la  manière  de  procéder. 

Keprenons  Téquation  (24),  après  avoir  effectué  la  différentiation  du 
dernier  terme  de  son  premier  membre.     Nous  aurons  ainsi: 

(36)  y^d+y^d^^  +  ^{j^Tv+-ÈTv)  =  ^^ 

et  si  Ton  y  introduit  les  valeurs  de  y,   et  de  y^  que  nous  avons  présumées 
dans  le  n^  précédent,  il  en  résultera: 
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'^^^^J^^  +  ^^^^J^^M^^^i^  —'^)^ 


+ 


.:^ad'g 


J*h\ 


®^"^d7'+  *^**^'^d?K^^^^^"(*  ~^^^ 


+  2 

+  2 
+  2 


f'{v)  cos<?  -  (i  -  c  +  f^jnv)  8in<?j|cos(i  -  ç)v 
—  f'{v)  sin  <?  —  (i  —  ç  +  ^)f{v)  cos 0  l^sin  (i  —  ç)v 
f'{v)sm0  +  ^i  —  c  +  ^y(v)cos^U;COs(i  —  <:)v 


+  2  |/-'(î;)  cos  »  —  (  I  —  C  +  ^^f{v)  Siu  ^ 


<2A 


;j-8m(i  — ç)t;  =  iî. 


dv 


Quelle  que  soit  la  fonction  R,  nous  supposerons  toujours  qu'elle  ait 
la  nature  d'un  agrégat  périodique  du  type 

e  cos((i  —  ç)v  —  E)y 

s  cos  JE  et  esiniJ  étant  des  fonctions  du  type  [A)  y  c'est-à-dire,  des  fonctions 
s  exprimant  au  moyen  des  termes  du  type  {A),     Donc,  si  nous  posons: 

R  =  Scos{i  —  ç)v  +  rsin(i  —  ç)Vy 

S  et  r  seront  des  fonctions  du  type  (-4). 

En  introduisant  cette  valeur  de  R  dans  l'équation  précédente,  et  en 
égalant  séparément  à  zéro  les  coefficients  de  cos(i  — ç)v  et  de  sin(i  — c)v, 
on  parvient  aux  équations 


/•(t;)co8<?g+/-(.)8in<?^:  +  2 


dv 


f'(v)cos0-(^i-ç+2)nv)sind 
+  2\^f'{v)sm0  +  [i  -ç  +  ^)f{v)cos0^f^  =  S, 

f{v)Mg,  +  f{v)cos0^^,-2  [/•'(t;)sm<?+(i-c+  ^)  f{v)cos0^^^ 

+  2\r{v)co,0-[i-ç  +  ^)f{v)sin0\f^=r, 
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(37) 


(i»'"*"     /•(»)  dv 


dv 


h    ,       f'{v)dh  l  .    de\dg  l     /^   •     /i    ,     v        n\ 


et  encore,  si  ron  désigne  par  X  et  y  les  sommes  ff  +  ih  et  g  —  îA , 


(38) 


(  d'Z 

dv* 

+  2 

d'Y 

dv' 

+  2 

dff 
du 


J-auraî  l'occasion,  dans  ce  qui  suivra,  de  revenir  à  ces  équations  que 
j  ai  déjà  établies  dans  une  note  on  the  détermination  of  the  Radius  Vector 
in  the  absolute  orbit  of  the  planets  insérée  dans  le  tome  XLVII  des  monthly 
notices  of  the  Eoyal  Astronomical  Society. 

13.     La  relation  entre  la  somme  />*  +  (^)    dun  côté,  et  le  carré  de 

la  fonction  diastématique 

V"  =  9"  +  A' 

de  l'autre,  sera  d'une  utilité  particulière.     Noue  allons  la  chercher. 
Admettons,  pour  abréger,  les  notations 

évidemment,  les  fonctions  A  ei  B  sont  de  petites  quantités  du  premier 
ordre,  tant  que  ç  est  une  telle  quantité  et  que  â  et  f{v)y  dont  la  dernière 
ne  diffère  que  très  peu  dune  constante,  sont  des  fonctions  du  type  (-4). 
Avec  ces  notations,  on  aura  immédiatement  les  valeurs 

^'  =  -(I  +  A)y,  +  By,;         ^' =  (i  +  A)y,  +  By,, 

qui,  si  on  les  introduit  dans  l'expression 

^»  dv        *»  d»  ' 
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conduisent  à  la  relation 

Des  valeurs  signalées,  on  obtient  encore: 

(!')  +  ©  =  ^+^+rfi. 
^»  +  (5?)'=  -rb  +  '^^'  +  '^^'  +  ^)^'^'  +  ^'^'  +  ^'^'- 

Maintenant,  si  Ton  introduit  les  valeurs  de  -~   et  -^  dans  Téquation 

il  en  résultera: 

g  =  -^(i  +  ^)y,  +  A(i  +  A)y,  +  BO^y,  +  %,)  -  ^; 
ensuite,  en  posant: 

ou  parvieudra  à  l'expression 

(39)  ^=— ^î+%1— W- 

En  vertu  de  cette  relation,  l'expression  précédente  prend  la  forme 

(40)  (i+A)iX)^J~A'^^-Bp. 
Cela  étant,  il  sera  facile  de  former  l'équation 

(4.)  '-'+{îy-Th-'wt-w 

^    ?•  21    dp       2A    /dpy      2B      dp     ,  ., 

i  +  A       i  +  Adv"^  i  +  A  \dvj  "^  i  +  A^  dv       ^^  ' 
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OU  bien,  en  considérant  Téquation  (31),  celle-ci: 

Telle  est  la  relation  demandée,  mais  cherchons  encore  à  mettre  en 
évidence  les  termes  élémentaires  du  type  (-4),  ainsi  que  les  termes  sous- 
élémentaires  du  premier  ordre. 

Si,  dans  ce  but,  on  néglige  toute  quantité  du  deuxième  ordre,  on  trouvera, 
à  laide  de  Téquation  (26'): 


Mais,  des  trois  parties  mises  en  évidence  au  second  membre,  c'est  seulement 
la  première  qui  contient  des  termes  sousélémentaires,  de  sorte  qu'on  pourra, 
en  ne  considérant  que  de  tels  termes,  mettre: 

2I     dp ,dg dh 

~  î  +  Adv~     di~^dv' 

Ensuite,    puisque   le   produit   de  par  />^  ne  contient  aucun  terme 

élémentaire  ou  sousélémentaire  du  premier  ordre,  ce  qui  est  facile  à  voir, 
et    que    la    partie    élémentaire    du    produit  \d)^^^  ^'^^  ï^^&%^  l^s 

termes  du  deuxième  ordre,  est  égale  à  At^^,  on  parvient  à  établir  l'ex- 
pression que  voici; 

formule  qui  nous  sera  utile  plus  loin. 
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14.  Les  orbites  absolues  des  planètes  sont  des  courbes  périplegma- 
tiques  du  type  que  nous  venons  de  considérer  dans  les  n**"  8 — 13;  pour 
une  raison  qui  sera  élucidée  dans  le  troisième  chapitre,  nous  allons  toutefois 
changer  un  peu  l'expression  analytique  du  rayon  vecteur,  telle  qu'elle  est 
donnée  par  Téquation  (21).  La  modification  en  question  s  opère  en  rempla* 
çant,   dans  la  formule  mentionnée,  la  constante  p  par  la  quantité  variable 

de  sorte  que  nous  aurons: 

(43)         .=. — -^1^ — 


I  +  ;y  CO8  ((  I  —  ç)v  —  t:) 
En  différentiant  l'expression 

a         I  +p 


r~  1—1]*' 


il  viendra: 

d- 
r  I       dp  i  +  p    drj* 

d^  ~  I  —  7'dï;  "*■  {i  —  ^yl^  ' 
et  encore,  après  une  nouvelle  différentiation, 

r  _        I       d*p    .  2         d-q*  dp 

d^  ~"  I  —r)*d?  ■*■  {i  —  ijyl^  di 

2(1  +p) /drj^y       i  +p  dy . 

et  si  l'on  introduit  ces  expressions  dans  l'équation  (4),  après  y  avoir  écrit 
a  au  lieu  de  p,  il  en  résultera  l'équation  que  voici: 

UA      ^ -1- _j_^jLép 4. ^('+^) /dy'\'    i+pdy  .  ,  ,  ^ 

^^^'        dv*^  \—  7i*dv  dv^  {i  —  ijy  \dv)  ^  i  —ydv*  -r  »  -r  iO 
OU  bien,  en  considérant  la  relation 
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celle-ci: 

Des  relations  signalées,  il  serait  facile  de  conclure  la  valeur  de  P  et 
celle  de  /7,  et  ensuite,  d'examiner  si  les  conditions  étaient  remplies  pour 
que   la.  courbe   définie  par  Téquation  (43)  fût  périplégmatique.     L'équation 

(45)  est  cependant  moins  convenable  à  Tégard  de  la  comparaison  avec 
Téquation  différentielle  du  rayon  vecteur,  question  à  laquelle  nous  arriverons 
plus  tard,  en  partant  des  équations  générales  de  la  dynamique.  L'incon- 
vénient qu'amène  l'équation  (45)  tient  à  ce  qu'elle  fait  figurer  dans  la 
fonction  P  des  termes  des  deux  types  [A)  et  {TS)  —  p  étant  supposé 
toujours  une  fonction  du  type  (B)  —  et  encore,  que  cette  fonction  contient 
des  termes  élémentaires. 

Mais  si  l'on  fait  dépendre  la  fonction  /7  d'une  autre,  Z,  en  établissant 
la  relation 

(46)  /7  =  -^|i+X  +  --^.^'1^ 

V^   /  ï  +  />  I  *    2  I  —  îy*  dv  cZv 

"^2(1-  ;y')*  \dv}P'^(\^  r^y  [dv  )  '^  l—rj'  dv'     ' 
et  qu'on  introduise  cette  expression  de  //,  dans  l'équation  (44),  il  viendra: 
f,^^        '^>    I    3       î       drj'^lp       I       .    3         I  (driy  i       A'L  _   v 

W/;     dv'^ 2 i—7j'dv  dv^y  ^ 2{i^7iy\dv )  ^  i  -rj^dv'  ^p  --  ^^ 

résultat  dont  la  comparaison  avec  l'équation  tirée  de  la  dynamique  se  fera 
très  facilement. 

Supposant  toujours  que  p  soit  une  fonction  du  type  (B),  dont  la  valeur 
numérique  reste  moindre  que  l'unité,  il  est  évident  que  X  est  aussi  une 
telle  fonction,  mais  qui  oscille  entre  des  limites  plus  resserrées  que  ne  le 
fait  la  fonction  />. 

La  conclusion  suivante  est  donc  légitime. 

Si,  après  avoir  établi  l'équation  (43),  on  parvient,  pour  déterminer  />, 
à   une   équation   de   la   forme   de   l'équation   (47),   et  qu'on  trouve  une  ex~ 
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pression  de  p  du  type  (J5)  conduisant  à  des  valeurs  numériques  de  cette 
fonction  sensiblement  moindres  que  Tunité,  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion (43)  sera  uue  courbe  périplégmatique. 

15.  Quant  à  Tétude  des  courbes  périplégmatiques  de  double  courbure, 
il  suffit  pour  le  moment  de  remarquer  qu'une  courbe  dont  chaque  élément 
appartient  à  une  courbe  périplégmatique  située  dans  un  plan  passant  par 
les  deux  rayons  vecteurs  infiniment  voisins  et  tirés  des  extrémités  de  cet 
élément,  est  aussi  périplégmatique  dans  lespace,  quels  que  soient  les  déplace- 
ments de  ce  plan  autour  du  rayon  vecteur.  Cela  se  comprend  par  le  fait 
que  la  droite  menée  dans  le  plan  mobile  par  le  centre  et  perpendiculaire- 
ment au  rayon  vecteur,  tourne  avec  ce  plan  autour  de  Taxe  instantané, 
qu'on  suppose  coïncider  avec  le  dit  rayon.  Donc,  la  courbe  envisagée  étant 
toujours  concave  vers  cette  perpendiculaire,  elle  est  aussi  périplégmatique 
dans  Tespace. 

Par  cette  remarque,  on  est  amené  à  étudiei-  séparément  la  trace  de  la 
courbe  dans  le  plan  instiintané  et  les  déplacements  de  ce  plan  dans  lespace. 
Cette  manière  de  considérer  les  trajectoires  des  corps  célestes  fut  dabord 
proposée  par  Lagrange  dans  la  mécanique  analytique  et,  après  lui,  employée 
avec  beaucoup  de  succès  par  Hansen.  Mais  tandis  que  Hansen  considérait 
toujours  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  fixé  dans  le  plan  mobile, 
je  vais  admettre  des  suppositions  un  peu  plus  générales,  qui  amèneront 
quelques  avantages  pour  le  calcul  des  perturbations  absolues. 
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CHAPITRE   II. 
lytvers  systèmes  de  coordonnées. 

i6.  Considérons  d  abord  deux  systèmes  de  coordonnées  rectangulaires 
ayant  la  même  origine:  Tun,  fixe  dans  l'espace,  et  l'autre,  déterminé  de 
manière  à  avoir  deux  axes  situés  dans  le  plan  instantané  déterminé  par 
deux  rayons  vecteurs  consécutifs.  Désignons  les  coordonnées  d'un  point 
rapportées  au  premier  système  par  x  ,  y  y  Zy  et  les  coordonnées  du  même 
point  rapportées  au  second  système  par  ^,îy,  C,  dont  la  dernière,  par  suppo- 
sition, doit  être  égale  à  zéro.  Supposons  enfin  que  les  relations  linéaires 
entre   les   coordonnées   appartenant  aux   deux  systèmes  soient  les  suivantes: 


(0 


y--=  «i^  +  /5i'7  +  nC 


Les   relations   bien    connues,    en    nombre  de  six,  liant  les  neuf  coeffi- 
cients, étant  celles-ci: 

a'+a\+oil=  I, 

(a)  /5»  +  /9f  +  /îî=  I, 

.f  +  ï\  +  rl-^, 

ay5  +  a,/5,  -f  «,/9,  =  o, 

(b)  ar+aj^+  a,r,  =  o, 

?r  +  /5>n  +  ^r,  =  o, 

OU  bien,  réciproquement,  les  suivantes: 

(a')  <=tî  +  /îî  +  rî=  I. 


l  a?  +  /^  +  r' 


», 
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(b') 


«a,    +/9^,    +n-,    =o, 

«1»,  +  /^iA  +  r.r,  =  o. 


on  déduit  immédiatement  des  équations  (i)  les  équations  réciproques: 


in 


^  =  ax  +  a^ij  +  a^z, 


Je    rappelle    encore    les    relations  suivantes,   aussi  bien  connues,  mais 
qui,  du  reste,  découlent  facilement  des  équations  déjà  mentionnées, 


(c) 


(C) 


(0") 


/^  =  ««ri  —  «iTs. 
/5i  =  «r»  —  «jr . 
Pi  =  «ir  —  «n  . 


Conformément  à  la  supposition  que  le  plan  instantané  soit  déterminé 
moyennant  les  positions  de  deux  rayons  vecteurs  infiniment  voisins,  il  faut, 
tant  que  la  trajectoire  est  une  courbe  à  double  courbure,  considérer  les 
neuf  coefficients  a  ,  ^  ,  j" ,  a^ ,  .  .  .  comme  fonctions  du  temps  t,  fonctions 
que  nous  admettons,  du  reste,  être  réelles  et  continues. 
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La  condition   que   les  axes   des   f  et  des  rj  soient  situés  dans  le  plan 
considéré  s  exprime  par  Téquation 

ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  suivante: 

(2)  o  =  r^  +  r^y  +  r^z, 

ce  qui,  si  r  >  Ti  ?  Ta  ^^^^  ^^^  constantes,  est  Téquation  d*un  plan  passant 
par  Torigine  et  exprimée  en  coordonnées  rapportées  aux  axes  fixes  dans 
l'espace.  Que  ce  plan  passe  encore  par  un  point  de  la  courbe  infiniment 
voisin  au  point  x  ,  y  ,  Zj  cela  s'exprime  par  Téquation 


(3) 


dx    ,         dif    ,         dy 


les  dérivées  étant  tirées  des  expressions  des  coordonnées  considérées  comme 
fonctions  du  temps. 

Par  ces  déterminations,  on  a  fait  tourner  le  plan  instantané  autour 
du  rayon  vecteur  de  la  courbe;  mais  il  en  découle  encore  quelques  con- 
séquences que  nous  allons  mettre  en  évidence. 

En  différentiant  les  équations  (i),  on  obtient: 


(4) 


Tt-""  Jt-^P  dî-^^  dt^di.  ^'^di'i-^di''' 


djl 
di 

dz 

di 


-''^dt^p^Tt+r.ji+j^^-^jfrj+jr'^^ 

—  «   '^^  A.  fi  '^^  -4-  V  '^^  J-  ''*'«  A  j.  *^^«  «  a.  ^^*t 


dt    '   i^'^dt    '    '^dt    '    dt    "'    '    dt    ''    '    dt 
et  si  l'on  introduit  ces  expressions  dans  l'équation  (3),  après  avoir  mis: 


il  en  résultera  Téquation 


(5) 


°  =  (4+«.|  +  «.|'>  +  (''^l  +  Ai^  +  A^')" 


Digitized  by 


Google 


54 


Traité  des  Orbites  des  Planètes. 


Ensuite,   si  Ton  différentie  réquation  (2),  et  que  l'on  retranche  du  résultat 
Téquation  (3),  on  obtiendra: 


En  y  introduisant  les  expressions  (i),  on  trouvera  immédiatement  Téq nation 
précédente. 


17.     On   satisfait  aux  conditions   (a),    (b),   (a')  et  (b')  en  adoptaot  les 
expressions  suivantes  des  neuf  coefficients: 


(d) 


a  =  cos  e  cos  <T  +  sin  0  sin  <t  cos  / , 
^  =  cos  e  sin  <T  —  sin  0  cos  (t  cos  i , 
^^  =  sin  0  sini, 


{à') 


a,  =  sin  0  cos  a  —  cos  9  sin  a  cos  i , 
y9,  —  sïn  0  sin  <T  +  cos 0  cos  <t  cos  /, 
;*,  =  —  cos  9  sin  i , 


(d") 


a^  =  —  sm  ^  sm  e , 
^^  ==  cos  (Tsini, 
X^  =       cosi, 


et  Ton  sait  que  9  et  ^r  signifient  alors  les  angles  entre  la  ligne  d'intersection 
des  deux  plans  et  les  axes  des  x  et  des  f ,  et  i,  Tinclinaison  mutuelle  de 
ces  plans.  Les  arcs  9  et  <t  s'appellent  d'ailleurs  longitudes  du  noeud  du 
plan  mobile  sur  le  plan  invariable,  l'un  compté  sur  le  plan  fixe,  l'autre,  sur 
le  plan  mobile. 

En  différentiant  les  expressions  (d),  (d')  et  (d"),  toutes  les  quantités 
y  entrant  étant  variables,  on  parvient  à  des  formules  qu'il  convient  de 
rappeler  à  cette  occasion.     Les  voici: 


Digitized  by  VjOOQLC 


Première  Partie.     Livre  I.  55 

da  ^  d(j  d9  .        di 

Tt='-^dt-''^di-r^^^<^jt' 


dp  da       /)  ^ô    1  ai 


dt 


""di-^^df+r^osaj^ 


dr  de    ,      ,    ^         .di 

Jt=         -r.dr  +  '^°®*^°'*d-r 

da.  ^  da   .       de  .        di 

dr--^^dt  +  ''dt~r^''''<'dt' 


dt 

-'d/!  ^ 

t^dt 

-r  / ,  v,«o  w  ^^ , 

dt 

de 

.di 
—  cosecostTT, 

da,_ 
dt 

P^dt 

.     di 

di3,_ 
dt 

da 

^^dt 

di 

dt 

.  .di 

-   ''""'df 

i8.  Supposons  maintenant  que  le  système  mobile  de  coordonnées  soit 
invariablement  lié  au  plan  instantané,  de  sorte  quaucun  déplacement  des 
points  fixes  dans  ce  plan  n'ait  lieu  relativement  au  système  mentionné. 
Pour  distinguer  ces  coordonnées  de  celles  qui  sont  rapportées  à  des  axes, 
mobiles  non  seulement  dans  lespace,  mais  encore,  relativement  au  système 
fixé  au  plan  variable,  désignons  par  le  caractère  barré  â  la  valeur  de  Tangle 
a  y  lorsqu'on   le   compte   à   partir  d'une  direction  fixe  dans  le  plan  nommé. 

Cela  étant,  nompions  oJj  ,  y^  ,  ;?,  ,  a  ,  6  ,  c  ,  a^  ,  .  .  .  ce  que  déviennent 
S,rj,CjOiy^)TiOii,'''  lorsque,  dans  les  formules  respectives,  on  met 
paiiout  â  au  lieu  de  <t,  de  sorte  qu'on  a: 

a  —-  cose  cos^  +  sine  sin^*cost, 

etc.  .  .  . 
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Désignons  ensuite  les  vitesses  de  rotation  autour  des  axes  formant  avec  le 
plan  instantané  un  système  invariable,  par  X  ,  fi  y  p,  ce  qui  nous  donnera 
les  expressions 

:=    —b 


db 

'di 

+ 

C^ 

db, 
dt 

+ 

db, 
^^dt 

j  de 

^dt 

— 

K 

de, 
dt 

— 

de    ,         de.    .         de^ 
da  da^  da^ 

^  ~^dt~^^dr~^^dr 

jda        u   ^^\    I    1.   ^^8 


dt 
db 


dt 
db. 


=  -''dt-''^dt 


dt 

db, 
dt 


En  introduisant,  dans  ces  formules,  les  valeurs  des  neuf  coefficients, 
exprimées  par  les  trois  angles,  ainsi  que  celles  de  leurs  dérivées,  il  en 
résultera: 


(e) 


,  -di  .     -    .     .de 

X  =  cos^tt; —  sm^Tsme-r-, 
dt  dt 

.     -di    ,  -    .     .de 

/i  =  sin  ^-r-  +  cos  <T  sm  e  -7- , 


dt 

dâ   ,  ,de 

'='-dt+'''''dt^ 


dt 


et,  avec  ces  notations,  s  expriment  aisément  les  vitesses  suivant  les  axes  liés 
au  plan  mobile.  En  désignant  ces  composantes  par  u,v,w,  on  a  les 
équations  connues 

\x=  fiz,  —py,, 

y  =  px^  —  Xz,, 

w  =  Xy,  —fix,. 

Si    Ton    y    pose,    pour   obtenir   les   équations   de    Taxe    instantané   de 

rotation, 

u  =  V  =  w  =  o, 
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on  trouvera  trois  équations,  dont  toutefois  deux  seulement  sont  indépendantes, 
la  troisième  ne  formant  qu'une  simple  conséquence  des  autres.  Mais  les 
équations  qu'on  obtient  ainsi  sont  en  même  temps  les  équations  du  myon 
vecteur  rapportées  à  des  coordonnées  rectangulaires,  pourvu  que  le  point 
^1  )  ^1  j  ^1   appartienne  à  la  trajectoire. 

Par  ce  que  nous  venons  de  dire,  il  est  facile  de  voir  qu'on  fera  co- 
ïncider le  rayon  vecteur  avec  Taxe  de  rotation  du  plan  instantané,  si,  après 
avoir  fixé  la  condition 

^1  =  o, 
on  établit  les  liaisons 

(6)  o  =  -^+cos^^^^,. 

(7)  o  =  hj^—iix^, 

dont  la  dernière  sera,>  en  effet,  identique  avec  Téquation  (5),  lorsqu'on  y  met 
x^   et  y^   à  la  place  de  f  et  37. 

En  désignant  toujours  par  r  le  rayon  vecteur,  et  par  %Vy  l'angle  qu'il 
forme  avec  l'axe  des  rr^,  de  façon  qu'on  ait: 

rCj  =  rcosi(7;         y.  =  r^mw^ 

l'équation  (7)  se  remplace  par  celle-ci: 

(8)  o  —  sm  \w  —  a)-T  —  cos (?«;  —  o)  sm  «  -,-  , 

dont  nous  ferons  usage  prochainement. 

Après  avoir  établi  l'équation  (6),  ou  bien,  ce  qui  revient  au  même, 
celles  ci  : 

1  da    .     j    da  j    da 


(f) 


dh  dh^  dh^ 
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il  sera  facile  de  parvenir  aux  relations 


(9) 


df 


dx    .         dy    .         dz 


dt 


dt 


dV 


dt  ~  ^di  "•"  ^'dt  '^^^dt' 

dx    .         dy    .         dz 


d'où  Ton  tire  réciproquement: 


(lO) 


dx 
dt 

dy 

dz 
dt 


a  ^  Mb  ^\ 


dt 
dx. 


dt 


''-dt^^-dt 


Dans  ces  deux  systèmes,  les  coordonnées  jouissent  de  la  propriété  re- 
marquable que  leurs  premières  dérivées  sont  liées  au  moyen  de  relations 
de  la  même  forme,  n'importe  si  les  a  ,  ô  ,  .  . .  sont  variables  ou  constants. 
(Test  en  établissant  d'abord  ces  conditions  que  Hansen  parvint  aux  ex- 
pressions assez  utiles  au  calcul  des  formules  analytiques  donnant  les  inégalités 
des  planètes,  mais  qui  ne  sont  plus  à  tout  égard  convenables,  quand  il  s'agit 
d'expressions  absolues,  c'est-à-dire  d'expressions  oîi  l'on  a  évité  tout  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  du  temps. 

En  retranchant  les  équations  (  i  o)  de  celles  qu'on  va  obtenir  en  formant 
les  différentielles  totales  des  expressions  (i),  après  y  avoir  remplacé  Vangle 
a  par  ^,  on  retiendra: 


(•0 


o 

= 

^, 

da 
dt 

+  y. 

db 
dt' 

o 

= 

^1 

da, 
dt 

+  y. 

db, 

dt 

o 

= 

^, 

da, 
dt 

+  3^1 

db, 
dt 

Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  I. 


59 


De  chacune  de  ces  équations,  on  pourrait,  en  ayant  égard  à  l'équation  (6), 
retrouver  la  relation  (8),  mais  il  sensuit  encore  les  rapports 


da  :  rfa,  :  da^  =  db  :  d\  :  db^. 


Pour  les  vérifier,  il  faut  se  rappeler  les  relations  qui  découlent  immé- 
diatement des  équations  (a),  à  savoir: 

da    .         da.    ,         da^ 


dt 


di 


dt 


jdb.     j    db.     .     ,    db^ 


dt 


dt 


dt 


Ces  équations,  formant  avec  les  équations  (f)  deux  systèmes,  chacun  ren- 
fermant deux  équations  avec  trois  dérivées,  on  en  peut  éliminer  une  dérivée 
quelconque,  et  on  retiendra  ainsi  une  relation  entre  les  deux  autres  dérivées. 
Eu  égard  aux  équations  (c"),  ou  plutôt  aux  équations  en  résultant  si  Ton 
remplace  a  par  a,  ^  par  6,  ...,  les  relations  qu'on  déduit  de  la  sorte 
seront  obtenues  sous  une  forme  très  simple:  voici  les  expressions  dont  il  s*agit: 


(g) 


o  =  c 


da 

^di 

da 


""-'-Tt-' 


da. 


(g') 


dt 

dt 

''^dt    ■ 
db. 


db 
""  =  '^11-'  dt 


db 


O  =  c. 


db. 


db, 
dt 

db. 


»  dt  »  dt 

Maintenant,  si  l'on  écrit  Téquation  (5)  de  la  manière  suivante: 

/   da    ,        da,    ,        da,\        ,    /   db    ,        db,    ,        db,\ 

°  =  (^57  +  '''  dT  +  ^»  irh  +  ('^dT  +  ^>  5r  +  ^'  df^' 

et  qu'on  élimine   les   dérivées  de  «i  ,  «3 ,  61  ,  b^  en  vertu  des  équations  (g) 
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et  (g'),  on  reviendra  à  la  première  des  équations  (i  i),  et  de  la  même  ma- 
nière on  retrouvera  les  deux  autres  des  dites  équations. 

19.  Exprimons  maintenant  les  coordonnées  rectangulaires,  rapportées 
aux  directions  fixes,  par  le  rayon  vecteur,  par  la  longitude  du  point  considéré, 
c'est-à-dire  Tangle  entre  Taxe  des  x  et  la  projection  du  rayon  vecteur  sur 
le  plan  immobile,  et  par  la  latitude.  En  nommant  l  %i  b  ces  deux  angles, 
nous  aurons: 

X  =  r  cos6  cosZ, 


(12) 


y  =  /•  cos  6  sin  / , 

z  =  r  sin  6 . 


De   l'autre   côté,   si   nous   introduisons,  dans  les  équations  (1),  au  lieu 
de  f ,  5y  ,  C  les  valeurs 


rr  j  =  r  cos  w  ; 


et  au  lieu   de   a  ,  yS  ,  ^^ ,  «j 
obtiendrons  les  relations 


y^  ^=z  r  sinWy         z^  =  o, 
les  expressions  de  a  y  b  ,  c  y  a^ 


nous 


(13) 


(H) 


COS  b  cos  l  =  cos  8  cos  {w  —  a)  —  cos  i  sin  6  sin  {w  —  <t), 

cos  bsinl  =  sin  0  cos  {w  —  ^)  +  cos  i  cos  9  sin  {w  —  a), 

sin  b  =  sin  i  sin  {w  —  ^), 

dont  les  deux  premières  se  remplaceront  par  les  suivantes: 

cos  b  cos  (/  —  e)  =  cos  {w  —  a), 

cos  b  sin  (/  —  6)  =  cos  i  sin  (tv  —  a). 

A   partir  d'ici,   je  vais  employer   un   caractère  spécial  j  pour  marquer 
le  sinus  de  la  latitude,  de  sorte  que  j'aurai: 

(15)  j  =  sin  i  sin  {w  —  a); 

et,  en  différentiant  cette  expression,  j'obtiens: 

dx         ...  -.dw 

-^  =  Sm  i  cos  iW  (T)-rr 

at  ^  *  ai 

+  .    .     ,  ~.di  .     .         .  -^.dh 

COS  i  sm  [w  —  a)-r  —  sm  i  cos  [w  —  ^)  -71  • 
^  '  dt  ^  '  dt 
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Mais,   en    vertu   des  équations  (6)  et  (8),  les  deux  derniers  termes  de 
droite  se  détruisent,  et  on  aura: 


(i6) 


-Y-  =  sini  cos  (w  —  a). 


En   partant  des   équations   (  1 2),   il   sera  facile  d  obtenir  plusieurs  rela- 
tions utiles. 

Voici  d  abord  les  suivantes: 


(17) 


dy  dx  «         T  ^dl 


dz            dx  o          idb    ,       ^    .     .          ,    .     jdl 

x-j-,  —  -2?  ^7  =  r  cos  (  -n  +  r  sm  6  cos  6  sin  i  — , 

di            dt  dt                                           dt 

dz            dy  «    .      ^db           9.7          »         idl 

y-r,  —  z-JT  =  r  sin  l-r^  —  r  sm  6  cos  6  cos  /  -n  • 

^  dt          dt  dt                                  dt 


Ensuite,  si  Ton  considère  les  relations  suivantes  quon  déduit  facilement: 

dy  dx  /du.  dx.\ 


(18) 


dz  dx 


dz  du  /      dy,  dx,\ 

ydt-'jt=    v^^-y^df)' 


et  qu  on  se  rappelle  la  formule 


du,  dx,         «  dw 

'*•      '  *  —  y   — î  =  r'  — 


X 


^dt 


dt 


dt    ' 


qu'on   obtient  immédiatement,  si  Ion  exprime  x^   et  y^   en  coordonnées  po- 
laires, on  parvient  aux  résultats 


(19) 


j^dl  .  dw 

COSÔ  -n  =  cost^-, 
ai  ai 

dh        f  j    .         .    j.dw 

=  ( —  c,  COS  <  +  ^  sm  l)  — , 


dt 


dt 


dw 


=  sin  i  cos  {l  —  ^)  77 


dt 


Digitized  by 


Google 


62  Traité  des  Orbites  "des  Planètes. 

Dernièrement,    des    équations    (15)    et    (16),    on    déduit   tout  de   suite  les 
formules 


'-v/.-.'-(â)". 


dont    la    seconde,    introduite    dans   la   première   des  équations  précédentes, 
donne  naissance  à  lexpression 


(.0) 


\/'-.--a)" 


On  pourrait  encore  remarquer  que,  si  Ton  multipliait  la  seconde  des 
équations  (19)  par  cosô,  et  quon  considérât  la  première  des  équations  (14), 
on  retomberait  dans  lequation  (16). 

20.  Passons  maintenant  à  Thypothèse  la  plus  générale  concernant  la 
position  de  Taxe  des  f  dans  le  plan  instantané.  Nous  ne  supposons  donc  plus 
que  la  direction  de  Taxe  dont  il  s  agit  est  invariablement  liée  à  ce  plan,  mais 
bien  quelle  se  déplace  dans  ce  plan,  selon  une  loi  quelconque  que  nous 
admettons  exprimée  analytiquement  par  une  fonction  du  temps,  toujours 
finie  et  continue.  En  désignant  par  N  une  telle  fonction,  généralement 
différente  de  zéro,  i;iotre  supposition  s'exprime  moyennant  les  relations 

I 

ou  bien  par  celle-ci: 

(22)  JV=-^^  +  cose^^. 

En  partant  de  là,  on  déduit  plusieurs  formules  importantes  remplaçant 
celles  que  nous  venons  de  trouver  dans  les  deux  derniers  numéros,  pour 
l'hypothèse:  N  =  o. 
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(23) 


et  ensuite: 


(r) 


ir') 


da    ,       da.    .       da^         ,7- 


dt 


^dt   ^^dt     +   "dt ^^' 


da 

r^dt 

-rs--  =  -^«.. 

da, 
^•>dt 

-r.i'  =  «'. 

da 
^^dt 

-r^-?  =  ^».. 

''dt 

-rf--^A. 

l'dt 

-r.f--«/9. 

dj 
l^dt 

-rf-  ^A 

Puis,   si   Ton   différentie  les  deux  premières  des  équations  (1'),  et  que 
Ton  porte,  dans  le  résultat,  les  valeurs  (23),  il  viendra: 


(24) 


dç         ,T  dx    ,         dy    .         dz 


dt 
l  dt 


dt 


dt 


dt 


S+^^'-a^^+aI+as. 


auxquelles  équations  il  faut  ajouter  l'équation  (3),  à  savoir: 

dx    .         dy    .         dz 

Des  équations   que   nous   venons  de  mettre  en  évidence  dernièrement, 
on  déduit  réciproquement  les  suivantes: 
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(»5) 


en    vertu   desquelles,   retranchées  des   équations  (4),   après  y  avoir  égalé  à 
zéro  C  et  jr,  on  parvient  aux  résultats 


dt 


(26) 


En  vertu  des  expressions  (25),  il  sera  facile  d'obtenir  encore  les  rela- 
tions suivantes  remplaçant  les  équations  (18): 


(27) 


dy 
dt 


dx 


Puis,   en   nommant  v  Tangle  entre  le  rayon  vecteur  et  Taxe  des  f ,  ce  qui 
donne: 

f=:rcost;;         37  =  rsint;, 

drj       ^d$ _  ^di\  A»  a- v,2  —  rî» 

la  première  des  équations  précédentes  se  change  en  celle-ci: 

j^dl  dv   .       T^j 


dt 


dt 
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Mais,  si  Ton  se  rappelle  la  relation 

et  qu'on  admette  la  notation 

la  comparaison   du  résultat  obtenu  tout  à  Theure  à  la  première  des  équa- 
tions (19),  nous  donne  sur  le  champ: 

dw  =  dv  +  dç- 

On  obtient  ensuite,  en  égalant  à  zéro  la  constante  arbitraire: 

(28)  w  =^  V  +  g. 

Avec  la  notation  adoptée,  on  tire  de  Téquation  (22'): 

dq  d(T   .  .dQ 

dt=-Jt  +  ''''^'dt'' 

et  puisqu'on  a: 


il  s'ensuivra: 


résultat    qu'on    pouvait    d'ailleurs    prévoir   en   vertu  de  considérations  assez 
simples. 

En   intégrant,   et  en   mettant  la   constante   d'intégration   égale  à  zéro, 
il  résultera,  de  l'équation  obtenue,  la  suivante: 

(29)  ^  =  ^  +  ^, 

d'où  l'on  tire,  en  la  retranchant  de  l'équation  (28), 

w  —  a  =  V  —  (T. 

Par    ces  relations,   il   est  visible   que   la   quantité  g  n'est  autre   chose   que 
l'angle  dans  le  plan  instantané  entre  l'axe  fixe  et  Taxe  mobile. 

Traité  des  orbites  absolms.  9 


o 

=  — 

dd   , 

de 
dt' 

dg 
dt 

d{7t  — 
dt 

J^ 

> 
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Avec    la    relation    dernièrement    trouvée,    on    obtient    les    expressions 
suivantes  remplaçant  les  équations  (15)  et  (16): 


(30) 


j  =  sini  sin(î;  —  <t), 

-~  =  sm  î  cos  (v  —  (t)-i- 
dv  ^  ^  dv 


=  sin i  cos (î;  —  /t)(  i  +  j  ) > 


et,  au  lieu  de  Téquation  (8),  celle-ci: 

di 


(31)  0  =  cosisin(î;  — ^)-^— sintcos(«;— ^)(^+ J). 


21.  Pour  déterminer  la  position  de  Taxe  des  f  dans  le  plan  instan- 
tané, nous  allons  maintenant  admettre  une  hypothèse  spéciale  qui  entraînera 
des  simplifications  assez  considérables  de  nos  formules.  On  parvient  à  une 
telle  détermination  en  mettant: 


e, 


ou  bien: 


(32)  (7  =  ^  — e. 

Cela  établi,  on  obtient  de  Téquation  (22'): 

(33) 


dq  f  .V  de 


di 


d'où  Ton   conclut  dabord  que  g  est   une   quantité   du  deuxième  ordre  par 
rapport  à  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  plans.     Dans  le  cas  des  planètes, 

la  différentielle  -^.   est  très  petite,  et  cela  pour  deux  raisons:  dabord  parce 

qu'on  peut  choisir  le  plan  fixe  de  manière  à  avoir  les  inclinaisons  toujours 
assez  petites;  et  encore,  parce  que  les  déplacements  du  noeud  sont  très  lents. 
On  obtient  ensuite,  en  vertu  des  équations  (14): 


(34) 


cos  h  cos  (Z  —  e)  =  cos  (1)  —  9), 
cos  h  sin  (/  —  9)  =  cos  /  sin  (v  —  9)  ; 
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par  les  équations  (30),  celles-ci: 

j  =  sin  i  sin  {v  —  9), 
-*-  ==  sin  i  cos  {v  —  9)f  i 

et  enfin,  par  l'équation  (31),  la  suivante: 

(36)  o  =  cost8m{v  -e)j-smtcos{v-e)i^-^  +  -^j. 

On  peut  encore  signaler  les  équations  suivantes  qu  on  tire  immédiate- 
ment des  équations  (35): 

sin  i  sin  9  =  —  j  cos  t?  H 


(37) 


dv 


sm  i; 


sin  i  COS  9  =        j  sin  v  + 


.    I  .,d9' 
I  —  2  sm  - 1  -T- 
2     dv 

"T^eosi; 
dv 

I  —  2  sm  -  ^  -7- 
2     dv 


Mais  les  simplifications  les  plus  essentielles  des  relations  précédentes 
sont  celles  qu*éprouvent  les  formules  (d),  (d')  et  (d")  par  la  substitution  de 
9  au  lieu  de  a.  En  effet,  au  lieu  d'être  fonctions  des  trois  quantités 
9,  <T,i,  les  neuf  coefficients  dont  il  s  agit  ne  dépendent  plus,  l'angle  a 
étant  égal  à  9,  que  de  deux  variables,  et  nous  aurons: 


ià) 


a  =  1  —  sin  -  i\i  —  cos  29), 


I  ., 


{à') 


P  =  sin-i'  sin  29, 
/-  =  sin  î  sin  9 , 


a,  =  sm  -t   sm  29, 

*  '7. 


y9i  =  I  —  sin-i'(i  +  cos  29), 
y-j  =  —  sin  t  cos  9 , 
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ttj  =  —  sinisine, 
ySj  =  sin  i  cos  e , 


r„  =  I  —  2  sm-e'. 

'3  2 


Il  pourrait  être  utile  d  avoir  les  relations  entre  les  a  ,  /5  ,  /- ,  «j ,  ... 
d'un  côté  et  les  a  ,  ô  ,  c ,  a,  ,  .  .  .  de  lautre:  on  les  trouve  aisément,  en 
introduisant,  dans  les  formules  (d),  (d')  et  (d"). 


il  résultera  ainsi: 


a  =  a  cosg  +  h  sin ,9, 
p  =  b  cosg  —  a  sin^, 

aj  =  a,  cos^  +  b^  sin^, 
y9^  =  b^  cosg  —  ttj  sin^, 

a^  =  a,  cos^  +  b^  sin  g, 
A  =  K  cos^f  — «3  sin^, 

a  =  a  cos^  —  p  sin^, 
&  =  p  cosg  +  a  sin^f, 

c  =^r 

etc. 


22.  Par  les  relations  que  nous  venons  d'établir,  on  est  parvenu  à 
exprimer  les  neuf  coefficients  a  ,  ^,  .  .  .  moyennant  deux  inconnues  9  et  i, 
tandis  qu'ils  en  dépendaient  primitivement  de  trois.  En  revanche,  la  fonc- 
tion g,  qui  lie  les  deux  systèmes  de  coefficients,  paraît  constituée  de  deux 


ou  réciproquement: 
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parties,  dont  Tune  est  de  nature  séculaire  et  l'autre,  un  agrégat  périodique. 
Dans  les  recherches  auxquelles  nous  arriverons  plus  tard,  il  conviendra 
cependant  de  séparer  ces  deux  parties,  et  d  en  réunir  la  partie  séculaire  avec 
Tangle  a,  de  manière  à  avoir: 


(38) 


^=  <r  +  9^t, 


g^  étant  une  constante  de  Tordre  des  forces  troublantes  et  du  second  degré 
par  rapport  à  l'inclinaison  mutuelle  des  deux  plans.  L  agrégat  périodique 
faisant  l'autre  partie  de  la  fonction  g,  nous  la  nommons  (?,  et  nous  aurons 
ainsi  : 


(39) 


g=g^t-{-G. 


Maintenant,  si  l'on  introduit,  dans  l'équation  (32),  les  valeurs  signalées 
de  ^  et  de  ^,  on  obtiendra  immédiatement: 


(40) 


^  =  e  +  Gf, 


d'où  il   est   visible  que  le   mouvement  moyen  de  l'angle  a  est  toujours  le 
même  que  celui  de  l'angle  6. 

Les  expressions  des  a  ,  ^ ,  ...  deviendront  maintenant  celles-ci  : 


w 


I  . 


I  —  sin  -  i^(i  —  cos  29) 


cos  O  —  sin  -  i'  sin  29  sin  (?, 

2 


y9  =  sin  -  i^  sin  29  cos  (?  +    i  —  sin  -  i^(i  —  cos  29) 


^  =  sini  sin  9, 


sin  (r, 


(DO 


I  .. 


ttj  =  sin  -  i^  sin  29  cos  O  —    i  —  sin  -  i'(  i  +  cos  29)  sin  (? , 


A  = 


I  —  sin  -  i\  I  +  cos  29)  cos  G^  +  sin  -  i*  sin  29  sin  (?, 


(D") 


2      ^         '  M  '2 

Yy  =  —  sin  i  cos  9 , 

a.^  =  —  sin  i  sin  9  cos  (r  —  sin  i  cos  9  sin  G^ , 

^^  =  sin  i  cos  9  cos  G  —  sin  t  sin  9  sin  (?, 

Y^  =  cosi. 
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."V 

d'où  il  est  aisé  de  voir  que  les  neuf  coefficients  ne  dépendent  plus  d'autres 
arguments  que  de  ceux  qui  apparaissent  déjà  dans  les  expressions  de  9  et 
de  i.  En  effet,  l'intégration  qu'exige  Téquation  (33)  n'introduit  aucun  autre 
nouvel  argument  que  g^t^  lequel  nous  avons  réuni  à  l'angle  a.  Les  termes 
périodiques  se  trouvant  dans  l'expression  de  g  dépendent  donc  seulement 
des  mêmes  arguments  que  9  et  i.  C'est  évidemment  de  même  quant  aux 
coefficients  a  ,  ^ ,  .  .  .  . 

En  considérant  les  relations 

'  w  —  a  =^  V  —  a  =  V  —  9  —  (t, 

on  aura,  en  vertu  des  équations  (14), 

cos h  cos (^  —  9)  =  cos {v  —  9)  cos  (t  +  sin  (t;  —  9)  sin  (r, 

cos  6  sin  (/  —  9)  =  cos i  {sin  [v  —  9)  cos  G  —  cos  {v  —  9)  sin  (?}, 

et  ensuite,  par  l'équation  (22'), 

Il   conviendra   de   noter   encore    les  formules  suivantes,  qui  découlent 
des  équations  (28)  et  (30): 

(42)  w  =  v+g^t, 

j  =  sin  i  sin  [v  —  9  —  G), 
I  =  sini  cos(t;  -  e  -  (?)(i  +  g,  ^^), 
Au  lieu  de  l'équation  (8),  nous  aurons  finalement: 


(41) 


(30') 


^31'^  o  =  sin  (t;  —  9  —  G)  ^  —  sin  i  cos  (1;  —  9  —  ^)'jr  ' 

Une  remarque  générale  relativement  aux  formules  dernièrement  ob- 
tenues. L'agrégat  périodique  G  étant  dans  les  théories  des  planètes  une 
très  petite  quantité,  on  pourrait  développer  les  fonctions  cos  G  et  sin  G 
suivant  les  puissances  de  cet  agrégat,  et  il  n'y  aurait  lieu  de  mettre  en 
évidence,  dans  ces  puissances,  que  les  premiers  termes.  Il  paraît  toutefois 
superflu  d'écrire,  à  cette  place,  les  formules  qu'on  obtiendrait  ainsi. 
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Les  formules  précédentes  ne  changeraient  pas  beaucoup  si  Ton  avait  mis 

(43)  ?=^a  +  gvy 

(44)  9  =  9V  +  G 

au  lieu  des  équations  (38)  et  (39),  g  étant  une  nouvelle  constante  du 
même  ordre  que  g^.  En  effet,  Téquation  (40),  les  neuf  équations  (D),  (D'), 
(D"),  ainsi  que  les  équations  (41)  et  (31')  et  la  première  des  équations 
(30')  restent  inaltérées;  c'est  seulement  lequation  (42)  et  la  seconde  des 
équations  (30')  qui  subissent  une  modification,  du  reste  peu  considérable. 
Nous  avons  maintenant: 

(45)  w  =  {i  +g)v, 

}  =  sin  i  sin  (t;  —  9  —  (r), 


(46) 


^=  ('  +^sinicos(j;  — e  — (?), 


ainsi  que  l'expression  suivante  de  la  vitesse  N: 

23.  Le  problème  que  je  me  propose  finalement  d  aborder  dans  le 
chapitre  présent,  est  celui-ci: 

Etant  donnée,  par  un  agrégat  périodique,  la  fonction  j,  trouver  les  ex- 
pressions des  fonctions  trigonométriques  de  B  et  de  i. 

Mais,  comme  il  s'agit  principalement  de  mettre  en  évidence  les  termes 
élémentaires  que  nous  supposons  contenus  dans  les  expressions  cherchées, 
admettons  dès  le  début  qu'on  ait  la  fonction  j  donnée  par  le  développement 

(47)  j  =  tsm{(i  +  z)v  —  @)  +  ijsin((i  +  t,)v  ~  S^)  +  ...j 

les  Cy  ainsi  que  les  r  et  les  S  y  étant  des  constantes,  dont  i  et  les  premiers 
ij  ,  (j ,  .  .  .  sont  de  Tordre  des  inclinaisons  des  diverses  arbitraires  planétaires, 
les  r,  de  l'ordre  des  forces  troublantes,  et  les  5,  des  angles  quelconques. 
Quant  aux  constantes  i  et  0,  nous  les  supposons  engendrées  par  l'intégration 
d'une  équation  différentielle  du  second  ordre  donnant  naissance  à  la  fonction  j. 
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Etablissons  d'abord  les  formules 


(48) 


Icos{ii  — &)  =  (-{-  G{t,  r,  —  r  0  —  S,){v), 
/ sin  (û  —  0)  =    —  S{c.  t.  —  tQ—  S,){v), 

et  nous  aurons: 

(49)  i  =  Ism{{i  +t)v—  ii). 

Puis,   en   différentiant  cette  équation,  nous  aurons  un  résultat  de  la  forme 

^=  Jcos((i   +z)V-ii)  +  {C), 


(50) 


dv 


(C)   étant  une  fonction  de  la  même  nature  que  la  fonction  (A),  introduite 
dans  le  n°   13. 

Maintenant,    si    nous    introduisons,    dans    les    équations    (46),    les  ex- 
pressions obtenues,  nous  parviendrons  aux  résultats  que  void: 


(50 


sin  i  sin  {v  —  9  —  (?)  =  /sin  ((i  +  t)v  —  Q), 

sin  t  cos  (1;  —  e  —  G)  =  I  cos  ((i  +  r)v  —  Q)  +  ((0), 

où  Ton  a  admis  la  notation 

(52)  m)  =  7^^-^  +  (tT^-  i)Jcos((i  +  r)v  -  Q). 

Des  équations  (51),  on  déduit  facilement  lexpression  suivante 

(53)  cosi  =  v/i  —  i^—  2((0)/cos((i  +  r)v—ii)  —  ((0)^ 

formule,   en   vertu  de  laquelle  la  première  des  équations  (19)  se  transforme 
en  celle-ci: 


(54) 


dl 


I  — /*siii((i  +  T))v  —  ay 


(i  +  g)dv. 


Moyennant  les  deux  formules  (53)  et  (54),  on  parvient  à  déterminer 
les  deux  fonctions  cosi  et  l  en  termes  connus,  toutefois  la  très  petite 
quantité  ^,   dont  on  trouve  d  ailleurs  facilement  une  valeur  approchée,  est 
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encore    indéterminée.     Ayant    trouvé    l'expression    de    /,    on   formera  d'une 
manière  assez  directe  celles  des  coordonnées  x  ^y  yZ,  vu  quon  a: 

cos  h  =  sj\  —  j* , 

Mais  il  conviendra  d  exprimer,  par  des  termes  trigonométriques  connus, 
aussi  les  fonctions  sinisine  et  sinicose.  Pour  y  arriver,  établissons  d  abord 
l'expression  de  la  deuxième  dérivée  de  la  fonction  j.     On  obtient  facilement: 

^*  =  —  (i  +'^)  sini  sin  (t;  —  e  —  (?) 

+  (i+.^)sinisin(t;-e-G)(^  +  ^) 

di 

+  (ï  +  5^)  COS i cos  (t7  —  e  —  ^)  j-  i 
et,  si  Ton  se  rappelle  la  relation 

de  .  (10  .de 

dv    *    dv  dv        ^^ 

d^\ 
6n  trouvera,  en  ajoutant  à  l'expression  de  -  \  celle  de  j, 

(55)  y +3  =  ~^^^  +  9)sinêsin(t;  — e— G) 

+  (  i  +  .7)  sin  i  cos  i  sin  (v  —  9  —  60  T" 

di 
H"  (ï  +9)  cosicos  {v  —  e  —  ^)  3-  i 

et  puisqu'on  a: 

on  obtiendra  les  deux  formules 

(*yj  +  j)  cos(t?— e  — (?)  =  —Ji{2  +^)sinisin(i^  — 0  — 60cos(î;  — e  — 6r) 


o  =  —  sin  i  cos  i  cos  (v  —  9  —  G)  -,-  +  cos  i  sin  (v  —  9  —  G)-t  y 

^  '  dv  ^  '  dv 


(56) 


+  (i  +.^)cos*rf^' 


(1*  +  0  '''^°  {v-Q-G)  =  -^(2  +  <7)smism (j;-e-  (?)' 


Traité  des  orbites  absolues. 


+  (  I  +  /7)  Sin  t  COS  î  -7- . 

.  dv 

10 
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En   multipliant  la  dernière  de  ces  relations  par  sini  et  en  la  divisant 
par  (i  +^9)cosi,  il  résultera,  en  vertu  de  la  première  des  équations  (51), 


sm 


^^de  ^IsiniJi  +  T)v  —  Û) /(^^         \        (/(2  +  (/)/«8in((i  +  r)i;~i?)* 
dv  (i4-^)cosi         \fiv'    '    V  (i+^)cosi 


Cela  étant,  nous  nous  rappelons  la  formule 

dG  ,  ..de       - 


2  \^4  dv      ^' 


..de 


en  y  introduisant  la  valeur  précédente  de  sini^-^  ,  ainsi  que  celles  des  fonc- 
tions sini^,  sint*,  .  .  .  ,  nous  aurons: 


!+-/'  +  .. 


-\-g{2  +g)P  sm{(i  +  r)v—iiy\  —  g, 

d'où  il  sera  facile  de  déduire,  en  déterminant  la  constante  g  de  manière  à 

annuler  le  terme  constant  dans  le  développement  de  y^ ,  l'expression  de  la 

fonction  G  en  termes  périodiques. 

Cette  fonction  évaluée,  rien  n'empêche  plus  d'établir,  en  termes  connus, 
les  expressions  des  fonctions  cherchées 


(58) 


Isin  i  sin  0  =  —  Jsin  (n;  —  i2  +  G)  -f  ((O)  sin  {v  —  G), 
sin  i  cose  =        7cos(rv  —  Q  +  G)  +  {(O)  cos(î;  —  G). 

Ensuite,  des  équations  (41),  il  sera  aisé  de  tirer  les  suivantes 


I  cos  6  cos  /  =  cos  {v  —  (?)+•(  I  —  cos  i)  sin  {v  —  9  —  G)  sin  6 , 
I  cos6  sin  /  =  sin  (t;  —  G)  —  (i  —  cosi)  sin  (v  —  9  —  G)  cos9, 
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doù  Ton  obtient: 


(60) 


cos  bsm{l  —  v)  =  —  sinG  —  (  i  —  cos  i)  sin  {v  —  9  —  G)  cos  {v  —  e), 
cos  6  cos  (/  —  v)  =       cos  G  —  (i  —  cosi)  sin  {v  —  e  —  (?)  sin  (v  —  e). 


On  conclut  facilement  de  ces  dernières  relations  que  la  différence  l  —  v 
s  exprime  par  un  agrégat  périodique,  tant  que  G  est  une  petite  quantité 
du  même  degré  que  les  fonctions  i  —  cos  i  et  i  —  cos  b .  On  pourra  donc 
parvenir,  de  deux  manières  différentes,  à  la  résolution  du  problème  énoncé: 
en  déterminant  la  fonction  /  par  Tintégration  de  la  formule  (54)  et  encore, 
en  évaluant  la  fonction  G  en  vertu  de  Féquation  (57).  Ayant  obtenu,  au 
moyen  des  équations  (58),  les  fonctions  sini  sin^  et  sin  i  cos  ^,  on  trouvera, 
en  utilisant  les  équations  (60),  les  fonctions  sinG^  et  cos(t,  si  la  différence 
/  —  V  est  connue,  ou  bien,  cette  différence,  si  Ton  a  déterminé  d  abord  la 
fonction  G. 

24.  Je  vais  terminer  ce  chapitre  en  expliquant  quelques  termes  nou- 
veaux que  je  crois  utile  d*introduire. 

La  hauteur  au  dessus  du  plan  fixe,  à  laquelle  monte  la  trace  d'une 
courbe  périplégmatique,  sera  nommée  Vanastème  de  cette  courbe.  Or,  lana- 
stème  étant  donné,  du  moins  approximativement,  par  Texpression 

ri, 

r  et  I  ayant  les  valeurs  que  prennent  ces  fonctions,  lorsque  l'argument 
(i  +  7)^ —  «2  est  égal  à  un  multiple  impair  du  quart  de  la  circonférence, 
j'appelle  la  fonction  I  fonction  anastématique  et,  Tai^ument  envisagé,  argu^ 
ment  anastématique. 

Les  hypothèses  que  nous  venons  dadmettre,  dans  les  recherches  pré- 
cédentes sur  les  courbes  périplégmatiques,  nous  ont  conduit  à  exprimer  le 
rayon  vecteur  ainsi  que  les  coordonnées  rectangulaires,  rapportées  à  des 
directions  fixes  dans  lespace,  comme  fonctions  de  certaines  longitudes,  dont 
la  signification  est  immédiatement  claire.  Ces  longitudes,  étant  employées 
très  fréquemment  dans  Tasti'onomie,  je  les  nomme  arguments  astronomiques. 
Mais,  par  cette  dénomination,  j'entends  encore  tout  autre  argument  dont  la 
différence  avec  un  argument  qui  par  sa  nature  est  immédiatement  astrono- 
mique, s'exprime  par  un  agrégat  périodique.  Deux  arguments,  liés  de  la 
sorte  l'un  à  l'autre,  seront  appelés  arguments  isocinétiques. 
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Il  peut  arriver  que  Tagrégat  périodique,  formant  la  différence  entre 
deux  arguments  isocinétiques,  ne  dépend  que  de  ces  deux  arguments  eux- 
mêmes;  dans  ce  cas,  je  dis  que  les  deux  arguments  sont  Iwmorythniques. 
parce  que  tous  les  deux  augmentent,  simultanément,  d*un  multiple  de  la 
circonférence.  Dans  ce  sens,  les  arguments  képleriens,  Tanomalie  vraie,  l'ano- 
malie excentrique  et  lanomalie  moyenne  sont  des  arguments  homorythmîques. 

On  comprend  facilement  qu'une  série  trigonométrique  dépendant  d'un 
certain  argument  peut  être  transformée  de  manière  à  ne  dépendre  plus  que 
d'un  autre  argument,  homorythmique  avec  celui-là;  mais  il  arrive  aussi, 
même  le  plus  souvent,  que  des  arguments  isocinétiques  peuvent  se  remplacer, 
Tun  par  l'autre.  '  Au  contraire,  deux  arguments,  non  isocinétiques  ne  peuvent 
pas  se  remplacer,  l'un  l'autre. 

Envisageons  maintenant  le  cas  simple  où  la  fonction  diastématique 
ainsi  que  la  fonction  anastématique  ont  des  valeurs  constantes.  Pour  que 
cela  puisse  avoir  lieu,  il  faut  que  les  coefficients  x,  ,  jif^ ,  .  .  .  ,  que  j'appelle 
coefficients  diastématiqueSy  ainsi  que  les  coefficients  «i  ,  «.^ ,  .  .  .  ,  que  j'appelle 
coefficients  anastématiques,  aient  des  valeurs  égales  à  zéro.  Il  s'ensuit  que 
les  fonctions  ly  et  /  prennent  alors  les  valeurs 

valeurs  que  je  nomme  module  diastématique  et  module  anastématique.  Dans 
le  cas  envisagé,  le  diastème  est  constant,  mais  l'anastème,  variable,  pourvu 
qu'on  n'ait  pas  le  module  diastématique  égal  à  zéro,  ce  qui  entraînerait 
une  valeur  constante  du  rayon  vecteur. 

En  supposant  x  et  t  différents  de  zéro,  mais  toujours,  les  coefficients 
diastématiques  et  les  coefficients  anastématiques  égaux  à  zéro,  les  arguments 
entrant  dans  les  expressions  des  coordonnées  rectangulaires  rapportées  aux 
directions  fixes,  seraient  au  nombre  de  trois:  la  longitude  du  rayon  vecteur 
comptée  dans  le  plan  instantané,  la  longitude  d'une  des  apsides  et  finale- 
ment, la  longitude  d'un  des  noeuds  du  plan  instantané  sur  le  plan  fixe. 

Le  rayon  vecteur,  ne  dépendant  que  de  la  différence  entre  sa  longi- 
tude et  celle  de  l'apside,  différence  que  je  nommerai  argument  diastématique , 
son  expression  analytique  est  visiblement  indépendante  de  la  direction  à 
partir  dé  laquelle  on  compte  les  arcs;  il  est  même  indifférent  si  cette  di- 
rection est  invariable  ou  non. 
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Il  en  est  tout  autrement  quant  aux  expressions  du  mouvement  rela- 
tivement au  plan  fixe. 

Supposons  d'abord  Taxe  des  f  invariablement  lié  au  plan  instantané, 
ce  qui  nous  amène  à  écrire,  dans  les  formules  (49)  et  (50),  w  au  lieu  de  v. 

Maintenant,  si  nous  considérons  les  équations  (15)  et  (16),  et  que 
nous  fassions  attention  à  ce  qu'on  a: 

(0  =  r/cos((i  +  t)w  —  &), 

vu    que    la   fonction    H   est,    dans  notre  cas,  égale  à  la  constante  0,  nous 
aurons: 

sin  i  sin  {w  —  ^)  =^  /  sin  ((  1  +  t)w  —  0), 

sin  ico^[w  —  Âr)  =  (  1  +  '^)1  cos  ((  i  +  t)w  —  0). 

Il  s'ensuit  que  les  arguments  w  —  flret(i  +  t)w  —  0  sont  homorythmiques, 
ce  qui  est  aussi  visible  du  développement  suivant,  qu'on  déduit  facilement: 

w  —  a  ^  w  —  (0  —  rw) -—  sin  2[w  —  (0  —  zw)) 


+  \  (^T^)  ^'^  4(w^  —  (0  —  Tw))  — 


Mais  l'argument  8,  qu'il  faut  connaître  pour  le  calcul  des  coordonnées 
rectangulaires,  d'après  les  formules  (13)  n'est  homorythmique  avec  aucun 
des  autres  arguments  déjà  apparus,  ni  même  isocinétique.  Le  nombre  des 
arguments  effectivement  distincts  ne  s'abaisse  donc  pas  au  dessous  de  trois, 
la  direction  à  partir  de  laquelle  on  compte  les  longitudes  étant  liée,  in- 
variablement, au  plan  instantané.  Et  encore,  l'argument  6  étant  l'angle 
entre  la  direction  fixe  et  la  ligne  d*intersection  des  deux  plans,  les  expressions 
des  coordonnées  rectangulaires  ne  peuvent  aucunement  être  indépendantes  de 
la  direction  fixe. 

Il  en  serait  de  même,  si  l'on  faisait  tourner,  avec  la  vitesse  g^^  l'axe 
des  f ,  dans  le  plan  mobile,  de  sorte  que  les  longitudes  0  et  <t  devinssent 
isocinétiques.  Mais  dans  ce  cas,  les  trois  arguments  auraient  été  composés 
de  trois  éléments,  savoir  v  ^  çv  -\-  T  ^i  rv  —  0,  tandis  que,  dans  le  cas  pré- 
cédent, les  trois  arguments  dépendaient  des  quatre  éléments:  w  y  çw -{-  l\ 
TU)  —  0  et  e. 
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CHAPITRE   III. 
Relations  entre  les  arguments  euftronomiqiies  et  le  temps* 

25.  Par  une  induction  admirable,  l'iinmortel  Kepler»  parvint,  en 
examinant  les  observations  tychoniennes,  à  découvrir  les  lois  connues  portant 
à  jamais  son  nom.  Mais,  ce  grand  scrutateur,  l'adhérant  d'une  méta- 
physique, impossible  après  Newton,  et  dont  les  derniers  brouillards  dis- 
parurent en  présence  des  lumières  des  Kant  et  des  Laplace,  méconnut  la 
vraie  nature  de  ses  découvertes.  Loin  d'être  l'expression  parfaite  des  lois 
éternelles  et  inébranlables,  rendant  l'image  des  idées  du  créateur,  son  résultat 
était  approximatif  et  empirique.  En  effet,  les  positions  d'une  planète  cal- 
culées, pour  divers  moments,  d'après  les  règles  de  Kepler  ne  coïncident 
avec  les  résultats  d'observation  que  pendant  un  intervalle  assez  court. 
Plus  cet  intervalle  s'agrandit,  plus  inexactes  deviennent  les  positions  cal- 
culées: un  petit  nombre  de  semaines  suffisent  pour  que  les  différences  entre 
l'observation  et  le  calcul  soient  mises  en  évidence.  Si  l'intervalle  dont  il 
s'agit  comprend  quelques  centaines  d'années,  les  écarts  du  calcul  montent  à 
des  quantités  du  môme  ordre  que  les  erreurs  de  la  théorie  de  Ptolémée,  et 
si,  finalement,  la  série  d'observations  s'étend  sur  un  temps  de  quelques  dizaines 
de  siècles,  la  conception  du  mouvement  elliptique  ne  porte  pas  mieux  à  la 
connaissance  des  mouvements  effectifs  des  planètes  que  ne  le  font  les  idées 
hardies  mais  grandioses  des  pythagoriciens,  fondateurs  de  la  science  et,  si 
l'on  doit  croire  les  mythes,  partisans  de  la  métempsycose.  Il  s'ensuit  que 
de  nos  jours,  la  théorie  de  Kepler  ne  paraît,  à  vrai  dire,  qu'empirique, 
même  à  l'esprit  le  plus  modeste. 

Que  les  lois  de  Kepler  aient  dominé  néanmoins  si  longtemps  l'astro- 
nomie théorique,  cela  tient  principalement  à  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires,  méthode  inventée  par  Lagrange  et  employée, 
dans  la  théorie  des  mouvements  des  planètes,  avec  tant  de  succès  par  lui- 
même,  par  Laplace  et  plusieurs  autres  astronomes  les  plus  éminents.  Mais 
en   rçvanche,   la   nature   des   variations  séculaires,   découverte   à  l'aide  de  la 
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méthode  dont  nous  parlions,  amenait  à  considérer  des  courbes  plus  générales 
que  Tellipse  comme  orbites  absolues  des  planètes. 

Des  découvertes  de  Kepler,  il  s'ensuit  toutefois  un  résultat,  inaltéré 
par  des  observations  s  étendant  sur  plusieurs  siècles,  et  dont  le  maintien  se 
confirme  par  des  considérations  théoriques:  ce  fait,  demeuré  intact  parmi 
les  conceptions  de  Kepler  et  s'appliquant  aussi  à  la  théorie  des  orbites 
absolues,  le  voici: 

Si  Von  admet,  entre  le  temps  et  la  longitude  d'une  planète,  la  relation 

dt  =  —=:dv, 

sic 

et  que  l'on  porte,  dans  cette  formule,  l'expression  de  r  que  nous  avons 
donnée  dans  l'expression  (43)  du  chap.  I,  la  fonction  c' sera  approximative- 
ment égale  à 

tia(\—yj% 

[i  étant  une  constante  dont  la  valeur  est  à  peu  près  égale  pour  toutes  les 
planètes  de  notre  système  solaire. 

En  conséquence,  si  Ton  désigne  par  C  une  fonction  de  t ,  telle  qu'on 
ait  rigoureusement: 

(0  dC  =  4- ^^^i^^ -^rf., 

slfi{\  -7jC09{{i  —ç)v  —  7r)y 
le  rapport 

dt 

sera  toujours  à  peu  près  égal  à  l'unité. 

C'était  pour  obtenir  la  forme  indiquée  de  la  fonction  c  qu'on  a  admis 
l'équation  {43)  du  chap.  I,  exprimant  le  rayon  vecteur  dans  l'orbite  absolue. 

26.     H    s'agit    maintenant    de    trouver    l'intégrale    de    Téquation   (i). 

Pour  y  arriver  d'une  manière  aisée,  désignons  la  constante  y//ia  *  par  n, 
l'argument  diastématique  (i  —  ç)v  —  tt,  par  F,  et  introduisons,  au  lieu  de 
F,  un  nouvel  argument,  homorythmique  avec  F  et,  en  conséquence,  astro- 
nomique.    Désignons  le  nouvel  argument  par  E ,  et  établissons  les  relations 


/K  ^         cos  E  —  »  .    -c,        yji  —  w'  sin  E 

(2)  cosF  = ^- ,  sm  F  =  ^ ^- — 

I  —  îy  cos  B  I  —  7]  cos  E 
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il  sensuit  réciproquemment  les  équations 


(2') 


-r^           COSF  +  Y)  .     ^         i/l  —  w*8in  F 

cos  E  =  — ; ^  ,  sin  E  =:  - — ; — ^ , 

I  +  5y  ces  F  '  I  +  3y  cos  F 

I            I  —  7f  cos  E 

I  +  î;  cos  F  "~"  I  —  jy*      ' 


dont  la  dernière  entraîne  l'expression 

(3)  r  =  a(i  —  7j  cosE) 

remplaçant  Téquation  (43)  du  chap.  I. 

Qu'on  remarque  lanalogie  des  relations  (2)  et  (3)  avec  les  relations 
correspondantes  de  la  théorie  elliptique.  Seulement,  la  quantité  tj  n'est 
plus,  dans  la  théorie  des  orbites  absolues,  une  constante,  mais  bien,  une 
fonction  élémentaire  du  type  {A). 

On  déduit  d'ailleurs  Téquation  suivante,  aussi  analogue  à  une  formule 
très  connue  de  la  théorie  elliptique, 

(4)  tangip==y/i±^tangiE. 

Maintenant,  si  Ton  multiple  Téquation  (i)  par  (i  — c),  et  qu'on  dé- 
signe, comme  dans  le  chap.  I,  Fangle  (i  —  ç)v  —  F  par  /*,  il  viendra: 

(i-c)m/C=./'-'^'>H(. 
^  '^  (i  +  lycosF)' 

_  (I  —7jcosE)\lf 

En  différentiant  la  première  des  équations  (2),  on  aura  facilement,  en 
vertu  de  la  relation 

F  =  f-{7r-r), 

la  suivante: 

(df —  d(7r  —  r))  smF  =  -. ^-^ — FïTâ^B  +  ; ;^tt^^; 

^  ^  (I— îycosE)'*  '    (I— lycosE)''     '' 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  I.  81 

et,  par  conséquent,  si  Ton  considère  la  seconde  des  dites  équations. 


1-7CO8E         "^  v^i -7«(i -,co8E)     '    '       ^  ^ 

Avec  cette  valeur  de  df,  on  déduit  de  l'expression  précédente  de  dC 
la  suivante: 

(I  -  ç)ndC=  (I  -  rj  cos^dE  +  0  "  ?<^08E)sinE^^ 

v/i  —7* 
Supposons  maintenant: 

(5)  (^i—ç)nC+  A  —  7r  =  E  —  7j  sin  E  —  (i  —  ç)X, 

A  étant  une  constante  arbitraire,  introduite  par  Tintégration  ;  la  fonction  X 
s'obtiendra  alors  en  réintégrant  la  dérivée  totale  de  la  formule  hypothétique 
(5),  après  en  avoir  retranché  la  partie  donnée  par  lequation  précédente. 
On  trouvera  de  la  sorte,  en  considérant  la  relation 

fr]  cos  ErfE  =  97  sin  E  —  fsin  Edrj , 

l'expression  que  voici: 

/            \  V               A2  —  V  cos  E  —  w')  sin  E  , 
(.  -  ç)S  =  -J  ,_/ ^V 

Cette  formule,  n'étant  pas,  cependant,  assez  commode,  on  la  remplace 
facilement  par  une  autre,  mieux  préparée  au  développement,  en  série  tri- 
gonométrique,  de  la  fonction  cherchée.  En  effet,  si  nous  considérons  les 
formules 

drj  =  cos  {tc  —  0^(7  ^^s  (^  —  ^))  +  sin  (;r  —  0^(7  ^in  {tt  —  F)) , 
7jd{7r  —  F)  =  cos  {n  —  F)d(7j  sin  (;r  —  /'))  —  sin  (tt  —  F)  d{7]  cos  {n  —  F)) , 

Traité  des  orbites  absolues.  \\ 
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y/i  —  7j^[2  +  î7CoaF}sinF8in(;r—  l^d(7iam(7:  —  D) 
(I  +  îycosF)* 


ces  (r  —  /^^(^  si^  (^  —  ^)) 
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très  faciles  à   vérifier,  dous  aurons,  en  remplaçant  l'argument  E  par  F,  au 
moyen  des  formules  (2'): 

. . V         ,  \  Y  -    /^y/i  —  ^'{2  +  ?ycosF}8inFco8(n-—  r)d(^C08(;r —  F)) 

\  )       \^        V       -=       J  (I  +  îycosF)* 

-/ 

J  71  ('  +  7C08F)' 

-    ,  ^\~'''^\.  _  1 1  sin  (;r  —  r)d(7]  cos  (r  —  D). 
71  (I  +  jycosF)*  j        ^  ^    ^'         ^  ^^ 

Pour  effectuer  les  intégrations  qu'exige  cette  formule,  il  faut  avant 
tout  quon  ait  établi  le  développement  de  la  fonction  (i  +î7C0sP)'"^, 
suivant  multiples  de  F,  et  notamment  qu'on  ait  mis  en  évidence  la  forme 
suivante  du  dit  développement: 

8 

(7)       (i+VcosV^  I  +B,co8F+2B,cos2F  +  3B,cos3F+...,' 
les  B  étant  des  fonctions  de  tj  seul. 

*  On  déduit,  par  un  calcul  assez  simple,  les  développements 

B.=  3i:(.-,-)'(.+f^,-+?Tij^,-+...), 


ainsi  que  l'identité 
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Si  Ton  porte,  dans  Téquation 

^  ^  ^         ^  (I  +  :ycosF)* 

le  développement  (7),  hypothétique  encore,  il  est  vrai,  mais  qui  est  ti-ès 
facile  à  vérifier,  on  aura,  en  intégrant  et  en  désignant  la  constante  arbi- 
traire par  A, 

(9)  (i  —  ç)nC+  A  —  7r=¥  +  B,  sinF  +  B,  sin  2F  +  .  •  . 

—  fD[B^  sinF  +  B,  sin2F  +  ...}, 

où    l'on    a    indiqué,    par    le    symbole    Z),   une  différentiation  se  rapportant 
seulement  aux  fonctions  rj  sin  (n  —  ^)  j  7  cos(;r  —  F)  et  yj^y  ainsi  qua  leurs 
puissances  et  produits,  mais  où  Ion  considère  Tangle  F  comme  constant. 
Maintenant,  si  Ion  admet  la  notation 

(10)  G  =  (i  —  c)w(r+  /i  —  ^  +  (i  —  c)x, 

Téquation  (5)  prendra  la  forme  bien  connue  de  Téquation  de  KIpler,  savoir: 

(II)  G  =  E  — lysinE; 

et  puisque  la  relation  entre  les  arcs  E  et  F  est  la  même  qu entre  lanomalie 
excentrique  et  l'anomalie  vraie,  seulement  que  3y,  dans  les  formules  (4)  et 
(11),  est  une  fonction  élémentaire  du  type  (-4),  la  relation  entre  G  et  F 
doit  être  celle  quon  connut  déjà  de  la  théorie  képlerienne.  Il  s'ensuit 
que,  si  Ton  différence  les  relations  mentionnées,  en  y  considérant  rj  comme 
constant,  on  retrouvera  les  développements  connus.     Donc,  si  Ton  pose: 


E  —  oy  sin  E 


/    I  +  îy  cos  F  ' 


on  doit,  en  intégrant  le  second  membre,  traiter  tj  comme  une  constante. 
Les  développements  des  relations  entre  les  trois  anomalies  ont  beau- 
coup occupé  Hansen.  Pour  lui,  cependant,  il  ne  sagissait  que  de  trouver 
les  coefficients  sous  une  forme  permettant  de  calculer,  aisément,  leurs  valeurs 
numériques,  Texcentricité  de  l'orbite  supposée  constante,  tandis  que,  dans 
la  théorie   des  perturbations  absolues,  on  les  demande  sous  forme  de  séries 
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procédant  suivant  les  puissances  de  oy^.  On  pourrait,  il  est  vrai,  tirer 
ces  développements  des  expressions  de  Hansen,  mais  on  les  déduit,  plus  aisé- 
ment, d'une  manière  directe. 

27.     De  la  relation 


T^               .    Ji  —  r*  smF 
E  =  arcsm-'^ :=-> 

l    +  7JQ08¥ 

qu'on  obtient  immédiatement  de  la  deuxième  des  équations  (2'),  il  s'ensuit, 
vu  qu  on  peut  maintenant  consiJérer  rj  comme  constant,  la  relation 


I  +  gy  cos  F 

'         En  cherchant,  de  la  manière  bien  connue,  les  coefficients  du  développe- 
ment 

^Z^'^'    =  A^  +  A,  cosF  +  A  cos  2F  +  .  .  .  , 
I  +  îy  cos  F  0    «        1  »       3  •  ' 

on  trouvera  d'abord 

et  ensuite  la  formule  générale 

en    vertu    de    laquelle,    on    pourrait    déduire,   de  proche  en  proche,  les  ex- 
pressions dont  il  s'agit. 

Mais  on  obtient  aussi  les  coefficients  demandés  en  vertu  de  la  formule 
suivante,  qui  permet  le  calcul  immédiat  de  chacun  d'eux: 


^■=(-)'K7Ti^.y=(-.)-<i-t^T 
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^» 4?   —76'?   — ëi'?   — êi'?   — •••' 

Ayant  obtenu  les  résultats  précédents,   il  sera  facile  den   déduire  les 
coefficients  du  développement 


(12) 


G  —  F  =  Bj  sinF  +  2?,  sin  2r  +  .  .  .  , 


ces  coefficients  étant  les  mêmes  que  nous  avons  mis  en  évidence  dans  Téqua- 
tion  (7).  En  effet,  on  déduit,  de  l'équation  mentionnée,  lexpression  de  G, 
tout  à  fait  comme  dans  la  théorie  elliptique,  c  est  à  dire  en  l'intégrant  après 
avoir  multiplié  son  second  membre  par  rfF,  et  en  y  considérant  yj  comme 
une  constante. 

De  l'équation 

sin  E  =  ^ — ; — ^-' — ,  % 

I  +  îy  ces  F 

on  déduit  maintenant  le  développement 

sinE  =  sinFji  +  A^  cosF  +  A^  C0S2F  +  .  .  .} 

=  (i  -^^,)sinF  +i(^,  -  JJsin2F  +  .  .  .  . 


m 
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Après  avoir  multiplié  cette  équation  par  tj  ,  nous  retranchons  le  produit 
de  1  expression 

E  =  F  +  ^,  sinF+^^,  sin2F  +  J^3sin3F+  ..., 

2  3 

ce  qui  nous  donnera: 

(i2')  G  =  E  —  3y  sinE  =  F  +  (  ^  ^,  —  y)(i  —\^^)  sinF 

+  {lA,-\yj[A,-AS)^ir.2Y 

+  (i^3-i^(^,-^j)sin3F 

+  .... 
On  a  donc,  généralement, 

Bs  =  ;A  —  -37(-4,«,  —  ^,+,), 

formule  qui  ne  souffre  aucune  autre  exception  que  celle  qui  a  lieu  lorsque 
5  est  égal  à  Tunité. 

L'expression  générale  de  -4,  que  nous  avons  signalé  un  peu  plus  haut, 
entraîne  la  relation  suivante  entre  deux  coefficients  consécutifs: 


en  la  portant  dans  Téquation 

qui  découle  immédiatement  d'une  formule  déjà  donnée,  il  s  ensuivra: 

2     

En  vertu  de  cette  valeur,  on  obtiendra  de  lexpression  précédente  de  B,  la 
formule 


B.=  {^+,/r:r:^)A., 
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ou  bien: 


En    mettant,    dans    cette    formule    s    égal   à   Funité,    on  en  tire  lex- 
pression  finie: 

B,=  —  2y]; 

les  autres  B  seront  exprimés  au  moyen  des  développements  que  voici: 

^2=  4^     +8^     +6Ï^     +1^7     +■•.. 

•n     ï      s  ï      8  ï       7  7    ^9 

^»-— Ï57    —76^    — 6ï7    —  •••) 

■p      '7  3     ^9 

^s=       7^7^+--- 
^9  =— 71^^'~---> 


Cela  fait,   il   sera  facile  de  retrouver  le  développement  (7).     Si,  dans 

ce  but,  on  différentie  .Téquation  (12'),  et  qu'on  introduise,  dans  le  résultat 

dE 
ainsi  obtenu,  la  valeur  de  -r^   et  celle  de   (i  — lycosE),  rj  étant  toujours 

considéré    comme    constant,    on    aura    sur   le   champ  l'équation  (7),  qui  se 
trouve  ainsi  vérifiée.     Mais  pour  vérifier  les  coefficients  numériques  apparais- 
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sant  dans  les  expressions  données  plus  haut,  on  pourra  mettre,  dans  1  équa- 
tion (7),  F  égal  à  zéro,  ce  qui  conduit  à  Texpression 

___=  x-2,+-7   -7    +g7   --7 

u-  '^v,«       5^7    ,    75  ^8       35^9    , 

+  76^   -8^    +7^7   -6^^    +••• 

=  I  +  B,  +  2B,  +  3^3  +  .  .  .  , 

égalité,  d*où  Ton  conclut  facilement  Fexactitude  de  nos  chiffres. 

En  introduisant,  dans  les  divers  termes  de  lexpression  (6),  le  développe- 
ment obtenu  de  (  i  +  î?  cos  F)"^,  on  aura  tout  de  suite  des  expressions  dont 
Tintégration  demandée  ne  causera  plus  de  difficulté. 

Mais  on  pourra  aussi  trouver  une  autre  expression  de  la  fonction  X, 
plus  facile  à  mettre  en  nombres  que  la  formule  (6).  Dans  ce  but,  com- 
parons les  trois  formules  (9),  (10)  et  (12),  et  nous  arriverons  tout  d  abord  au 
résultat 

(13)  (I  -  ç)X  =fl){B,  sinF  +  B,  sin  2F  +  . .  .}, 

d'où  il  est  immédiatement  visible  que  la  fonction  X  est  toujours  une  très 
petite  quantité  du  premier  ordre  par  rapport  aux  forces  troublantes  et  du 
premier  degré  par  rapport  aux  coefficients  diastématiques. 

28.  Pour  une  raison  qui  sera  reconnue  dans  le  numéro  prochain, 
nous  allons  développer  les  puissances  entières  et  positives  de  lagrégat 
périodique  Gt  —  F . 

Dans  ce  but,  admettons  la  notation 

a  =  e^^ 
d'oîi  il  s'ensuit: 

sinF=l(a  — a-^,  sin  2F  =  l(a' —  a"^)  ,     .   .   .   . 

L'expression  qu'il  s'agit  de  développer,  prend  maintenant,  n  étant  un  entier, 
la  forme: 
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(14)     (G  —  F)"  =  (B,  sinF  +  B,  sin  2F  +  .  .  .)• 


-^[B,a  +  JB,*"  +  .  .  .]"-[5:«-^  +  B,a-'  +  .  .  .] 


Commençons  par  établir  le  développement 

[B,a  +  B,a'  +...]"  =  -^ra"  +  Ai;|,a"+'  +  .  .  .  , 

et  cherchons  à  déterminer  les  coefficients  X. 
On  s'aperçoit  immédiatement  des  égalités 

ainsi    que    des    formules    suivantes   servant   à  calculer  de  proche  en  proche 
les  divers  coefficients: 


Ces  formules  étant  les  plus  convenables  au  calcul  des  coefficients  dont  il 
sagit,  il  n'y  a  pas  lieu  de  chercher  des  formules  donnant  les  coefficients 
isolés  indépendamment  des  autres,  formules  qui  deviendraient  assez  com- 
pliquées. 

Voici   les   résultats  qu'on   a  obtenus   en   calculant  les  coefficients  dont 
il  s'agit  de  proche  en  proche: 

Traité  des  orbites  absolues.  12 
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^'^-    S'y* +!!'?'  +  •••. 

^*    ~         2880 'î     +  •  •  •  ' 
'''    —         8o'7  •  •  •  ' 


4"= 

97*+f7"H 

Ar= 

-¥^'-¥^' 

4'>= 

f^*  +  --- 

4" = 

1697  _, 
480  'ï 

Ar= 

I6,y*, 

4*'= 

—  2437*  — 43y' 

Ar== 

6    57     +  ••• 

4*'  = 

s   5? 

A?'  =  - 

—  327*, 

C  = 

60^*  +  .  .  . 

4«  = 

-1^.'--.. 

C  = 

64:7*, 

4'>  = 

14437' 

4"  = 

-128,', 
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Ensuite,  nous  établissons  lexpression 

=  /?i">  +  /?i-Xa  +  a-^)  +  ^;>(a'  +  a"')  +  .  .  .  , 
les  â  étant  donnés  par  les  formules 

c  =  (o'  +  wi.)'  +  {>^':uy  +  •■■, 

^1      —   '^n    '^M  +  l    T^   '^«+l'^«+2    n^   •  •   •   ) 
/X»)  3(«)  U«)       I      )(n)     \{n)        i 


Avec  les  X  donnés  plus  haut,  on  a  obtenu  les  résultats  que  voici: 


144 

2^4      I       47    _6 


/XI)  ^^4    _|_    47   ^6   _|_ 

^*  2oV     ^  •  •  •  > 


^«  96^  •  •  •  ' 

^'>  =         6437^  +   .  .  .  , 
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Nous  allons  encore  établir  le  développement 

OÙ   les   coefficients    D,  ce   quon   conclut  facilement,  sont  formés  conformé- 
ment aux  formules  suivantes: 

-^m  +  1  —   ^1    '^m      "T   ^0    ^m^-ï      \      ^i    '^m  +  2      I      ^i    '^m  +  S    T^    •   •   •  ) 
■'-^m+2  —    ^'1    ^m      T"    '^l     '^m  +  l    "T    i^O    '^m+2    T^    i^l     ^m^Z   T^    •    •    •   ) 


-^m-l  ^l     ^m      ^    ^2    ^m  +  l    J      ^3     '^m  +  2    T^    •    •    •   ) 

En  écrivant  Téquation  (14)  de  la  manière  suivante: 
(G  -  F)-  =  (^.|[fi.«  +  Sy  +  ...]"  ±  [B,a-^  +  B,«-  +...]' 
- ^ [5.a  +  i/,«'  +  .  .  .][fî.«-'  +  B,a-'  +  ...] 

X  {[B.ot  +  B.y  +...]-'  ±  [^.«-'  +  B,a-'  +....]■*"'} 

+  ^-^[^.a  +  Sy  +  .  .  .]'[!?,«•  +  B,a-'  +  •  •  ]' 

X  {[B,a  +  B,a' +...]"-' ±[B,a-'  +  ^-^  +  ...]-*} 


on   parvient  immédiatement,   en   considérant  les  notations  adoptées,  au  dé- 
veloppement 
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(G  —  F)-  =  -V 

^  '  (2t)" 


+  -!_ 

~  {2if 


+  (2i)- 


Dl' 


"  -Dr"'  +  ^^%^-  DT*'  —  .•.](«"  +  a-") 


1  .2 


7)»-0    ^  D"-^^    -4-  '*^^^~  ')  7)11-4.2  l/'/ï^  +  l   4.   /,-(«  +  ï>^ 


7)1.0  ^   71"— 2.1    _L_  ^^(^  0  T)n— 4.2 


+       ^  T)»i.O  **'   7)1-2.1    j_  ^0*  0  r)n-4.2 

(2i)«(       "  +  2  1        «  +  2       -i  —-  ^.  +  2      —       • 


et  il  est  aisé  de  s  assurer  qu*on  doit  prendre  les  signes  supérieurs  si  n  est 
un  nombre  pair;  dans  le  cas  opposé,  il  faut  choisir  les  signes  inférieurs. 
Dans  le   cas  d*un   nombre   pair,   il   faut  évidemment   prendre   la  moitié  du 

terme  appartenant  aux  indices  supérieurs  o  et  -n. 
Maintenant,  si  l'on  écrit: 

(15)  (G  -  F)-  =  Z^o"'  +  ^r'sS {^  +  ^»"'sb  {'^  +  ••••' 

les  B  seront  donnés  au  moyen  de  la  formule  générale 


(i6)       i^:i==±^. 


et  quant  au  signe  du  second  membre,  il  faut  distinguer  deux  cas:  d  abord,  si 
n  est  un  nombre  pair,  on  doit  prendre  +  ou  —  selon  que  -  est  un  nombre 
pair  ou  impair;   mais  si   n  est   un   nombre  impair,  il  faut  choisir  le  signe 
+   si  — - —  est  un  nombre  pair,  dans  le  cas  opposé,  le  signe  — . 
En  considérant  qu'on  a: 

^<«)=   i;  ^.0,  _^^o)_  _Q^ 

on  obtient  immédiatement,  de  la  formule  générale,  celle-ci: 

7)w.O •\(m) 

fi  étant  un  entier  quelconque. 
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Ensuite,  si  m  était  égal  à  zéro,  on  aurait,  vu  que 

^r  =  I  ;     xr  =--  Ar  = . . .  =  o, 

les  valeurs 

7)0.n  û'n) 

En    utilisant   les   formules    données    plus    haut,   on  a  obtenu,  avec  les 
valeurs  indiquées  des  X  et  des  ^,  les  expressions  suivantes: 

r)i.i  3  _7 

D^-'  —         ^y**  -4- 

-i^_2  —      g  îy    -r  .  •  • , 

D_,  =  —-7I   —-ri   —..., 


•1'  = 

9"  V,*         7«     7 
.4^           32^? 

•!•  = 

9^6     1 

V  = 

1859  „7 

,440'? 

e.  = 

-Iv^--.., 

»r  = 

w^-> 

*?"'  -= 

-trj'—^rj'  —  . 
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Dr 

= 

1617*  + 

'H+- 

Dl' 

= 

—  iS:?"  — 

fv- 

Dr 

= 

?V  + 

.  .  .  , 

Dr 

— 

-f^'- 

-  .  .  .  , 

95 


D>r=    i2,«+  ... 

D»r  =  —  52rj' —  iSrj' — 
D»r  =  *     487'  +  .  .  .  , 

A    = — ^5?  —, 

Dî'=-24i7'-..., 
Dî'  =  64:7''  +  . .  . , 
DJ>=  — 120,'  — .    .,   . 

Di''  =       24^"  +  .  .  .  , 
l>r  =  — 323y*— 273;'  — 
DJ-'  =       36^«  +  .  .  .  , 

Dr^-'ir^'-..., 
Dr=-4^'--.., 

Dr  =  64^"  + . . . , 
^r  =  -96V-..., 


D''  =  — 12817'  — . 

d;»  =  — 12817'  — . 
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Voici  enfin  les  B\"l^  calculés  d  après  la  formule  générale  indiquée  plus 
haut,  et  vérifiés  par  des  multiplications  numériques  : 


^«  —      5760  V        •  •  •  J 


^«  256V    X  .  .  .  , 

£<«)=         '^''lyj'  +  .... 
'  1920  '     -^ 
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5<«'  = 

—  20iy* 

4»'?     -+ 

B</>  = 

¥V 

+   •   .  .  , 

F/>  = 

lo^y'^ 

2OÎ  .  7      , 

—    ,6  '/     ^ 

Bi"  = 

-  'SV 

±  •  .  .  , 

By>  = 

-2,«. 

+  48  'y  +  • 

j?f= 

+  . . . , 

F/'  = 

48  7 

■  +  .  • . , 

^0*'  = 

2037'' 

_+..., 

Bf^^- 

_i^^ 

+ ..., 

^/>  = 

-30^7" 

+  . . . , 

B<'>- 

81  7 

± .  •  ■ , 

Traité  deê  orbites  absolues. 
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BT=        I2iy«±  ...   , 

B</>  =  -I4^^+..., 

7?/)=  27}'  +   .... 

Pour  une  dernière  vérification  du  calcul,  on  a  utilisé  les  équations  de 
condition  suivantes: 

1^     n  étant  un  nombre  pair, 

o  =  2?<;^  +  ^i"^  +  Bip^  +  .  .  .; 
2°     n  étant  un  nombre  impair, 

o  =  B:^  +  2Bi;^  +  3^/^  +  .  .  .  . 

On    obtient   la    première    immédiatement,    en    faisant    F    égal    à    zéro   dans 
réquation 

(B,  sinF  +  B,  sin  2F  +...)"  =  B^^  +  Bl">  cosF  +  .  .  .  ; 

pour  arriver  à   la   seconde,  on  mettra  également  F  égal  à  zéro,  mais  cette 
fois  dans  Téquation  qu'on  obtient  en  différentiant  celle-ci: 

{B^  sinF  +  B,  sin  2F  +...)»  =  B^"^  sin  F  +  Bî/^  sin  2F  +     ■  • , 

29.  Après  avoir  établi  les  développements  du  dernier  numéro,  nous 
allons  nous  occuper  de  ceux  des  fonctions  sinAG  et  cosAG  suivant  certains 
multiples  de  F,  A  étant  un  nombre  réel  quelconque,  rationel  ou  irrationel. 

Nous  aurons  d'abord: 

e        —  c  , 
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et  si  nous  admettons  l'expression 

(17)  e'^^^^-^'^  =  Yi^>  +  Y\''e'^  +  ^'2'e''^  +  •  •  • 

les  coefficients  Y,  étant  des  fonctions  de  A  et  de  jy,  seront  formés  con- 
formément aux  formules  suivantes,  où  l'on  a  désigné  par  v  un  entier  quel- 
conque : 

Y<^->  =        i—^B^^+  _il__/^(4)  _  .  . 
®  1.2    "     *    1.2.3.4    ^  ' 


I  '      1 .2.3  "    '      I 

_  A_  Bi''  +  -— —  fi<^>  — 
1.2    "    '   1.2.3.4    ' 


I    *'        1.2.3    "     ' 


1.2'^    '1 .2.3.4 


De  ces  expressions  résulte  d'abord  la  relation  générale 

(18)  Y«=Y<-'-', 

qui  découle,  du  reste,  de  la  remarque  qu'on  a: 

;i|/i,  sin(— F)  +  /?,  sin(— 2F)  +  .  .  .}  =  —  AjZÎ,  sinF  +  Zi,  sin  2F  +  ...}. 

En  portant,  dans  les  expressions  des  fonctions  Y,  les  développements 
des  coefficients  B  que  nous  avons  établis  dans  le  numéro  précédent,  on 
arrivera  aux  résultats  suivants: 


Y<'> 

2 

-^1 

Y'ii,  . 

1 
~           2 

+-; 

(19) 


les    e^'   étant   des   polynômes   en  A  de  Tordre  5,  dont  les  expressions  algé- 
briques sont  données  si-dessous: 
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c^-O   —     I 

-.A.O   , '   J4  9    )3 


^À.i  '  p    i_  3  ^a 

«3     —  2       "*"  8      ' 

'  144        '64  2304  1024        '    4608        '128      ' 


^2       2  *     8      ' 

^4      —ë^     i-g^     ■Tô'^    ~76'^' 

^«     "ÎS'^    +6^^^    +768^^    ~"7^^    ~sTi^    "*"i28'^' 


^A.8    ')3_i3^3|ï) 

^3     —  ô'^    "1"  8^^     "»■  6'^' 

^*    ~^^    +Î6^    +W4      '^ëi^  —T6^> 

^7     —^^    ^Ji^^    ■T"768^    ~7^^    "2506'^    ~So^     "^  32  ^ 

gA.4  =,_Lr  +  '  ;*+  w.^4^  7^3_  3La«_  3;i 

®  120  *       16  '      384  '      64  640  64       ' 

^A.û   I      3«_l_*i*_L.59    53_|9i2_|_3i 

^^      -7^^    +76^     +^^    +6^^^    +8^^' 

c^^   —  J_  :|7  J_    ^    i«  J_    ^^5    i«     l_    307    .4     I        599     33  ^;|3  J_  ;| 

"î     —720'^    "^64^    "^2304"^    ■^3072'^    "^23040"^  16"^  32^^' 
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^A.6  JL  i«  J-   ^  0*  -L.   '^S  ^4    I     "3  ^3    i_   '859   .2  j^    21    . 

^«     ""  720 '^    "^  64"^    "^  2304^^    ■*"  î^'^    "^  23040^    "1"  1152^' 

-.A.7    _       '        W     I         »      ^61        43      ^5     I       '63     .4      ,       1697    ^3     I       29    ^2     ,        1      ^ 
-7       —5040'^     ■^320'^      "^2304"^      "^3^"^      ■^23040'^     ■^640'^      "^    ,,2^^ 

On  remarque,  pour  avoir  les  s  avec  le  second  indice  supérieur  négatif, 
la  relation 

quon  trouve  facilement,  en  portant  les  expressions  (19)  dans  Téquation  (18). 

30.  Abordons  encore  une  question,  étroitement  liée  à  celle  que  nous 
avons  traitée  dans  le  numéro  précédent.  11  sagit  maintenant  d'établir  le 
développement 

(20)  6''"<^-«>  =  Xi'">  +  X<r'e'«  +  X^r^e-""  +  ... 

+  Xi!Ve-'^  +  X'rie-''''  +  .  .  .  , 

m  pouvant  être  un  nombre  quelconque,  bien  que  nous  n  ayons,  générale- 
ment, besoin  que  des  formules  subsistant  pour  des  valeurs  entières  du 
nombre  m. 

Mais  la  résolution  du  problème  énoncé  est  depuis  longtemps  connue 
dans  toutes  ses  particularités.     En   effet,  si  nous  admettons  les  expressions 


(21) 


-^V      —  ^/i     7  V  +  37  I     Vf  47  •  •  •  î 

^-}x   —    \a  7  V  +  2    7  T^    ^/*f4    7  •    •    •   ) 


les  coefficients  Ç'I''''  seront  exprimés  moyennant  des  polynômes  en  m,  de 
Tordre  5,  lesquels  on  peut  mettre  en  évidence  à  laide  des  expressions  que 
Le  Verrier  a  données  dans  le  Tome  premier  des  Annales  de  l'observatoire 
de  Paris  (Addition  première). 

Voici  les  polynômes  dont  il  s'agit: 

S  0        —     *  1 
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'»4 


4  64         ' 


^'      ""36^^  576  ^'^    +576"' 


_5_ 
192 


f-'  =  -L  ,w»  +  i-  ;w^  +  -^  ;«=•  —  -  m'  + 

*       12  '24       '   192         32       ' 
^^        144       '   192       '   2304  9216       '   9216       '   9216  9216    ' 

'    48  '  192     768    '  3072    '  "536    '  584  ' 


128    ' 


^^        24       '16       '   384       '32    .    '   12 

er'  =  —  /»'  +  f  «»"  +  4'  m'  +  -^5^  m^  +  ^  »r'  +  ^  m»  +  ^m, 

^'        240       '   64       '   768       '   1024       '   5120       '   5120       '   1024 

^*     24     '16     '  384     '  192   ' 

1-4  =  _L  „,«  +  A  ,„*  +  i|Z  ,„^  +  i°J  ,„3  +  £liZ  „j»  +  151 ,«, 

^«        120       *   48       '   384       '   192       '   1920       '   960    ' 

f»»  =  J-  m'  +  4  w*  +  ^  «»=•  +  I  m'  +  ^^  »», 

^»      120     '  48     '  384     '  8     '  1920   ' 

^J..»  =  J_  ,„  '  +  J_  ,««  +   41i  ,,,.  _^  6679  ,„.  _,.  67^23       3  ^  II897  ,,^,  ^  5957  ,,^ 

^'  720  '    192  '    2304  '    9216  '    46080  '    9216  *    9216      * 


^O         y20        '   192        *   2304        '   1024         '   23040         '   1920     ' 
^'        5040       '192       '   161 28       '   9216       '   322560       '   46080 


,   47273  ^, 

'  64512 
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Quant    aux    coefficients    avec    des    indices    négatifs,    il    suffit    de    faire, 
pour  les  obtenir,  la  remarque  que  voici: 

Par  la  définition  de  la  fonction  X^^\  il  est  évident  qu'on  a: 

or,   en   inti'oduisant,   dans  cette  équation,  les  développements  (21),  on  aura 
sur  le  champ: 

Donc,   les  coefficients   dont  le   second  indice  supérieur  est  négatif,  S'obtien- 
nent en  mettant,  dans  les  expressions  précédentes,  —  w  au  lieu  de  m . 
On  a  encore,  évidemment. 

Les  f ,  ne  dépendant  que  des  nombres  entiers,  on  peut  les  calculer 
numériquement  une  fois  pour  toutes:  on  en  trouve  les  valeurs,  rassemblées 
dans  une  table  jointe  à  ce  volume. 

31.  En  considérant  que  les  fonctions  X'^^  et  1^^  s  expriment  au 
moyen  des  formules 


(22) 


a- 


il    sera    facile    de    trouver    une    formule  ^  destinée  à  ramener  Tune  à  l'autre, 
les  deux  fonctions  dont  il  s'agit. 

En  effet,  si  l'on  intègre,  par  parties,  la  seconde  des  formules  signalées, 
on  trouvera  tout  d* abord  celle-ci: 


Ttn  +  u  J 


d'où   l'on    conclut,    en   la   comparant  avec   l'expression    précédente  de  X,  la 
relation 

Y")    r=        ^^        \^(-n-v) 
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En  substituant,  dans  cette  équation,  les  expressions  de  Y^^^  et  de  Xi"'''''^ 
données  par  les  équations  (19)  et  (21),  on  parvient  immédiatement  à  la 
formule 


(23) 


■a+v),v 


qui  permet  de  calculer  les  s,,  les  f,  étant  donnés.  Réciproquement,  si  les 
£,  étaient  connus,  on  trouverait,  en  utilisant  la  formule  signalée,  les  f,. 
Les  deux  groupes  de  coefficients  étant  évalués  indépendamment,  la  formule 
établie  sert  à  vérifier  les  calculs. 

Supposons,  dans  un  premier  exemple,  quil  s'agisse  d'évaluer  le  coeffi- 
cient sl'\ 

On  a  d'abord,  en  vertu  de  l'expression  de  ^^'^: 


^  +  l 


-k^+^y  +  l{^+  0'— ;(^+o 


=  ^A•'+I^^ 


c'est  à  dire,  l'expression  donnée  dans  le  n°  29. 

Dans  notre  second  exemple,  nous  nous  proposons  de  calculer  le 
coefficient  $^'\  L'expression  du  coefficient  ^j"^  nous  donne,  en  la  portant 
dans  l'équation  (23),  celle-ci: 


'7 


=  X 


{^  +  7f       (>l  +  7?  _L  889(>?  +  7Y       2759(>î  +  7)' 


+ 


5040  192 

281743(^  +  7)» 


+ 


16128 


9216 


59i97(^  +  7)   ,47273 


322560  46080  64517 

d'où  l'on  tire^  après  avoir  réduit  les  diverses  fractions  au  même  dénominateur: 

^"  =  ^ô{^4-î"+  (6.64.7  -      i68o)>i' 

+(15.64.7'—  5.1680.7  +     17780);.* 
+  (20.64.7'— io.i68o.7'+4.i778o.7  —    96565)^° 
+(15.64.7*— io.i68o.7»  +  6.i778o.7'— 3965657  +    281743)/» 
+  (6.64.7»—  5-i68o.7*+4.i778o.7»— 3.96565.7'  +  2.28i743.7 

— 4'4379)'< 
+       64.7'—      1680.7'^+     17780.7*—    96565.7'+    281743.7' 

-4143797  +  236365}. 
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Les  calculs  indiqués  effectués,  on  retrouve  l'expression  donnée  dans 
le  n°  29. 

32.  Bien  que  la  relation  entre  les  deux  arguments  F  et  G,  que 
nous  venons  d'établir  au  moyen  des  équations  (9)  et  (10),  ne  donne  lieu 
à  aucun  manque  de  précision,  il  nen  est  pas  ainsi  quant  à  la  liaison  qui 
joint  la  longitude  du  rayon  vecteur,  comptée  d'une  direction  fixe,  à  largu- 
ment  diastématique.     En  effet,  lexpression  du  dit  argument  étant  celle-ci: 

Y  =  {i—ç)v  —  r—{7t  —  r), 

elle  paraît  dépendre  de  la  direction  à  partir  de  laquelle  on  compte  les 
longitudes,  ce  qui  ne  devrait  cependant  pas  avoir  lieu.  Cette  contradiction 
avec  ce  que  nous  venons  de  dire  à  l'occasion  de  la  définition  de  l'argument 
diastématique  (p.  70),  nest  toutefois  qu'apparente,  et  tient  à  ce  que  la 
longitude  moyenne  du  périhélie,  que  nous  désignerons  dorénavant  par  û>, 
a  été,  dans  ce  qui  précède,  exprimée  par  çv  +  jT,  et  qu'on  a  fait  la  suppo- 
sition tacite  que  l'angle  v  devient  zéro  au  moment  à  partir  duquel  on 
compte  le  temps.  Mais  rien  de  plus  facile  que  d'éviter  l'inconvénient 
qu'entrîune  le  manque  de  netteté  signalé  tout  à  l'heure.  Il  suffît,  en  effet, 
de  remplacer,  dans  l'expression  de  la  longitude  du  périhélie  moyen,  la 
constante  F  par  F — c/1,  de  sorte  que  nous  aurons: 

(24)  a>  =  ç{v  —  A)  +  r.    . 
L'argument  diastématique  s'exprime  alors  ainsi: 

(25)  F  =  v-a,-{7r-r), 

et  puisqu'on  a,  en  omettant  les  termes  périodiques  à  l'exception  de  ceux 
qui  sont  contenus  dans  l'agrégat  tt  —  F: 

F  =  G  =  (i  -ç)nC+  A—F—{7r—F). 
on  obtiendra,  en  faisant  C  égal  à  zéro: 

(i  —ç){v  —  A)  =  o, 

d'où  il  résultera: 

V  =  A;         ù)  =  F. 

Traité  des  orbites  absolues.  14 
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Par  ces  déterminations,  on  a  donné  une  définition  des  angles  A  et  jT, 
aussi  exacte  qu*on  a  pu  le  faire,  avant  d  avoir  établi  la  relation  entre  le 
temps  vrai  et  le  temps  réduit  C,  relation  dans  laquelle  on  aurait  pu  com- 
prendre aussi  les  termes  de  la  fonction  X.  Plus  tard,  lorsque  nous  aurons 
obtenu  cette  relation,  nous  donnerons  une  définition  parfaitement  exacte  de 
ces  angles. 

Ensuite,  si  nous  désignons  par  tt^  la  longitude  vraie  du  périhélie,  nous 
aurons  : 

(26)  /Tj  =  ;r  H-  ç{v  —  A)  =  (o  +  TT  —  F, 

Finalement,  pour  arriver  à  une  expression  de  largument  anastématique, 
semblable  à  Texpression  (25),  admettons  la  notation 

(27)  t?  =  — T(t;  — /l)  H- 0, 

et  désignons  l'argument  dont  il  s'agit  par  U;  l'expression  demandée  sera 
alors: 

(28)  u  =  i;  — i9  — (i2  — 0). 
Après  avoir  encore  établi  la  notation 

(29)  #1  =*+  iJ~0, 

nous    allons    mettre    les    équations    (59)    du    chap.  II   sous  une  forme  qui 
nous  sera  utile  dans  le  courant  de  nos  recherches. 
Faisons  d'abord 

I  —  cosi  =  -sini^(i  +  f), 

où  l'on  a  posé,  pour  abréger: 

(30)  f  =-sini'  +gSint*  +  .  ..; 

introduisons  ensuite  cette  expression  dans  les  équations  (59),  et  remplaçons 
finalement  les  fonctions  sin  i  sin  9  et  sin  i  cos  9  par  leurs  expressions  tirées 
des  équations  (58),  savoir: 


(3  0 


sin  i  sin  9  =  Jsin  (tfj  —  G)  -{-  {(O)  sin  {v  —  G), 
sine  cos 9  =  /cos(t?j  —  G^)  +  {(0)  cos(t;  —  G). 
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(32) 


y  =  V  —  G, 


nos  résultats  seront  les  suivants: 


(33) 


cos  6  sin  Z  =  sin  V (  i  +  f)  1^  {sin  v  +  sin  (v  —  2  {^^  —  G))] 

—  Ui  +f)/((0)cosvsm(v  — *,  +  G). 


cosb  cos/  =  cosv (i  -f-  f)i^{cosv  —  cos(v  —  2(î9j  —  G^))} 


+  ^(i  +  f)  J((0)  sin  V  sin  (v  —  »,  +  G), 


On  peut  remarquer  que,  dans  ces  formules^  les  termes  dépendant  de 
{(Oy  ont  complètement  disparu. 

Des  formules  dernièrement  mises  en  évidence,  on  tire  facilement  quel- 
ques relations  dont  Tusage  peut  être  très  favorable:  je  vais  les  déduire. 

En  vertu  des  équations  (31),  on  obtient  immédiatement  la  relation 


(34) 


sini'  =  r  +  2J((0)  cos(t;  —  »,)  +  ((O)', 


qui  est  indépendante  de  l'agrégat  périodique  G. 

Puis,  les  deux  équations  mentionnées  se  remplacent  par  les  suivantes: 


(35) 


I  sin  i  sin  (0  —  ^J  =  —  /sin  G  +  ((O)  sin  (v  —  #J, 
I  sin  i  cos  (e  —  i9j  =        Icos  G  +  ((0)  cos  (v  —  *J. 


Nous  admettons  toujours  que  G  soit  une  petite  quantité  du  deuxième 
degré  et,  que  ((0)  soit  très  petit  par  rapport  à  /:  alors,  les  équations 
précédentes  montrent  que  la  différence  9  —  â,  est  un  agrégat  périodique, 
d'où  il  s'ensuit  que  les  deux  arguments  0  et  »,  sont  isocinétiques.  Mais 
puisque  »,  est  aussi  isocinétique  avec  #,  l'angle  0  est  aussi  isocinétique 
avec  l'angle  ». 
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Au  lieu  des  équations  (33),  on  pourra  mettre  celles-ci: 


(36) 


CO8&  sin  {l  —  v)  = (i  +  î)r  sin  2{v  —  *,) 

—  i (i  +  f)7((0)  cos  2vsin  (v  —  *,), 

cosfccos(i-- v)  =  I  — I(i  +  f)I'  +  l(i  +  f)7'cos2(t;— *,), 


d'où  l'on  conclut  que  la  différence  l  —  v  s'exprime  au  moyen  d'un  agrégat 
périodique  et,  en  conséquence,  que  les  deux  angles  formant  cette  différence 
sont  des  arguments  isocinétiques. 

Par  les  formules  du  chapitre  présent,  on  a  d'abord  établi  des  relations 
entre  l'argument  diastématique  et  le  temps  réduit;  puis,  entre  la  longitude, 
comptée  dans  le  plan  mobile,  et  l'argument  diastématique:  la  relation  entre 
cette  longitude  et  le  temps  étant  connue,  on  trouvera  finalement,  au  moyen 
des  formules  signalées,  les  expressions  des  autres  arguments  en  fonctions 
du  temps. 
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CHAPITRE   IV. 
Eléments  absoltis. 

33.  Les  diverses  formules  que  nous  avons  mises  en  évidence  dans  le 
chapitre  précédent,  et  qui  ont  pour  but  de  lier  au  temps  les  positions  d'un 
point  se  mouvant  dans  une  orbite  périplégmatique,  renferment  plusieurs 
constantes  ayant  le  caractère  d'éléments  invariables  et  indépendants  les  uns 
des  autres.  Parmi  ces  éléments,  il  y  en  a  six  que  j  appelle  éléments  pri- 
maires, parce  qu'ils  figurent  comme  constantes  d'intégration  dans  la  résolu- 
tion du  problème  purement  abstraite,  où  l'on  cherche  le  mouvement  d'un 
point  dont  la  masse  est  nulle,  et  qui  est  attiré,  selon  la  loi  de  Newton, 
par  d'autres  points  mobiles  dont  les  mouvements  sont  connus. 

Voici  la  liste  des  éléments  primaires: 

yl,  la  longitude  absolue  du  mobile  ou  de  son  rayon  vecteur; 

Fy  la  longitude  absolue  du  périhélie; 

0,  la  longitude  absolue  du  noeud  ascendant; 

a,  le  protomètre; 

X,  le  module  diastématique; 

tj  le  module  anastématique. 

Quant  aux  dénominations  que  je  viens  d'employer,  il  y  a  toutefois 
quelques  observations  à  faire.  J'ai  nommé  longitude  absolue  la  longitude 
moyenne  à  l'époque  fixe,  c'est-à-dire,  au  temps  égal  à  zéro.  Il  s'entend 
par  cette  détermination  que  ^es  éléments  angulaires  ainsi  que  le  protomètre 
et  les  éléments  modulaires  sont  des  constantes  absolues.  Ensuite,  j'ai  in- 
troduit la  dénomination  protomètre  au  lieu  de  la  distance  moyenne,  à 
laquelle  on  serait  d'abord  porté  à  penser,  vu  que  celle-ci  n'est  pas  suffi- 
samment exacte.  Le  mot  demi  grand  axe  désignerait,  si  l'on  voulait  l'em- 
ployer, le  rayon  de  la  sphère  extérieure,  entourant  la  courbe  périplégma- 
tique; ce  mot  n'est  donc  pas  propre  à  exprimer  la  notion  dont  il  s'agit. 


Digitized  by 


Google 


110  Traité  des  Orbites  des  Planètes. 

Mais  outre  les  éléments  primaires,  les  coefficients  diastématiques  et 
anastématiques,  ainsi  que  les  .arguments  initiaux  liés  aux  dits  coefficients, 
entrent  comme  éléments  constants  dans  les  formules  dont  nous  venons  de 
parler;  je  les  nommerai  éléments  secondaires,  parce  qu*ils  dérivent,  algé- 
briquement, des  éléments  primaires  des  points  attirants. 

Quant  aux  vitesses  des  divers  arguments,  on  n'est  pas  obligé  de  les 
compter  parmi  les  éléments,  bien  qu'elles  paraissent,  dans  les  formules  que 
nous  avons  exposées  précédemment,  indépendantes  des  éléments  énumérés 
jusqu'à  présent.  Mais  nous  allons  voir,  dans  la  suite,  que  ces  vitesses 
pourront  être  obtenues  par  calcul,  si  les  éléments  primaires  sont  connus,  et 
encore,  si  Tes  forces  attractives,  ainsi  que  les  éléments  des  orbites  des  divers 
points  attirants  sont  des  quantités  données. 

D'un  autre  côté,  on  pourrait,  il  est  vrai,  choisir  comme  éléments  pri- 
maires le  mouvement  moyen  du  mobile,  ceux  de  son  périhélie  et  du  noeud 
ascendant  de  son  orbite  sur  le  plan  fixe,  mais  alors  le  protomètre,  le  module 
diastématique  et  le  module  anastématique  perdraient  leur  caractère  d'élé- 
ments indépendants. 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  déjà  eu  l'occasion  d'apprendre,  par 
quelques  exemples,  la  nature  des  relations  liant  les  deux  genres  d'éléments. 
Nous  avons  introduit,  d'abord  comme  une  simple  notation  pour  abréger 
l'écriture,  le  mouvement  n,  en  établissant  l'équation 

n  =  yj]ia   % 

mais  cette  relation  est,  néanmoins,  d'une  importance  capitale,  vu  que  les 
significations  des  deux  quantités  a  et  «  se  font  immédiatement  sentir.  Du 
reste,  l'équation  signalée  est  l'expression  analytique  de  la  troisième  loi  de 
Kepler,  supposé  bien  entendu,  que  la  quantité  jj,  soit  la  même  pour  toutes 
les  planètes,  ce  qui  n'a  pas,  cependant,  rigoureusement  lieu. 

Dans  le  chapitre  I,  n*'  5,  nous  avons  donné  le  type  des  relations 
entre  les  mouvements  moyens  des  périhélies  et  les  modules  diastématiques, 
et  nous  pouvons  prévoir  que  les  relations  entre  les  mouvements  moyens 
des  noeuds   et   les   modules  anastématiques  appartiennent  à  ce  même  type. 

En  remplaçant  le  protomètre  et  les  deux  modules  par  les  mouvements 
moyens,  nous  aurons  le  système  suivant  d'éléments  primaires: 

A,  la  longitude  absolue  du  mobile; 
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/',  la  longitude  absolue  du  périhélie; 

0,  la  longitude  absolue  du  noeud; 

n,  le  mouvement  moyen  du  onobile; 

C,   le   rapport   entre   le   mouvement   moyen    du    périhélie    et  celui  du 
mobile; 

—  -,  le  rapport  entre  le  mouvement  du  noeud  et  celui  du  mobile. 

Mais  les  éléments  primaires,  soit  quon  adopte  Tun  ou  lautre  des 
systèmes  signalés,  ne  sont  pas  toujours  les  mieux  appropriés  à  donner  une 
idée  nette  et  immédiate  du  mouvement.  La  raison  en  est  que  la  vitesse 
de  largument  du  terme  ayant  pour  coefficient  le  module,  cette  vitesse 
multipliée  par  le  mouvement  moyen  du  nfobile,  ne  devient  identique  avec 
le  mouvement  moyen  du  périhélie  (ou  du  noeud)  que  si  le  module  est 
plus  grand  que  la  somme  des  coefficients  diastématiques  (ou  anastématiques). 

Distinguons,  pour  séparer  les  diverses  circonstances  particulières,  les 
trois  cas  suivants: 

1°.  Le  module  diastématique  (ou  anastématique)  est  plus  grand  que 
la  somme  des  coefficients  diastématiques  (ou  anastématiques),  ces  coefficients 
étant  toujours  supposés  positifs; 

2^  Un  des  coefficients  diastématiques  (ou  anastématiques)  est  plus 
grand  que  la  somme  des  autres  coefficients  diastématiques  (ou  anastéma- 
tiques), à  laquelle  le  module  est  supposé  ajouté; 

3^.  Ni  le  module,  ni  aucun  des  coefficients,  diastématiques  ou  ana- 
stématiques, n'est  plus  grand  que  la  somme  des  autres  coefficients,  le 
module  y  compris. 

Dans  le  premier  cas,  la  vitesse  de  largument  d'un  des  termes  dé- 
pendant des  modules  est  en  même  temps  le  mouvement  moyen  du  périhélie 
(ou  du  noeud),  celui  du  mobile  même  étant  égal  à  Tunité.  Dans  ce  cas, 
qui  en  effet  est  celui  auquel  se  rapportent  nos  formules  précédentes,  celles-ci 
restent  en   vigueur  sans  aucune  modification. 

Dans  le  second  cas,  les  formules  dont  il  s  agit  garderont  leur  caractère 
analytique  inaltéré;  il  faut  seulement  qu'on  y  mette,  à  la  place  de  x  ,  c  et 
F  y  les  éléments  secondaires  x^,  ,  a^  et  J9„,  x^  étant  le  plus  grand  des  coeffi- 
cients diastématiques,  et  de  même,  si  les  éléments  anastématiques  appartien- 
nent aussi   au  second   cas,   à  la  place  de  e ,  r  et  0,  les  éléments  i^  ,  r^  et 
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S^j  c,n  étant  le  plus  grand  des  coefficients  anastëmatiques.  L'angle  tr^nt 
signifie  alors  le  mouvement  moyen  du  périhélie  et  langle  T„,nt  celui  du  noeud. 
Venons  maintenant  au  troisième  cas,  où  aucun  des  coefficients,  inclusive- 
ment le  module,  ne  surpasse  la  somme  des  autres.  Mais  dans  Tespèce,  il 
faut  avant  tout  élucider,  plus  en  détail  qu'on  ne  la  fait  dans  le  n"^  6, 
la  nature  de  la  vitesse  de  l'argument  si  on  lavait  exprimé  par  un  seul 
terme,  un  agrégat  périodique  n'ayant  aucun  de  ses  coefficients  plus  grand 
que  la  somme  des  autres.  C'est  de  l'examen  de  cette  question  que  nous 
allons  nous  occuper  dans  le  prochain  numéro. 

34.     Keprenons  la  formule  (12)  du  chap.  I. 

Sans  doute,  les  deux  termes  logarithmiques,  séparés  l'un  de  l'autre, 
ne  se  développent  pas  suivant  les  puissances  des  rapports  a^ ,  a^  ,  .  .  .  ,  à 
moins  qu'on  n'ait: 

a^  +  a,  +  .  ,  .  <  î. 

Mais  la  somme  des  deux  termes  mentionnés  peut  être  représentée  par  un 
développement  suivant  les  multiples  des  divers  arguments  se  trouvant  déjà 
dans  les  expressions  qu'il  s'agit  de  développer. 

En  effet,  si  nous  différentions  l'équation   (12),  il  viendra: 

OU  bien,  en  utilisant  les  notations  introduites  dans  le  numéro  cité: 
,,  du .    .,    ^ dv     dv 

^^^  d^  —  '  ~  -'    (r+~x)'  +  Y'—  ■ 

Ensuite,  si  nous  admettons,  pour  abréger  l'écriture,  les  notations 

i,  =  {K  —  \)^  +  K  —K 
-^3  =  {K  —K)^  +  *3  — *,, 
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les  fonctions  X  et   F  s  expriment  ainsi: 

X  =  a^  cos  ig  +  «3  cos  Lg  +  .  .  .  , 
r  =  «3  sin  Lj  +  ag  sin  ig  4-  .  .  .  . 

On  tire  de  là  les  développements 
dX 


dv 


=  —  a^{X^  —  X^)  sin  L^  —  «g (A,  —  A,)  sin  L^ 


^  =       a, (A,  —  AJ  cosi,  +  a,{X,  —  X,)  cosZg  +  .  .  .  ; 


et  maintenant,  il  sera  facile  de  former  les  suivants: 

+  i  al{k,  —  k,){i  H-  cos  2L,)  +  l <i\{K  —  \){^  +  cos  2^-',)  +  • 

+  0,0, (A,   +  A,  —  2^)  cos  X,  cos  I-, 

+  «s «4(^4   +  ^4  2^,)  COS  L,  COSX^   +. 

+  «,«4(^3  -^K  —  2^1)  cosij  cosL^  +  .  .  . 

-   r^=-2«?(A,--i,)(l-C0S2i,)  +  i«K;,  -A.)(.   -COS2L,)  +   .  . 

4-  a,a3('^  +  -^3  —  2 A,)  sin  L,  sin  i, 

+  a,o^(^,  +  ^4  —  2^,)  sin  L,  sin  i^  + . 
+  a8«4(^8  +  ^4  —  2 A,)  sin  Xj  sin  L,  +  .  .  . 
+  .... 

Traiii  des  orbite*  absolues.  1 5 
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On  obtient  finalement  les  expressions 

+  «ï(A,  —  -*,)  cosij  4-  Og(A3  —X^)  cosL,  4-  .  .  . 

+  «,«3 (A,  +  A3  —  2A,)  cos(Ir,  —  Z/J 

+  o,a^(A,  +  A^  —  2A,)  cos(X,  —  L^)  -\-  .  .  . 
+  (^MK  +  K  —  2A,)  cos(i3  —  LJ  +  .  .  . 
+  ..., 

(3)  (I  +  X)»  +  r'  =  I  +  a?  +  aj  +  •  •  • 

+  2aj  COsXj  +  20j  cosi,  +     •  • 

+  2a,oi3  cos(/y,— I-3)  +  2a,a^cos(y:,— XJ  +  ... 

4-  2a3«,  cos(L3  — XJ+  .  .  . 

4-  .-.. 

Cela  établi,  concevons  d'abord  le  cas  simple  oh  tous  les  coefficients  « 
sont  égaux  à  zéro,  à  l'exception  d'un  seul,  par  exemple  «,. 
Nous  aurons  alors: 


dff 
dv 


_.  i    ,   a,(A.  —  A.Xa,  +  cob  L,) 

*  '       I  +  2«j  ces  L,  +  al 

Distinguons  trois  cas,  savoir: 


a^  <  I  ;  «2  >  I  ;  «^  =  i . 

Si,  en  premier  lieu,  a,  était  moindre  que  Tunité,  nous  aurions  le  dé- 
veloppement 

«,    +    COS  L,  T  T  t  *l  T  t 

^-j-^^-^^^-.=  cosX,  ^«,  C0S2I,,  4-  aloos3L,  +  .... 

Avec  cette  expression,  on  déduit  de  la  formule  précédente,  donnant  le  rapport 

dff     ^  .,     . 
•T-,  celle-ci: 
dv 


dff 
dv 


=  X^  —  A  +  0,(^2  —  A,){cosi,  —  «2  cos  2Lj  +  fx\  cos  sLj  —  .  .  .  j 
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Maintenant,  si  nous  faisons  la  constante  A,  qui  est  encore  à  notre  dis- 
position, égale  à  Aj,  que  nous  intégrions  et  que  nous  égalions  la  constante 
d'intégration  à  zéro,   c'est-à-dire,  la   constante   6  à  ôj,   notre  résultat  sera: 

(a)  â  ^  a^  sin  L^  —  -al  sin  2L^  +  -o^  sin  3I/3  —  .  .  .  , 

formule  en  pleine  concordance  avec  celle  qu  on  aurait  pu  tirer  immédiate- 
ment de  réquation  (12)  du  chap.  I. 

Passons  au  deuxième  cas.     Puisque  maintenant  a,  est  plus  grand  que 
Tunité,  nous  mettons: 

I  +  —  ces  L, 
a,  -h  ces  /y,  J a^ 


i»+  2a-  cos  L.  +  al       a,  2  i 

«s  «« 

I C0SX„   H ^COS2l/2  .  .  .     . 


Avec   ce   développement,    nous   aurons,    en  vertu  de  Fexpression  de  ^,  la 
suivante: 


|=>l.-A  +  (^,-A.) 


I COS  i«  +  -5  COS  2i,  .  .  . 


Delà,   il  est  visible  quon   doit  mettre  A  =  A^,   afin  que  la  fonction  d  ne 
contienne  que  des  termes  périodiques. 

Puis,  en  intégrant,  nous  aurons  un  résultat  que  nous  écrivons,  eu  égard 
à  réquation  (12)  (chap.  I),  de  la  manière  suivante: 

(b)  ^  =  &j  —  ô  +  const. sin  L^  +  Y~^^^^  ^^2  —  •  •    • 

Maintenant,  si  nous  faisons  la  constante  d'intégration  égale  h  b^  —  b^j 
et  que  nous  égalions  ô  à  &,,  nous  aurons  la  fonction  â  dépourvue  de  tout 
terme  constant. 

Donc,  s'il  s'agit  de  mettre  lagrégat  périodique 

A  =  a^  cos(A,t?  +  b^)  +  a^  cos(A2t;  +  b^) 


Digitized  by 


Google 


116  Traité  des  Orbites  des  Planètes. 

SOUS  forme  d*un  seul  terme,  nous  aurons  dans  le  premier  cas: 


la  fonction  0  étant  donnée  par  la  formule  (a);  et,  dans  le  second: 


A  =  a^K/'i  +  — cosXj  +  ~  .  cos(A2î;  +  b^  +  â), 

formule  dans  laquelle  on  doit  employer  le  développement  (b)  de  la  fonction  0. 
Quant  au  troisième  cas,  nous  voyons  immédiatement  que  lexpression 

de   -r-   sera   indépendante   de   largument  L^  et  en  conséquence,  constante. 

Nous  aurons,  en  effet,  lorsque  nous  égalons  a^  à  l'unité:      * 


f=A.-A+i(>l,-A.). 


Donc,    si    nous    égalons    A   à   -  (A^  +  ^2)?    ^   à  -  (6^  +  b^)   et  la  constante 
d'intégration  à  -  (ô^  — JJ,  la  fonction  â  disparaîtra,  et  nous  retenons: 

A  =  a,  v^2(i  +  cosL,)  cos  Q  (A,  +  K)^  +1  (*i  +  ^)) 

=  2a,  cos^  L,  cos  Q(A,  +  X^)v'+  ^(6,  +  ^j)), 

résultat  qu'on  peut  facilement  vérifier,  par  le  calcul  direct. 

35.  Après  avoir  envisagé  notre  problème  dans  les  circonstances  parti- 
culières les  plus  simples,  revenons  au  cas  général.  Nous  allons  entamer 
la  discussion  en  établissant  le  développement  de  la  fonction 

Dans  ce  but,  faisons  d'abord  lobservation  que  la  fonction  9^  se  met 
sous  les  deux  formes  suivantes: 
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(4)  «'  =  (1  +«,  +  03  +  ...)'  — 2a,(i—co8L,)—2a3(i—cosZ/3)  —  ... 

—  2a,a.Xi  —  cos(ij  —  L^))  —  2a,a^(i  —  co8(X^  —  Lj)  —  ... 

—  201» «4('  —  cos(L,  —  LJ)  —  .  .  . 

.    .    .    , 

(5)  ,9^  =  (i  _  a^  _  a^  _  . .  .)2  +  2a,(i  +  cosLJ  +  2a,(i  +  cos  L3)  +  . .  . 

—  2a3ag(i  —  cos  (L,  —  L^))  —  ^ci^^ii^  —  cos{L^  —  L^))  —  ... 

—  ^«««^(i  —  008(^3  —  Z/,))  —  .  .  . 

La  valeur  maxima  de  la  fonction  #^  valeur  que  nous  avons  désigné, 
dans  le  n°  6,  par  ^j,  s'obtient  aisément  en  vertu  de  la  formule  (4).  Pour 
y  arriver,  il  suffit  en  effet  de  mettre,  dans  l'équation  nommée: 

i,    =   1^3    =  Ir^    =    .   .   .    =  O, 

ce  qui,  si  nous  admettons  la  notation 

iST  =  «3  +  «3  +  .  .  .  , 
nous  donnera  la  valeur 

La  détermination  de  la  quantité  g^,  c'est-à-dire,  de  la  valeur  minima 
de  #',  est  plus  compliquée.     Certes,  en  faisant,  dans  la  formule  (5): 

Xj  =  X3  =  X^  =  .  .  .  =  ;r, 

TT  étant  la  demi-circonférence,  on  trouvera  un  résultat  qui  peut  être  le 
minimum  de  la  fonction  #';  mais  ce  résultat  pourrait  aussi  constituer  un 
maximum  relatif,  les  valeurs  des  vitesses  Aj ,  A^ ,  .  .  .  y  étant  appropriées. 
Pour  décider  la  nature  du  résultat  auquel  on  est  parvenu,  c'est-à-dire  si 
l'on  a  trouvé  un  minimum  ou  un  maximum  relatif,  il  faut  examiner  le 
signe  que  prend  la  fonction 

"^^  =  —  2a,(A,  —  X,y  cos  L,  —  2a3(A3  —  X,y  cos  L3  —  .  .  . 

—  2a,a3(A,  —  A3)'  cos  (i,  —  L^)  —  2a,a,(A,  —  AJ'  cos  (i,  —  LJ  —  . . . 

—  2a3a,(A3  —  X,y  cos{L^  —  i J  —  .  .  . 
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lorsqu'on  y  met 

L^  =  L^  =  L^  =  ...  =  TT. 

Si  le  résultat  d'une  telle  opération  était  positif,  on  pourrait  sarrêter  à  la 
valeur  minima  de  #*,  c'est-à-dire,  à  la  quantité  g^  ;  noais  si,  par  contre,  on 
trouvait  un  résultat  négatif,  la  valeur  obtenue  de  la  sorte  serait  un  maxi- 
mum relatif.  Dans  ce  cas,  il  faut,  pour  obtenir  la  valeur  demandée  de 
g^ ,  égaler  à  zéro  un  ou  plusieurs  des  arguments  X^ ,  ij ,  i^ ,  .  .  .  .  Or, 
en  opérant  des  manières  indiquées,  il  peut  arriver  qu'on  parvienne  seule- 
ment à  une  valeur  minima  relative.  Pour  obtenir  la  valeur  minima  absolue, 
il  faudrait  donc  la  chercher  moyennant  d'autres  procédés,  sans  doute  plus 
compliqués.  Me  réservant  d'y  revenir  plus  tard,  je  me  borne  quant  à 
présent  à  ne  considérer  que  le  cas  où  le  minimum  s'obtient,  en  mettant 
tous  les  arguments  égaux  à  ;r,  ce  qui  entrîdnera  la  valeur 

^,  =  (1  -  N)\ 

Maintenant,    si    nous    nous   rappelons   les   expressions  du  n°  6,  nous 
parviendrons  tout  d'abord  à  l'équation 

2/9  2ivr . 


I  +  yî*       I  +  JV" 
qui  admet  deux  racines,  savoir: 

Nous  avons  supposé  ^>  i;   donc,   pour  avoir   une   valeur  de  /9,  moindre 
que  l'unité,  il  faut  prendre 

En  introduisant  les  valeurs  trouvées  de  g^  et  ^^  dans  l'équation  (14) 
du  chap.  I,  il  viendra: 

(6)  »'-\^{^  +  ^PW  +  n 

OÙ  l'on  a  désigné  par   W  une  fonction  oscillant  entre  —  i   et  +  i,  dont 
il  nous  reste  à  chercher  l'expression. 
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Dans  ce  but,  établissons  la  moyenne  des  deux  expressions  (4)  et  (5); 
nous  aurons  de  la  sorte  une  expression  nouvelle  de  â^  que  nous  écrivons 
ainsi  : 


ê'=^i+N'+  2iV[|cosi,  +  |cosL,  + 


a.  a 


p[i-cos(i,-A)]-... 


N 


-...]. 


En    comparant,    après   avoir   remplacé  ^,  par      ^  ,,  cette  expression 

de  tf^  avec  la  précédente,  on  conclut  facilement  la  valeur 
(7)  W  =  ^{«3  cosi,  +  «3  cosi,  +  .  .  . 

—  aja3[i  —  cos{L^  —  ij]  —  .  .  . 


Ayant  obtenu  ce  résultat,  il  sera  facile,  en  utilisant  une  formule  bien 
connue,  d'établir  le  développement  que  voici: 

W      J-.  =  ~J^\  I-2PW+  2^\2W'  -  i)  -  2^'(4Tf  '  -SW) +...]. 

Cela  étant,  nous  aurons,  en  multipliant  les  expressions  (2)  et  (8),  et 
en  introduisant  le  produit  ainsi  obtenu  dans  la  formule  (i),  un  résultat  de 
la  forme 

(9)  Z"  ~  ^1  —  ^  +  ^  +  termes  périodiques, 

la  quantité  Xq  étant  donnée  au  moyen  de  Texpression 

+  2/5'[«»(^-'».)  +  «3(A,-A.)+...][«,a,+«,«,-t-...+«3a,  +  ...] 
-  aUlli%X,  +  ^3  -  2^,)  -  alall3\X,  +  X,  —  2AJ  -  .  .  . 

+  ...}. 
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où  Ton  n'a  mis  en  évidence  que  la  partie  qui  est  engendrée  par  les  pre- 
miers termes  du  développement  (8). 

Après  avoir  ainsi  déterminé  la  quantité  A^,  si  Ton  établit  la  condition 

(il)  X,  —  X  +  X,  =  o, 

qu'on  intègre  l'équation  (9),  et  qu'on  désigne  la  constante  d'intégration  par 
ftj  — 6  +  Ôq,  dont  la  valeur  doit  être  égalée  à  zéro,  la  fonction  d  sera 
exprimée  par  un  agrégat  périodique  sans  terme  constant. 

Maintenant,    si    l'on    désigne    par   A  l'agrégat  périodique  proposé,  de 
sorte  qu'on  ait: 


A 


Fa,     a,       .  n 
g\x,      X,     ...     (t;), 

U     h         J 


le  résultat  de  notre  transformation  sera: 

(12)  A  =  a^»cos{Xv  +  b  +  d). 

Finalement,  la  détermination  de  l'argument  initial  b  s'opère  de  la  ma- 
nière suivante. 

En  désignant  par  A^ ,  ê^  et  â^  les  valeurs  que  prennent  les  fonctions 
A ,  ô  et  â  lorsqu'on  y  met  v  égal  à  zéro,  nous  aurons  l'équation  de  con- 
dition 

A  =  «1*0  cos(A  +  dj. 

Ensuite,  si  l'on  établit  un  nouvel  agrégat,  savoir: 

ro,    a,    ..  ri 


[a,     a,     ..  ri 
b,     b,     ...J 


=  a,^  sin  {Xv  -i-b  +  0), 


et   qu'on  désigne  par  B^   la   valeur  de  cet  agrégat  lorsque  v  est  égal  à 
zéro,  on  aura: 
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En  vertu  des  valeurs  de  A^ ,  B^  et  0^,  on  parvient  à  déterminer  largu- 
ment  initial  6,  qui  en  effet  sera  obtenu  au  moyen  de  la  formule 

(13)  tang(i»  +  ^J==^. 

Le  problème  de  déterminer  la  vitesse  de  l'argument  d'un  terme  rem- 
plaçant un  agrégat  périodique  est  donc  résolu,  même  pour  le  cas  où  aucun 
des  coefficients  de  l'agrégat  dont  il  s'agit  ne  surpasse  la  somme  des  autres. 

36.  L'application  de  la  théorie  exposée  dans  les  deux  numéros  pré- 
cédents au  troisième  cas,  énoncé  dans  le  n®  33,  s'opère  comme  nous  allons 
indiquer. 

Pour  avoir  la  transformée  de  l'agrégat 


r  X      ..        -1 

\   i—Ç    i—a,     ..       ( 


on  va  identifier  les  coefficients  ;f ,  ;f^ ,  Xj ,  . .  .  avec  les  a,  de  manière  que  a^ 
soit  le  plus  grand  entre  les  coefficients  diastématiques,  le  module  y  compris; 
«2,  le  plus  grand  après  Oj,  et  ainsi  de  suite.  Puis,  on  va  remplacer  les 
vitesses  A,  ,  A, ,  . .  .  par  les  i  —  <t,  et  les  arguments  initiaux  ftj  ,  63 ,  .  .  . 
par  les  —  B,  en  ayant  soin  de  mettre  la  vitesse  et  l'argument  initial  appar- 
tenant au  terme  avec  le  plus  grand  coefficient  au  lieu  de  A,  et  de  ft^,  et 
ainsi  de  suite.  Enfin,  on  calculera  la  valeur  de  A^  d'après  la  formule  (10), 
et  celle  de  ft,  que  nous  désignerons  par  — J?,  d'après  la  formule  (13). 

Cela  fait,  si  l'on  met  i  — <t  à  la  place  de  A,  et  — ;r,  au  lieu  de 
—  B  4"  ^)  ^t  que  l'on  suppose  que  x^  soit  le  plus  grand  entre  les  coeffi- 
cients diastématiques,  il  viendra: 

(14)  \  —a=  i—(Tn  +  K 
et 

(15)  p  =  x,*cos((i  —a)v  —  7t), 

formule,  dans  laquelle  on  peut  encore  égaler  le  produit  ;f„#  à  jy. 

TraiU  dt  orbiUs  absolves.  \Q 
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Mais  puisqu'on  a,  de  l'autre  côté: 


{: 


p  =  G\   i—(T—{<r„^(T)     i—ff—{a^—a)    ■  ■  ■  \{v), 
B-{B„-B)    -B-{B^-B)    .... 

il  s'ensuit,  en  comparant  cette  expression  avec  la  précédente: 


1 


(16) 


■>)  cos  (tt  —  B) 


r   5f»  Xp 

cl     <T„ (T  «Tp  — 

\_B„-B  B,- 

[ 


5y  sin  (tt  —  5)  =  S  |    tT„  —  <r      «r^  —  a 
B.  —  B    B„  —  B 


(^). 


(v). 


Il  convient  d'ajouter,  aux  formules  précédentes,  celle-ci: 

(17)      *=^ji  +pw-lp\w'-i)+lp\w'^w)-...^, 

qui  découle  de  l'équation  (6). 

Par  les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  —  et  dont  la  nature  géné- 
rale n'aurait  pas  été  altérée  si  l'on  avait  obtenu  une  autre  valeur  de  ff^ 
—  il  est  manifesté  que  le  périhélie,  même  dans  le  troisième  cas,  a  un 
mouvement  moyen.  La  valeur  en  est  an,  et  a  est  un  nombre  fini  et  réel, 
généralement  différent  de  zéro.  C'est  de  même  quant  au  mouvement 
du  noeud.  Seulement  dans  des  cas  exceptionnels,  il  peut  arriver  que  le 
coefficient  a  soit  égal  à  zéro,  ce  qui  rendrait  le  périhélie  (ou  le  noeud) 
oscillant  entre  certaines  limites. 

Quant  à  la  question  des  mouvements  des  périhélies  et  des  noeuds,  les 
auteurs  dans  le  domaine  de  la  mécanique  céleste  se  sont  généralement  ex- 
primés, avec  quelque  réserve.  Seulement  M.  Stockwell,  dans  un  mémoire 
important  sur  les  variations  séculaires  des  éléments  elliptiques,  prétend 
carrément  que  les  périhélies  (ou  les  noeuds)  n'ont  aucun  mouvement  moyen 
dans    le    cas    désigné    dans    le   n^  33  comme  le  troisième.     Cependant,  en 
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examinant   les    nombres    qu'a    donné    M.    Stockwell    lui    même,    on   par- 
viendra à  une  opinion  incompatible  avec  lavis  de  lauteur.^ 

*  Par  le  calcul  des  quantités  qu'pn  a  désignées  dans  le  chap.  III  par  ;r,  et  ç,  on 
a  trouvé,  en  empruntant  au  mémoire  de  M.  Stockwell  les  formules 


ces 
sin 


TT.    = 


[00173974   0.0161491     O.OI5I823     0.0125684   0.0053002    0.0024585   0.0005794  0.0000136"! 
50°i6'25"    io°i9'32"      20°29'5i"     48°2o'34"    15^25'  o"      62°23'3i"        7°34'37"      i°42'47''  \(t), 
13445    2      28    855      19839    9     32915    ï      872813      1275654      105    659     675642  J 


où    l'unité    du    tempe,    qu'on    compte 
nombres  suivants: 


à  partir  de  l'époque  1 850.0,  est  dix  mille  ans,  les 


K^ 

oques 

^i 

? 

— 

loT 

69°3o'.2 

0.019509 

0 

100  21  .7 

0.016771 

+ 

loT 

136  0.9 

0.01 1335 

+ 

2or 

190  I  .0 

0.005428 

+ 

22T 

208  44-3 

0.004470 

+ 

24T 

232  46  .3 

0003838 

+ 

26T 

260  29  .1 

0.003696 

+ 

2ST 

286  31  .3 

0.004072 

+ 

30T 

307  16  .7 

0.004816 

+ 

32T 

323  iS-3 

0.005757 

+ 

40T 

364  II  .6 

0.009764 

+ 

SoT 

390  21 .5 

0.0 1 2081 

+ 

60T 

425  46  .8 

0.014354 

+ 

70T 

445  53 .6 

0.013058 

+ 

SoT 

453  19.3 

0.010855 

+ 

S4T 

451  30.4 

0.010389 

+ 

S6T 

449  50  .4 

0.010367 

+  N 

SST 

448  5-2 

0.0105 15 

+ 

90T 

446  25.1 

0.010836 

+ 

looT 

446  8.8 

0.014566 

-f 

130T 

498  12.7 

0.027424 

+ 

iSoT 

537  58  .4 

0.028590 

+ 

Î70T 

57038.6 

0.025428 

+ 

190T 

594  16.5 

0.023194 

Dans  la  première  colonne  de  ce  tableau,  on  a  désigné  par  T  un  intervalle  de 
miHe  ans.  Or,  le  temps  étant  compté  à  partir  de  l'an  1850,  loT,  par  exemple,  signifie 
l'époque  I1850. 

On  conclut  par  les  nombres  signalés  que  la  fonction  7^^  est  soumise  à  une  variation 
séculaire;  il  s'ensuit  qu'elle  renferme,  nécessairement,  im  terme  non  périodique,  terme  qui 
dans  le  cas  actuel  ne  peut  être  autre  chose  qu'une  constante  multipliée  par  le  temps. 
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Mais,  bien  que  les  périhélies  et  les  noeuds  soient  généralement  affectés 
de  mouvements  moyens,  ces  mouvements  n'apparaîtrons  pas  toujours  dans 
les  arguments  des  divers  termes  entrant  dans  les  expressions  des  coor- 
données. En  effet,  dans  le  troisième  cas,  aucun  argument  des  termes  de 
la  fonction  p  ne  sera  isocinétique  avec  la  longitude  du  périhélie,  et  le 
mouvement  de  cette  longitude  ne  figure  pas  non  plus  comme  argument  dans 
les  expressions  de  7^""  et  de  îy**e'"^  ,  n  étant  un  nombre  entier  quelconque. 
Pour  s'en  convaincre,  on  remarquera  que  les  formules  du  chap.  III  restent 
en  vigueur  lorsqu'on  y  met  o  au  lieu  de  c  et  en  même  temps,  B  au  lieu 
de  r.  Que  ces  remplacements  soient  permis,  cela  sentend  parce  qu'un 
changement  de  c  sera  compensé  par  une  modification  convenable  de  la 
fonction  ;r,  et  qu'il  en  sera  de  même  relativement  à  la  constante  T.  On 
pourra  donc  mettre: 

Mais  puisqu'on  a,  jce  qui  est  immédiatement  clair  en  vertu  des  équa- 
tions (i6): 


{ 


X  X 

'*'«  '*'/» 


B.         B, 


[: 


X, 


—  5.    —B„ 


] 
] 


(«), 


il  sera  aisé  de  conclure  la  vérité  de  ce  que  nous  venons  d'énoncer. 

On  peut  ainsi,  même  dans  le  troisième  cas,  ijtiliser  les  formules  du 
chap.  III,  bien  qu'elles  semblent  de  prime  abord  dépendre  d'un  argument 
qui  disparaîtra  finalement  des  formules. 

En  conservant  la  notation 

(o  =  c{v  —  A)  +  r, 

on  l'emploiera  inaltérée  dans  le  premier  cas;  dans  le  deuxième,  on  changera 
C  en  a^  et  /'  en  J5„.  Dans  le  troisième  cas  finalement,  on  mettra  (t  à  la 
place  de  c  et  iî  au  lieu  de  F .  Dans  les  deux  premiers  cas,  l'argument 
(i)  est  isocinétique  avec  un  argument  se  trouvant  déjà  dans  l'expression 
primitive  de  /?,  mais  dans  le  troisième  cas,  aucun  des  arguments  d'où  dépend 
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la  fonction  p ,  n'est  isocinétique  avec  w .     Donc,  dans  ce  cas,  un  argument 
astronomiquQ  est  remplacé  par  un  argument  non-astronomique. 

Cependant,  on  pourrait  aborder  le  problème  de  trouver  la  relation 
entre  le  temps  et  la  longitude  dans  le  plan  instantané,  d  une  autre  manière 
que  celle  employée  dans  le  chap.  III:  on  pourrait,  en  efEet,  déjà  dans 
l'équation  (43)  du  chap.  I,  supprimer  la  quantité  c,  de  sorte  que  le  facteur 
de  V  serait  devenu  égal  à  Tunité  au  lieu  de  i  —  c.  En  opérant  ainsi, 
on  obtiendrait,  au  lieu  des  formules  (19)  du  chap.  I,  les  suivantes: 


(18) 


^  =  ^  COS  ff  = 


h  = 


tj  sin  w 


[X  X, 

r  B, 

r  X  X^ 

s      c  er, 


■  m 


Ayant  déterminé  les  fonctions  tj  et  ;r  de  la  sorte,  on  aurait  trouvé 
un  résultat  relativement  à  rj  identique  avec  celui  qui  découle  des  équations 
(19)  du  chap.  I;  mais  quant  à  Fangle  ;r,  en  le  tirant  des  équations  (i8j, 
on  ne  le  trouverait  plus  exprimé  par  un  agrégat  périodique,  mais  bien  par 
im  tel  agrégat  augmenté  d'un  terme  de  nature  séculaire.  Langle  ;r,  dé- 
terminé de  la  sorte,  serait,  en  effet,  identique  avec  la  longitude  vraie  du 
périhélie,  longitude  que  nous  avons  désignée  (p.    106)  par  n^. 

On  pourrait  donc  penser  être  parvenu  aux  formules  les  plus  simples, 
en  adoptant  le  système  (18)  avec  toutes  ses  conséquences,  mais  en  faisant 
un  examen  comparatif  des  deux  systèmes,  les  équations  (18)  et  les  équations 
(19)  du  chap.  I,  on  se  convaincra  que  les  variations  des  fonctions  ^f  et  A, 
celles-ci  déterminées  par  les  équations  (19)  du  chap.  I,  sont,  dans  le  pre- 
mier cas,  et  même  dans  le  second  en  y  changeant  c  en  <r^,  moins  sensibles 
que  celles  des  dites  fonctions  déterminées  par  les  équations  (18),  naguère 
mises  en  évidence.  Ainsi,  en  employant  les  formules  du  chap.  III,  où 
Ton  a  partout  supposé  les  fonctions  dont  il  est  question  déterminées  en 
vertu  des  équations  (19)  du  chap.  I,  on  fondera  les  recherches  suivantes 
sur  des  expressions  où  les  quantités  considérées  d  abord  comme  constantes 
dans  les  intégrations  par  parties,  sont  soumises  aux  plus  petites  variations 
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possibles.     C'est   pour   cette   raison    qu'on   a   jugé   convenable  d'adopter  la 
forme  indiquée  pour  les  fonctions  dont  il  s'agit. 

En  opérant  de  cette  manière,  on  réduira  la  fonction  X,  déterminée 
par  l'équation  (13)  du  chap.  précédent,  à  son  minimum,  mais  on  gagnera 
encore  l'avantage  de  rendre  certaines  approximations,  dans  ce  qui  va  suivre, 
aussi  rapides  que  possible.  Dans  le  troisième  cas,  cependant,  la  manière  de 
définir  les  fonctions  g  et  h  que  nous  avons  mise  en  usage  par  les  équations 
(16),  ne  remportera  pas  essentiellement  sur  celle  où  l'on  a  supposé  ces  fonc- 
tions déterminées  en  vertu  des  équations  (18).  On  pourra  néanmoins,  même 
dans  le  troisième  cas,  employer  Téquation  (43)  du  chap.  I,  en  y  remplaçant 
C  par  (T  et  r  par  J5,  mais  alors  il  ne  faut  pas  oublier  que  les  fonctions 
7j  cos  {tt  —  B)  et  7j  sin  {tt  —  B)  sont  déterminées  au  moyen  des  équations 
(16),  c'est-à-dire,  par  des  agrégats  périodiques  sans  terme  constant. 

37.  Il  serait  de  quelque  intérêt  d'introduire,  dans  l'équation  (43)  du 
chap.  I  ainsi  que  dans  l'équation  (i)  du  chap.  III,  au  lieu  des  fonctions 
g  et  h  leurs  valeurs  moyennes;  on  aurait  ainsi  une  courbe  périplégmatique 
en  quelque  sorte  une  courbe  moyenne  représentant  l'infinité  des  spires  de  la 
courbe  effective.     Cherchons  à  déterminer  ces  valeurs. 

Dans  ce  but,  examinons  ce  que  devient  la  valeur  moyenne  d'un 
agrégat  périodique,  en  formant  cette  moyenne  d'une  infinité  de  valeurs 
particulières. 

En  considérant  les  inégalités 

—  I  <    fcosxdx  <  I,  —  I  <fsmxdx<  i, 

0  0 

et  que  la  valeur  moyenne   de  l'agrégat  périodique   A,  entre  les  limites  o 
et  m,  est  donnée  par  l'expression 


m 


0 


on  comprendra  aisément  que  la  valeur  dont  il  s'agit  tend  à  décroître  au 
fur  et  à  mesure  que  m  augmente.  Il  s'ensuit  que  la  valeur  moyenne 
d'une  infinité  de  valeurs  particulières  de  A,  calculées  avec  des  valeurs 
équidistantes   de  la   variable  indépendante,  est  égale  à  zéro.     Il  est  inutile 
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d'ajouter  qu'on  a  présumé  l'intégrale  indéterminée  jAdv  exprimée  par  un 
nombre  fini  de  termes  ou  bien  par  une  série  uniformément  convergente. 

Maintenant,  si  nous  ne  considérons  que  les  deux  premiers  des  cas  in- 
diqués vers  la  fin  du  n°  33,  nous  concluons,  en  vertu  du  théorème  énoncé 
tout  à  l'heure,  que  la  valeur  moyenne  de  tj  cos  (;r  —  F)  est  égale  à  x  et 
celle  de  tj  sin  [7:  —  f),  égale  à  zéro.  Dans  le  deuxième  cas,  il  faut  changer 
X  en  Xn  et  F  en  jB„. 

La  valeur  moyenne  de  rj^^  que  nous  allons  désigner  par  yjl,  n'est  pas 
égale  à  x^y  mais  bien  donnée  au  moyen  de  la  formule 

(19)  yj\  =  x'  +  x\  +  A  +  --; 

cependant,  puisque  le  module  x  (ou  bien,  dans  le  second  cas,  le  coefficient 
x^  est  plus  grand  que  la  somme  des  autres  coefficients  diastématiques,  le 
carré  de  x  est  à  fortiori  plus  grand  que  la  somme  des  carrés  des  autres 
coefficients.  Il  s'ensuit  que  la  partie  prépondérante  de  tj^  e^  égale  à  x^^ 
de  sorte  qu'on  pourra,  lorsqu'il  ne  s'agit  que  d'une  exactitude  limitée, 
mettre  x^  à  la  place  de  tjI, 

Cela  étant,  si  l'on  introduit,  dans  l'équation  (43)  du  chap.  I,  au  lieu 
de  yj^j  îycos(;r—  F)  et  7j^m{n — /'),  leurs  valeurs  moyennes  indiquées 
ci-dessus,  on  arrivera  à  l'équation 


I  +  ;f  cos  ((  I  —  ç)  V  —  T)  ' 

c'est  précisément  l'équation  de  la  courbe  périplématique  qu*on  a  considérée 
dans  le  n°  4. 

Cette  courbe,  ayant  été  employée  déjà  par  Clairaut  comme  une  sorte 
d'orbite  intermédiaire  de  la  lune,  je  la  nommerai  courbe  de  Clairaut.  Elle 
n'approche  pas,  il  est  vrai,  assez  de  la  trajectoire  de  cet  astre  pour  être 
adoptée  définitivement  à  cette  fin,  et  en  conséquence,  elle  ne  sera  pas 
d'une  importance  particulière  comme  orbite  intermédiaire,  mais  elle  nous 
sera  toutefois  utile,  lorsqu'il  s'agit  d'évaluer,  moyennant  des  approxi- 
mations successives,  la  longitude  d'une  planète  dans  son  plan  instantané. 
En    effet,    ayant   calculé,    pour   le   temps    r — r^,^   la  valeur  de  /*  d'après 

*  On  doit  s'imaginer  la  variable  C  du  chapitre  III  identifiée  avec  r. 
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les  formules  du  n"^  4,  on  trouve  la  longitude  demandée  en  vertu  de  lex- 
pression 

I  —Q 

valeur  avec  laquelle  on  passera  aux  approximations  suivantes. 

Dans  le  troisième  cas,  les  valeurs  moyennes  des  fonctions  îy  cos  (;r — B) 
et  yj  sin  [tc  —  B)  sont,  toutes  les  deux,  égalées  à  zéro,  vu  que  ces  fonctions 
s  expriment  au  moyen  dagrégats  périodiques  sans  terme  constant.  Mais 
avec  ces  résultats,  la  courbe  de  Clairaut  devient  tout  simplement  un  cercle, 
ce   qui   nous   indique    qu  on    doit,    dans  le  cas  envisagé,  égaler  l'angle  f  à 

(i-c)a'^(r-rj. 

Etant    ainsi    arrivé    à   une   valeur  approchée  de  la  longitude  v,  dont 

Terreur   sera,    dans   les    deux  premiers  cas,  inférieure  à  +  - ,  mais  dans  le 

troisième  cas  n'excédera  pas  les  limites  +7r,  on  aura,  moyennant  une 
approximation  nouvelle,  une  valeur  de  v  très  approchée  de  sa  vraie  valeur. 
Pour  élucider  la  portée  de  cette  nouvelle  approximation,  mettons 

V  ^  V^   +   ÙlV, 

Vç^  étant  la  valeur  préalable  de  v. 

En  introduisant,  dans  les  équations  (19)  du  chap.  I,  cette  expression 
de  V,  et  en  développant  suivant  les  puissances  de  At?,  il  en  résultera: 

71  cos  (;r  —  r)  =  X  +  C[;r,    C  —  ^,    F—  B;\{v^) 


(20) 


A^s.[;.,(c-^,)  c-^,  r-B,]K)-. 


sin 


(;r_r)  =  -S[z.    c-c,    r-B.]{v,) 


^G[x„{ç-<r,)    ç-a.    r-5JK)  + 


Dans  ces  développements,  qui  dans  le  premier  cas  donnent  immédiate- 
ment les  valeurs  de  ly  et  ;r,  qn  doit  remplacer  x  par  x„,  c  par  a^  et  F 
par  B„  pour  avoir  les  formules  applicables  au  second  cas.  Dans  le  troisième 
cas  finalement,  on  déduit  des  équations  (  1 6)  les  développements  que  voici  : 
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r   .         ,,  I 

r   X  ..  q 

y-B    B,-B    ...J 

p(c— ^)  x,{(T,  —  a)   ,  r\ 

+  ^g\     ,-a        a,-a       ...     (.J-.... 
Lr-B      B,-B      ...J 

De  ces  expressions,  on  comprend  aisément  que  Terreur  quon  commet 
en  négligeant  d  abord  l'incrément  Ar,  est  toujours  une  petite  quantité  du 
même  ordre  que  les  vitesses  c,  ^,  ,  ^2 1  •  •  .  •  En  conséquence,  les  valeurs 
des  fonctions  rj  et  tt  qu'on  obtient  de  la  sorte  ne  diffèrent  des  valeurs 
exactes  que  de  quantités  de  Tordre  signalé. 

Si  Ton  établit,  avec  les  valeurs  ainsi  obtenues,  une  nouvelle  courbe  de 
Clairaut,  on  en  obtiendra  une  nouvelle  valeur  de  t;,  dont  Terreur  sera  une 
quantité  du  même  ordre  que  les  vitesses  ç,  ^r,  ,  .  .  .  . 

Dans  la  troisième  approximation,  on  se  procurera  une  valeur  approxima- 
tive de  la  fonction  X,  ainsi  que  de  nouvelles  valeurs  des  fonctions  tj  et  r, 
après  quoi  on  obtiendra  Targument  G  tellement  approché  de  sa  vraie  valeur 
que  Terreur  commise  sera  une  quantité  du  second  ordre  par  rapport  aux 
vitesses  C,  ^,  ,  •  •  .  .  S'il  était  nécessaire,  on  pourrait  renouveller  les  opéra- 
tions indiquées,  et  on  arriverait  finalement,  par  cette  voie,  à  des  valeurs  de 
la  longitude  v  et  des  fonctions  îy  et  r,  si  exactes  qu'on  voudra. 

38.  Si  la  valeur  de  Tangle  v  est  donnée,  celles  des  fonctions  /cos(i2 — 0) 
et  Jsin(i2  —  0)  s'obtiennent  sans  aucune  difficulté.  On  y  arrive  en  intro- 
duisant, dans  les  formules  (48)  du  chap.  IT,  la  valeur  de  v.     Mais  il  faut 

Traité  des  orbites  absolues.  17 
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toutefois  se  rappeler  que  Ténoncé  se  divise  en  trois  cas  distincts,  selon  ce^ 
que  nous  venons  de  dire  dans  le  n**  33. 

Dans  le  premier  cas,  on  emploiera  les  formules  citées  sans  aucune 
modification,  mais  dans  le  second  cas,  on  y  changera  t  en  t^,  T  en  r„  et  6 
en  5„,  t^  étant  le  plus  grand  des  coefficients  anastématiques,  le  module  y 
compris.  Dans  le  troisième  cas  finalement,  on  cherchera  d'abord,  d'après 
les  règles  du  n°  35,  la  valeur  du  mouvement  moyen  du  noeud.  Avec 
cette  valeur,  on  formera  de  nouveaux  agrégats  périodiques,  tout  en  analogie 
avec  les  agrégats  (16),  et  on  déterminera  finalement  les  fonctions  J  et  i2, 
dont  la  dernière  restera  alors  comprise  entre  dès  limites  données.  H  ne 
sera  pas,  cependant,  nécessaire  de  mettre  en  évidence,  dans  notre  troisième 
cas,  la  vitesse  moyenne  du  noeud,  vu  qu  elle  disparaîtra  finalement  des  for- 
mules; on  pourrait,  au  contraire,  opérer  de  la  manière  qu'on  a  expliquée 
dans  le  n°  37,  en  établissant  des  équations  tout  à  fait  analogues  aux  équa- 
tions (18).  Les  valeurs  de  la  fonction  i2,  évaluées  au  moyen  de  ces  équa- 
tions, augmentent  hors  de  toute  limite,  et  on  aura,  au  lieu  de  Téquation 
(29)  du  chap.  III,  celle-ci: 

i9,  =  fi. 

Quant  aux  expressions  de  la  longitude  du  noeud  moyen  dans  les  trois 
cas,  on  maintiendra,  dans  le  premier  cas,  la  formule  (27)  du  chap.  III; 
dans  le  second  cas,  on  aura: 

et  dans  le  troisième: 

,9  =  _  â{v  —  /l)  +  5, 

d  étant  le  moyen  mouvement  du  noeud,  si  celui  du  mobile  est  égal  à 
Tunité,  et  5,  langle  constant,  déterminé  de  la  manière  qu'on  a  expliquée 
dans  le  n*^  35.  Qu'on  se  rappelle  quen  vertu  des  équations  (35)  du  chap. 
III  les  angles  ê^  et  0  sont  isocinétiques,  d'où  il  s'ensuit  qu'il  en  sera  de 
môme  quant  aux  angles  â  et  0. 

39.  Les  quantités  constantes  que  nous  avons  considérées  comme  élé- 
ments d'une  orbite  absolue,  soit  parce  qu'elles  sont  supposées  introduites 
par  des  intégrations,  soit  parce  qu'elles  dérivent  algébriquement  d'éléments 
d'autres  orbites,  sont  des  éléments  absolus.    Par  cette  dénomination  j'entends 
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d'ailleurs  les  éléments  restant  absolument  invariables,  et  qui,  en  conséquence, 
acquerront  les  mêmes  valeurs,  si  on  les  détermine  au  mojen  d  observations 
faites  dans  un  temps  ou  dans  un  autre. 

Toutefois,  les  longitudes  moyennes  étant  soumises  aux  variations  dues 
aux  moyens  mouvements,  ne  sont  pas  des  quantités  invariables.  Aussi 
n  avons-nous  pas  pris  comme  éléments  les  longitudes  moyennes  à  des 
époques  quelconques;  ce  sont  les  longitudes  absolues,  dont  nous  avons  fixé 
la  notion  dans  le  n®  33,  qui  sont  des  éléments  absolues  véritables,  dans 
le  sens  rigoureux  du  mot.  Donc,  tous  les  éléments  que  nous  venons  de 
faire  entrer  dans  les  formules  servant  à  détermintr,  moyennant  le  calcul, 
les  mouvements  dans  une  orbite  absolue,  sont  des  éléments  absolus. 

Dans  la  théorie  elliptique  des  planètes  au  contraire,  les  élénqents  sont 
des  quantités  variables,  savoir,  si  Ion  néglige  les  perturbations  périodiques, 
les  valeurs  des  fonctions  tj  ,  tt^  ,  i  et  0y  déterminées  pour  une  époque  quel- 
conque, et  encore,  le  demi  grand  àxe  de  Fellipse  variable  et  la  longitude 
moyenne  elliptique  à  Tépoque.  On  comprend  par  là,  et  par  ce  qui  précède, 
que  les  différences  entre  les  éléments  •  absolues  et  les  éléments  elliptiques 
à  diverses  époques  puissent  être  assez  considérables.  Cependant,  une  excep- 
tion existe.  En  effet,  si  Ton  considère  un  système  d'éléments  elliptiques 
comme  étant  des  éléments  soi-disant  moyens,  le  moyen  mouvement  doit 
être  identique  avec  le  moyen  mouvement  employé  coiftne  élément  absolu, 
et  par  conséquent,  la  valeur  du  demi  grand  axe  doit  sapprocher  sensible- 
ment de  la  valeur  du  protomètre.  En  appliquant  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  arbitraires,  on  n  a  toutefois  pas  réussi  à  mettre  hors  de 
doute  l'invariabilité  de  cet  élément  moyen;  le  contraire  paraît  même  pro- 
bable. Pour  plus  de  détails  relativement  à  ce  point,  il  suffit  de  renvoyer 
le  lecteur  à  ce  que  dit  M.  Tisserand  dans  son  Traité  de  la  mécanique 
céleste^  T.  I,  p.  402. 

Déjà  par  les  recherches  de  Lagrange  et  de  Laplace,  on  est  convaincu 
que  les  coefficients  diastématiques  et  les  coefficients  anastématiques,  les  mo- 
dules y  compris,  sont  des  quantités  assez  petites.  A  un  pareil  résultat  sont 
aussi  parvenus,  plusieurs  savants  postérieurs,  à  ne  citer  que  Le  Verrier 
et  Stockwell.  Cependant,  les  méthodes  suivant  lesquelles  les  coefficients 
mentionnés  ont  été  calculés,  n'étant  pas  exemptes  d'objections,  il  ne  parait 
pas  convenable  de  fonder,  sur  l'hypothèse  que  le  résultat  obtenu  soit 
aussi    le    résultat    définitif,    les    développements    des    forces   attirantes,  dc- 
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veloppements  dont  nous  allons  nous  occuper  dans  les  livres  prochains. 
Mais   ce    qu'on    pourra   admettre   sans  aucune  .hésitation  lorsqu'il  s'agit  des 

planètes  principales,  c'est  que  les  fonctions  /?,  -i^,  j  et  -i^  restent,  pendant 

un  grand  nombre  de  révolutions,  des  quantités  assez  petites.  Une  telle 
hypothèse  est,  en  effet,  incontestable  en  vertu  des  données  qu'on  a  obtenues 
au  moyen  des  observations  astronomiques.  A  cette  hypothèse,  je  vais 
joindre  une  autre,  aussi  confirmée  par  les  observations,  savoir  que  les  valeurs 

de  la  fonction  -y-|  soient  très  petites  pendant  un  long  intervalle  du  temps, 
la  fonction    -~  étant  donnée  par  l'équation  (i)  du  chap.  III. 
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Relations  entre  les  arguments  appartenant  à  deux  Planètes. 

Les  valeurs  des  coordonnées  d'un  astre/  calculées  en  supposant  qu'il 
se  meuve  dans  une  orbite  absolue,  ne  sont  pas  identiques  avec  ses  coor- 
données vraies.  Il  faut,  en  effet,  ppur  en  avoir  les  valeurs  exactes,  ajouter 
à  celles-là  des  corrections  de  Tordre  des  forces  troublantes,  corrections  qui 
dépendent,  au  moins  quant  à  leur  plus  grande  partie,  des  configurations 
des  planètes.  Ces  corrections,  étant  exprimées,  on  peut  le  dire  presque 
sans  exceptions,  par  des  termes  trigonométriques,  on  les  nomme  inégalités 
périodiques  ou  tout  simplement  inégalités.  On  les  obtient  par  le  calcul 
des  attractions  des  diverses  planètes,  ce  qui  nous  impose  le  problème  dex- 
primer,  au  moyen  de  formules  algébriques,  les  forces  attirantes,  lorsque 
nous  supposons  que  l'action  mutuelle  des  astres  se  fasse  selon  la  loie  new- 
tonienne.  Pour  s  acquitter  de  cette  tâche,  il  y  a  quelques  préparations 
à  faire. 

D  abord,  les  formules  dont  il  s'agit  faisant  partie  de  certaines  équa- 
tions différentielles,  il  convient  de  leur  donner  une  forme  convenable  pour 
rendre  les  intégrations  demandées  les  plus  aisées  possibles.  Dans  ce  but,  on 
essayera  d  exprimer,  moyennant  une  seule  variable,  tous  les  arguments  d'où 
dépendent,  dès  l'origine,  les  expressions  des  forces,  problème  dont  la  résolu- 
tion n'est  pas  difficile,  mais  qui  amène  des  développements  assez  laborieux. 

Les  questions  dont  il  s'agit  se  divisent  cependant  en  deux  groupes: 
1°  Etudes  sur  les  relations  entre  des  arguments  diastématiques  appartenant 
à  deux  planètes;  2°  Eecherches  sur  les  diverses  manières  d'exprimer  les 
cosinus  des  multiples  de  l'angle  entre  les  rayons  vecteurs  simultanés  des 
deux  planètes. 
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On  va  traiter  ces  deux  questions  dans  le  livre  présent,  et  on  va  y 
ajouter  certains  systèmes  de  fonnules  dont  on  fera  usage  lorsqu'il  sagit 
d  exprimer  les  forces  au  moyen  de  développements  trigonométriques . 


CHAPITKE   I. 
Relations  entre  les  arguments  diastématiques  de  detix  planètes. 

40.     La   différence   entre    le    temps   t  et  la  fonction  C  étant  désignée 
par  T  de  façon  qu'on  ait: 

la  fonction  T  déterminée  de  la  sorte  sera  appelée  réduction  du  temps  et  la 
fonction  C,  temps  réduit. 

En  désignant  par  C  et  T  deux  fonctions,  analogues  aux  précédentes 
et  appartenant  à  une  seconde  planète,  on  aura: 

t  =  C'  +  T; 
et,  en  égalant  les  deux  expressions  de  t,  on  obtiendra: 

/:=/:' +  T  — T. 

Ensuite,    si    Ion    désigne    par   n   et   n'    les  moyens  mouvements  des  deux 
planètes,  et  que  Ton  mette: 


a  =  —  , 

^        n 

l'équation  obtenue  peut  s'écrire: 

(0                         <=i(«'C'  +  «'r)- 

■nT. 

Reprenons  maintenant  l'équation   (10)   du  n**    26;   introduisons-y  l'ex- 
pression de  ;/C,  et  désignons  par  G',  F',  E',  X\  ...  les  quantités  analogues 
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a    G  ,  F  ,  .  .  .    maïs    appartenant   à  la  seconde  planète:  alors,  il  sera  facile 
d'établir  Téquation  que  voici: 

G  +  ;r  =  (1  -  ç)(^^{nT  +  n'T)  -  nT  +  X  +  j^^, 
ou  bien  la  suivante: 
(2)  G  +  ;r-yl=^-J^(G'  +  ;r'-yl') 

+  (i-c)(X-nr-i(X'-n'r}), 

Pour  abréger  l'écriture  de  nos  formules,  nous  admettons  les  notations: 


(3) 


(4) 


I  —  ç  .  ,         I  I  —  ç 

j,=  ^(r-A)-{r-A');         Tj'  =  ^'(r-A')-{r-A), 

V  =  {i-<:'MnT-X)-{n'T-X');  U'  =  (i-c)["^(n'r-X')-(nr-Z)[, 

V  =  ^(t;  —  û>)  +  L;  V'  =  f{v'  —  a)')  +  L', 
notatiol]S  qui  entndnent  les  relations 

jpjj'  =  I  ; 

L  =  — ^L';  L'  =  — ^'L, 

[    U  =  — fU';         U'  =  — jp'U. 

Avec  ces  notations,  l'équation  (2)  s'écrit  de  la  manière  suivante: 

(5)  G  +  ;r  _  /i  =  jp'(G'  +  ;r'  —  A')  +  U', 

d'où  l'on  tire,  en  la  multipliant  par  js  et  en  ayant  égard  aux  relations  (4): 

(5')  G'  +  s'  —  /l'  =  f  (G  +  ;r  —  /l)  +  U. 

Des  résultats  obtenus,  on  déduit  facilement  quelques  autres,  non  moins 
symétriques.     En  effet,  puisqu'on  a: 

G  +  ;r—  /f  =  G  +  ff—  /•+  {F—  A) 

=  G  +  a-—  r  -f-  0'{/"  —  A')  —  L', 
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et  de  même: 

G'  +  ^'  —  /l'  =  G'  +  ^  —  T'  +  (p{r—  A)  —  L, 

on  obtiendra,  en  vertu  des  équations  (5)  et  (5')  les  suivantes: 

(6)  G  +  ;r  —  r  =  j^'(G'+  r'—  F)  +  L'+  U', 

(6')  G'+  7:'—r=  j^(G  +  ;r— r)  +  L  +  U. 

Maintenant,  si  Ton  se  rappelle  les  équations  (9)  et  (10)  du  n**  26  et 
Téquation  (25)  du  n**  32,  on  parviendra  facilement  aux  résultats  que  voici: 

(7)  G  +  ^  —  r  =  t;  —  û>  +  (G  -  F), 
(7')                            G'+  7f—  r=  V'—.  û>'+  (G'—  F'), 

où  il  faut  remplacer  les  quantités  G  —  F  et  G'  —  F'  par  les  développements 

G  — F  =  jBiSinF  +  J?2sin2F  +  .  .  .  , 

'       G'— F'=  5;sinP+  J5isin2F'+  .  .  .  , 

les  B*^  étant  ce  que  deviennent  les  JB,  lorsqu'on  y  change  17  en  ly'. 

En  introduisant  les  valeurs   (7)  et  (7')  dans  les  équations  (6)  et  (6'), 
on  obtient: 

(8)  G  +  ;r—  r  =  (p'\v'  —  û>'  +  G'  —  F'}  +  L'  +  U' 

=  V  +  ip'{(^'  —  F')  +  U', 
et  de  même: 

(8')  G'  +  ;r'  — r'  =  V  + jj(G  — F)  + U. 

Cela   étant,   si   l'on   porte,    dans   l'équation   (20)  du  n"  30,  la  valeur 

on  aura  un  résultat  qui  peut  s'écrire  de  la  manière  suivante: 
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OU  Ton  a  mis  en  évidence  la  fonction  diastématique  îy,  qui  figure  comme 
variable  indépendante  dans  les  expressions  des  XJ^"*^;  et,  si  Ion  changeait  v 
en  v\  û>  en  û>',  .  .  .  ,  on  trouverait  le  résultat  analogue 

(9')    •  g^mc'—')  ^  x^^\7j')e''^^'''-^'^'^^^  + 

Finalement,  en  remplaçant  les  angles  G  +  ;r —  Fet  Q'  +  ^r'  —  JT' 
par  leurs  valeurs  données  au  moyen  des  formules  (8)  et  (8'),  on  arrivera 
aux  relations  cherchées  entre  les  angles  v  —  w  et  v'  —  w'. 

4 1 .  Avant  d'effectuer  les  substitutions  indiquées,  il  convient  de  cher- 
cher de  nouvelles  relations  entre  les  arguments  dont  il  s'agit.  D  abord, 
admettons  la  notation 

(10)  H  =  F  —  G'  —  jr(F  —  G), 
en  sorte  que  nous  ayons: 

H  =  ^\B,  sinF  +  B,  sin  2F  +  .  .  . } 

—  B[  sinF—  B;  sin  2F'— 

La  fonction  H,  s  écrivant,  par  la  définition,  ainsi: 

H  =  jr(G  +  ;r)  —  (G'  +  tt')  —  f  (F  +  ;r)  +  F  +  ;r', 
on  obtient,  en  vertu  de  la  relation 

G  +  ;r  =  ^XG'  +  t:')  +  A  —  if'N  +  U', 
qui  découle  immédiatement  de  Féquation  (5),  le  résultat 

(11)  H  =  —  ^(F  +  ;r)  +  F  +  ;r'  +  f^yl  — /!'  — U. 
Ensuite,  si  Ion  admet  encore  la  notation 

(lo')  H'  =  F  —  G  —  j^'(F'  —  G'), 

on  parviendra  de  même  à  l'expression 

(1 1')  H'  =  —  ^'(F  +  ;r')  +  F  +  TT  +  ip'M  —  A  —  \]\ 

Evidemment,  les  fonctions  H  et  H'  sont  liées  entre  elles  par  les  relations 

(12)  H  =  — j^H';         H'  =  — î^'H. 

TrijàU  in  orbiteM  absolues.  18 
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Les  relations  entre  les  arguments  diastématiques  que  nous  venons 
d'établir  au  moyen  des  équations  (ii)  et  (ii')>  i^ous  rendront  des  services 
importants  dans  la  suite.  Nous  les  employerons,  cependant,  sous  une  forme, 
un  peu  différente.     Pour  y  parvenir  considérons  les  valeurs 

F  +  ;r~  yl  =  (i  —  c)(t^  —  /l);         F  +  ;r'  —  /l'  =  (i  —  (^){v'  —  A\ 

qui    découlent    immédiatement    de    Téquation    (25)    du    n°  32;  en  les  in- 
troduisant  dans    les    équations    (11)   et  (n'))  i^^us  arriverons  aux  résultats 

(13)  ^  v'—A  =  ix{v  —  A)+^^ 


(130  v-A=Uv^-A)^^^ 


Q 
H'  +  U' 


On  a  ainsi  obtenu  des  relations  très  simples  entre  les  longitudes  simul- 
tanées de  deux  planètes.  Maintenant,  pour  obtenir  de  pareilles  relations 
entre  les  longitudes  w  et  w'  des  périhélies  moyens,  il  ne  faut  que  se 
rappeler  les  formules 

C(v  _  /l)  =  tt,  —  T;         c'(v'  —  A)  =  0)'—  r; 

en  multipliant  Téquation  (13)  par  ç'  et,  l'équation  (13')  par  ç,  on  obtient 
alors: 

Ici,  on  peut  encore  remarquer  les  relations 

V'—  to'—  A'  -{•  r  =  Jv  —  A  —^{<o  —  r)\  +  K  +  u, 
v  —  û>  —  /H-r  =  -  (v'—  A'—  ^  {(o'—  r)]  +  H'  +  U' 

et  aussi  les  suivantes 

v'—  a)'—  A'-\-  r'=fi{i  —  <^){v  —  /l)  +  H  +  U, 
î>  —  û>  —  /l  +  r  =  -(i—  ç){v'  —  A')  +  H'  -{-  U', 

qui  remplacent,  toutes  les  quatres,  les  équations  (11)  et  (n') 
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Au  moyen  des  relations  signalées,  on  parvient  à  exprimer  les  argu- 
ments V  et  V  par  les  formules 

(15)  V  =  t;'  —  û>'  —  H  —  U;         V  =  t;  —  û>  —  H'  —  U'. 

On  voit,  puisque  les  fonctions  H  ,  U  ,  H'  et  U'  sont  exprimées  au  moyen 
d agrégats  périodiques,  que  l'argument  V  est  isocinétique  avec  lai^ument 
diastéraatique  de  la  seconde  planète,  tandis  que  V  est  isocinétique  avec 
celui  de  la  première. 

Par  des  procédés,  entièrement  analogues  »  avec  ceux  par  lesquels  nous 
sommes  parvenus  aux  équations  (14)  et  (i4')i  i^ous  obtenons  aussi  les  re- 
lations suivantes  entre  les  fonctions  #  et  #': 


(16)  #'—  0'  =  [x\{»  —  0)  —  r' 


H  +  U 


(16O  #_0=ll(#'_0')_r  îil±i^'. 

42.  Revenons  maintenant  au  développement  (9),  et  introduisons-y  la 
valeur  de  Ttogle  G -f  tt — F  selon  Féquation  (8).  De  la  sorte,  nous 
aurons  immédiatement: 

(17)  e<~<--«>  =       xi"'>(i7)e*~f^+^'<^'-^^+^'J 

I    jf(m)/   NgidH+DCV'+fW-n+irj-K^-r) 

I      Jf(m)/     \^<(«-l)[V'+f'(G'-r)+UJ+<(«^-n 
+   X<«)(o2)  e*(«+«HV+y'{Q'-F')+U'J-2i(ir-/') 

+    ... 

et  de  même: 

(17')  g<m(r'-c«')   ^  X(^m)^3y')gMV+f(0-F)+rj 

+   .... 

Or,  en  se  rappelant  le  développement  (17)  du  chap.  m,  et  en  y 
mettant,  au  lieu  de  A,  les  valeurs  m(p',  (m  +  i)f'  .  .  .  ,  il  sera  facile  d'ex- 
primer les  fonctions  6*'^'~~^  et  e*""^'"*"'^  au  moyen  de  termes  trigonométriques 
dépendant,  dans  le  premier  cas,  des  arguments  v'  —  û>'  et  V,  et  dans  lautre, 
des  arguments  v  —  û>  et  V. 
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Dans  ce  but,  admettons  les  notations 
(  i  8)  .      /7„,„,,  =  jf(;»)(^.),*(™+...(o-F,-.M-'-/") , 

(i8')  /7;„+^  =  x(""(5y)e'('»+''>'''<«'-*->-"'<''-''>, 

ce  qui  nous  permet  d'écrire: 

(19)  e'-c-)  =  //,;.„e"»(^+^''  +  /Z^.^../-^'^^'^"'  +  .  .  . 

+  //;..-,  e'^-'^'"-^"'  +  .  .  •  , 
(19')  e'-'t'-")  =  //„.„e""(^+^)  +  .  •  • . 

Posons  ensuite: 

(20)  2r'"'+''(57  ,  :y')  =  ^"'X?)  I'^-"'"'^'?')  e-"'<'''-'"'-«''-''', 

(20')  i:r''""'(?' ,  ?)  =  ^^(57')  ri'-+''"^'(5y)e-"<'-''>-W"'-''>, 

et  maintenant,  les  fonctions  //„,„+^  et  n^,„+n  s'exprimeront  au  moyen  des 
formules 

Ayant   égard   aux  formules  (19)  et  (21)  du  chap.  III,  on  parviendra 
finalement  aux  expressions  suivantes  donnant  les  fonctions  2": 

(22,  a)     2T'"*+''(î7 ,  73')  =  (—  iye-''<"'-^''>-'*^^"-^'> 

T^V+4-y  V    T^V+îCy-l-î  7    7      T^V      ^v+4  7 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  II.  141 

(22, b)   ir'"-'^^) ?')  ==  (—  i)''i7^y''a--"^''-'*>+'''^'^-^> 

T^  Ç/t+4    «w  7      I^V+2    ^J'+î»  7    7        I^^M  *v+4  7 

(22, c)    i:!ir+'*(^, ly')  =  (—  i)''^'*^'^'^'^'-'*'^-^'^'^-''^ 

V  +  4*y  7    T^V+2»v  +  2  7    7      T^V      «y+4  7 

(22,  d)   2'T"''(57, 7')  =  (—  i)Y57"'«'"*'''~'''"^'"'*'~''* 

(22',a)  2'r'"+''(iy',  5y)  =  (—  i)':y'''^''g-^<«-0-/««'r'-r) 
(22', b)  IT''^-''{v',  v)  =  {—  \y-fj'>'-ffe-**^'-''^'^>'*^'-''^ 

T  V+4  *»  7     T  V+î  »»+î        7    7'*;»       *»+*        7 

(2  2',c)  2':";'"+%',  ly)  =  (—  i)»','A.^»'e'^('^-^W<(^-/-) 

T^V+4*v+4  7       r  V+2*v  7    7      ^  V    *»'+*  7 
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(22',d)  i:!lf-'*(î7',  yj)  =  {—  lyyj'^rj'é"'''-^'^^'''^^'-^'^ 

En  vertu  des  transformations  indiquées,  on  est  parvenu  à  exprimer 
les  fonctions  cos7;7(i;  —  œ)  et  sinm(i;  —  w)  par  les  arguments  V  et  v' — û>', 
ainsi  que  les  fonctions  cos?»(t;'  —  a>')  et  sinm(î;'  —  û>')  par  les  arguments  V 
et  V  —  û> ,  sauf  les  arguments  d  où  dépendent  les  fonctions  rje^^""'^  et 
^/g<(;r^-r)  Q^  |j^^  atteint,  on  pourrait  sen  contenter.  A  certains  égards 
toutefois,  il  pourrait  être  utile  d'avoir  mis  en  évidence  les  développements 
(19)  et  (i9')j  eii  y  supposant  des  valeurs  négatives  de  m,  ce  qui  revient  à 
avoir  formé  les  coefficients  des  développements 

(19")         e-''"^--)  =  y71,,__,e-''"<^'+^">  +  //l„,_„_i6-«'»+^x^'+^'>  +  .  .  . 

I     "— m,— m+1^  nr    '   '   '  y 

(19'")       g-«<»(»-")  =  /7_„,_„e-'"'<'+u)  +  .  _  . 
Evidemment,  si  l'on  admet: 

(21")      ^-«..-«+,  -  2',— -"•^"(7',  5?)  +  i:r'"'-"+''(V.  ?)e'*""'  +  •  ■  • 
(2 1  "')     /7i„._„+,  =  i;o-'---'''(57  ,>?')+•••, 

les  fonctions  2^-'».-'»+''  seront  données  moyennant  les  formules 

i;r'"'-'»+"('?'.  5?)  =  x;-">(7')7<'-'»+""f'(3y)e-"<-^--'"'-'"<'^'-'"'. 

En  considérant  toutefois  les  relations 
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on  mettra  immédiatement  les  formules  précédentes  sous  les  formes 

(20")       27'"'""^''(^ ,  i)  =  ^^-;(7)  rlr'*^^'X7')^"'"^"'"^''"'*'^"''^ 
(20'")       i;7"''""'^(7',  v)  =  ^^IW)  r«--^v)(,)e--"^-^)-/^'<-'-n^ 

d'où  l'on  tire,   en  les  comparant  avec  les  formules  (20)  et  (20'),  les  rela- 
tions suivantes 

(23')        ^r^'-'+'^Ciy',  ,y)6'"^--^+'»'<-'-^)  =  i;!lf-'*(î7',  ^)^-w(.-r)-;*«.-r) 

H  paraît  inutile  de  mettre  en  évidence  la  continuation  des  équations  (22), 
en  attribuant  des  valeurs  négatives  à  l'indice  m. 

43.  Dans  le  courant  du  calcul,  il  peut  se  montrer,  la  nécessité  de 
convertir  un  développement  suivant  les  multiples  des  arguments  v',  V  et 
ûi'  en  un  autre,  dépendant  des  arguments  v  ,  Y  et  w.  Voici  la  manière 
d'opérer  les  transformations  y  relatives. 

Prenons  pour  point  de  départ  l'équation 

(24)  e*««  =  e'^^G-D^iacr-G)^ 

a  étant  un  nombre  quelconque. 

En  désignant  par  A  le  produit  a^ ,  et  en  développant  les  deux  facteurs, 
dont  est  composé  le  second  membre  de  l'équation  précédente,  nous  aurons: 

Le  premier  des  facteurs  mis  en  évidence  s'écrit  ainsi: 
et  le  second,  en  vertu  de  Téquation  (8'),  de  la  manière  suivante: 
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donc,  en  développant  les  exponentielles  dépendant  de  la  différence  G  —  F, 
nous  aurons  pour  l'expression  du  facteur  dont  il  s'agit: 


+  rw(îy)e*(»-'''-'<— ">    +  . 
Y^o^'K^)  +  rw(:y)e-«"-''>+'<'-«'>  +  . 


+  .... 
Maintenant,  si  nous  écrivons: 

(25)  é^^  =  ^0  +  -E,e'<^+'''      +  i7,c'«^+^''      +  . . . 

+  i;_,e-«^+">  +  E_,e-'«^'+^'  +  . .  . , 
et  que  nous  admettions  le  développement 

(26)  j;.  =  D<''(V,  :y)  +  J)i'>(V,  :yK<-">     +  2)<«V,  ^)e"<— '     +... 

8  et   r   étant   des   nombres   entiers,   les  fonctions  D*.'*  seront  exprimées  au 
moyen  de  la  formule 


(27) 


X{mv)Y'r\v)  +  Ynv)Y;i\{v)  +  •  •  • 


H  nous  reste  encore  à  exprimer,  par  un  développement  suivant  les 
puissances  de  oy*  et  de  îy'*,  le  coefficient  de  Texponentielle  imaginaire  qui 
entre  dans  la  formule  précédente.  Si,  à  cette  fin,  nous  nous  rappelons  les 
équations.  (19)  et  (21)  du  chap.  III  du  livre  précédent,  et  que  nous  ad- 
mettions les  notations 
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nous  parvenons  à  exprimer  la  fonction  D  au  moyen  de  la  formule  suivante 
(29)  D^"(5y',  fi)  =  (—  i)'5y"^'e-«'^-n-H(>r-r) 

Ainsi,  on  a  établi  le  développement  de  la  fonction  fi*"°  suivant  les 
multiples  de  V  et  de  v  —  to,  mais  on  parvient  à  ce  même  résultat  d'une 
autre  voie,  que  je  vais  indiquer  rapidement. 

En  partant  de  l'équation  (24),  on  écrira  immédiatement  celle-ci: 

e"^  =  { n\7i)  +  n\7j)e*^  +  n\vy^ + • . . 

et  si  l'on  y  introduit  les  valeurs  des  différents  e''^'""^  selon  l'équation  (19'), 
on  tombera  sur  l'expression  suivante  de  la  fonction  E,: 

+  ri\{rj)e-'^  +  . .  .] 
X  {n\y)')ef"'-''>n_,„  +  Yr{ri')e"'''-''>n_,,,  +  . . . 

Traité  des  orbites  absolves.  \Q 
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-rf(;r-r) 


mr}) 


seulement,   si  l'entier  s   est  égal  à  zéro,  on  doit  employer  la  formule  que 
voici  :  ' 

+  Y'IMe-''  +  ...] 

Ensuite,  si  Ton  porte,  dans  les  formules  obtenues,  les  expressions  des 
divers  77^,8)  tirées  de  la  formule  générale  (21),  qu'on  effectue  les  multi- 
plications indiquées  et  qu  on  rassemble  finalement  tous  les  termes  multipliés 
par  e'''^'"*"\  on  parviendra  à  lexpression  de  la  fonction  DJ^K^'j  v)  ^^^  ^^^*- 

+  Yr(rj')î:^''{v',  57)e"<'^-^'>+  F^K^O^o'C^',  î?)^-"^''-^' 
+  ...  +... 

+  Yf\i)^T'-'{i,  ^)e"<'^-^>+  Y%{i)r^\i,  yj)e-'^'-^ 
+  . . .  +, .  .  . 

+  ...  +... 

+  ...  +... 

+  .... 

Dans  le  cas  où  l'on  a  s  égal  à  zéro,  il  faut  encore  ajouter  à  l'ex- 
pression précédente  le  terme 


^e-i'-m^-r>YW^(^rj) 


+  e-(r+))'(--r)yK«^(^) 


_j_g_(,_,„(.-r,y(A2^(^) 
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Finalement,  pour  que  ressorte  tout  le  facteur  exponentiel,  on  va  rem- 
placer les  fonctions  I  par  les  expressions  quon  a  obtenues  en  vertu  de 
l'équation  (20');  on  trouvra  de  la  sorte  le  résultat 

(30) 


X 


X 


+  ...  +•• 

auquel  s'ajoute,  dans  le  cas  de  s  =  o,  la  partie 


(30,  a) 


a-JKir-D 


n'\v)T^\v'y 


Je  ne  tiens  pas  nécessaire  de  développer  algébriquement  la  formule 
(30),  vu  que  les  développements  numériques  de  son  deuxième  et  de  son 
troisième  facteur  s'obtiennent  très  aisément,  l'un  suivant  les  puissances  de 
jy'  et  l'autre  suivant  celles  de  i^'*.  Les  expressions  de  ces  facteurs  établies, 
on  parviendra  immédiatement  à  la  forme  de  l'équation  (29). 

En  changeant  rj  en  ly',  ^  en  îy  et  ^  en  jp',  et  en  désignant  par  X'  le 
produit  af?',  on  écrira  immédiatement  les  équations 

(25')  e'-"'  =  E;  +  £;c«^'+">      +  Eie"(^'+")      +  .  . . 

+  ELie-'^^'^"^  +  El^e-^'^'''^'''^  +  .  .  . , 

(26')         J57;  =  D<'>(7,7')  +  M'X'7,V)e'''-"'     +M'>(7,?')«"^'-'"'     +••• 
(27')  D';\7] ,  7i')  =  X^)(^)e-'(-'f^>-''(--^') 

X  \n\ri')  r-r\i)  +  Ym)  Y'^iliri)  +  .  .  . 

parfaitement  analogues  aux  équations  (25),  (26)  et  (27). 
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44.  Après  avoir  établi  les  résultats  du  numéro  précédent,  il  sera 
très  facile  d'opérer  la  conversion  y  énoncée.  En  effet,  si  Ion  désigne  par 
p  et  q  deux  nombres  réels,  positifs  ou  négatifs,  il  s'agit  de  trouver  le 
développement,  suivant  les  multiples  des  arguments  V  et  {v  —  en),  de 
la  fonction 

^/(V'+U') +  ?<(•-<»') 

ou  réciproquement,  celui  de  la  fonction 

suivant  les  multiples   de   V   et  de  {v'  —  w').     Ces  deux  conversions  étant 
tout-à-fait  semblables,  nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  seconde. 

Quant  au  second  facteur  de  l'expression  dont  il  s'agit,  on  parvient 
immédiatement  à  son  développement  en  vertu  de  Téquation  (19);  celui  du 
premier  facteur,  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

^JH(»'— w— H)  __.   ^C»'— «'+fH') 

s'obtient  en  utilisant  l'équation   (25').     On   conclut  ainsi,  en  admettant  la 
formule 

(31)  ^KV+U)+9i(r-tu)  __.    p/     g7f(V'+U')     I      p/  g(î  +  l)f(V'+U')      I 

l'expression  suivante  des  fonctions  i^.^+A,  k  étant  un  entier  positif  ou  négatif: 

(32)        P;.,^,  =  e'>'<^'--'>{E;/7;,  +  e;_,A7;.,^,  +  EU//;,,^,  +  . . . 

Ensuite,  si  Ton  introduit,  dans  la  formule  indiquée,  les  expressions 
des  fonctions  E'  et  IT  selon  les  équations  (26')  et  (21'),  et  que  l'on  suppose: 

(33)     i*;w+*  =  «'""'-'°'lS?'*(?.^')+Sî'*(:y,,y')e'^''-"'''   +SS-*(^  ,  7')«""-''   +••• 
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les   fonctions  SJ'*,   l  étant   un  nouvel  entier,  seront  données  au  moyen  de 
la  formule 

(34)  Sî.*(7  ,  V)  = 

+ .... 

Pour  mettre  en  évidence  le  facteur  exponentiel,  on  devra  introduire, 
dans  la  formule  précédente,  les  valeurs  des  fonctions  D{rj  ,  rj')  et  Siyj  ^  tj), 
telles  qu'on  les  obtient  en  vertu  des  équations  (27')  et  (20),  en  y  mettant 
des  valeurs  spéciales  au  lieu  des  indices  r ,  s ,  m  ,  //  et  p .  On  parvient 
ainsi  à  un  résultat  de  la  forme  générale 

(35)  sr»(, ,  V)  =  (-  iy7}"v'^-""''-'^'-""'-'''i^^K>i  >  il 

R{yj  y  rj')  étant  un  développement  suivant  les  puissances  ascendantes  de  ly' 
et  de  7)'^.  Je  ne  juge  pas,  toutefois,  nécessaire  de  chercher  les  coefficients 
de  ces  développements,  en  les  représentant  au  moyen  des  formules  géné- 
rales, vu  qu'on  les  obtient  assez  aisément  par  des  procédés  purement  numé- 
riques, tandis  que  leurs  expressions  algébriques  seraient  très  compliquées. 
Par  des  considérations  tout  à  fait  semblables  aux  précédentes,  ou  bien, 
en  changeant  rj  en  iy',  ly'  en  ly,  etc.,  dans  les  formules  (31)^ — (35),  on 
obtient  les  expressions  suivantes  que  je  mets  en  évidence,  seulement  pour 
fixer  les  notations  à  employer: 
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(31')  ^P<(V'+U')  +  g<(»'-a,)  __   p       ^qi{\  +  U)      I      p  g(7  +  l)<(V+U)  J-        _ 

(33')  Pp^^*  =  eP«'-""{Sr(y,  rj)  +  Sî-*(V,  07)e'<'->  +  .  .  . 

(35')  Sr*(:y',  7)  =  (-  i)*7','*e-«<-^>-*«"-^>i2<^l(7',  :?). 

45.     Je   vais  aborder  un   dernier  problème  appartenant  aux  matières 
du  chapitre  présent,  savoir  le  développement  de  lexponentielle 

^m<(V+U) 

suivant  les  arguments  G  +  ;r  —  -T  et  G'  +  ;r'  —  F'. 

On  parvient  assez  facilement  à  la  résolution  de  ce  problème  en  consi- 
dérant les  relations 

V  +  U  =  v'  — û>'  — H, 

t;'—  û>'  =  G'  +  ^  —  ^'  +  F'  —  G', 
—  H  =  jr(F  —  G)  —  (F  —  G'). 
En  effet,  la  somme  de  ces  égalités  donne  tout  d abord: 

V  +  U  =  G'  +  r'  —  T'  +  ^(F  —  G), 
doù  Ton  conclut  ensuite: 

ce  qui  est,  évidemment,  le  développement  cherché. 
On  trouve  également  la  formule  analogue 

(36')       a"*'^^'+^'^  =  e'"*^^+^-^^{Z^o'"^'X^')  +  X<j'"^'>(iy')e-'^'^'-^'>+*^^'+'"^'-^'^  +  . . . 

+  X(«i^')(^')e'(^'-^'>-'(«'+^'-^'>  +...}; 

et   en    vertu  des  '  expressions   signalées  on  déduira,  eu  égard  aux  équations 
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(9)  et  (9'),  les  développements  des  fonctions  e'^«(v+u)+i,(.-«,))  ^^  g<{«(V'+u')+«(t-«')) 
suivant  les  arguments  G  +  ;r —  F  et  G'  +  ;r'  — F'. 
Finalement,  je  mentionnerai  lexpression 

(37)  e-'«^  =  [X['\rj)  +  xî^^)(^)^-*(--r)+<(G+.-r)  ^ 

+  X(^)(^)e*('^-^)-^G+'^-n  +  .  .  .} 

qui  dérive,  immédiatement,  de  la  définition,  et  où  Ton  a  placé  A  au  lieu 
du  produit  ap.  On  en  tire,  en  remplaçant  a  par  a^',  et  en  désignant  le 
nouveau  produit  ol^'  par  A': 

(38)  6'««'  =  {:^">(7)  +  i(«)(^)e-'(-n+'(G+-^)  +  .  .  . 

4-  X(!)(^)a'<^-^>-'<^+^^>  +  .  .  .} 

développement  qu'on  pourrait  d'ailleurs  trouver  en  changeant,  dans  l'équa- 
tion (37),  a  en  — a,  oy  en  iy',  ^  en  ^',  etc. 

46.  La  dérivée  de  la  fonction  H  par  rapport  à  une  des  variables 
V  ou  v'  s'exprime  d'une  manière  remarquable  qui  mérite  d'être  mentionnée. 
Pour  y  parvenir,  rappelons-nous  les  relations 

G  +  ;r  =  (i  —  C)«+  X)  +  A',         Y  +  7r  =  v  —  ç{v  —  A), 

d'où  il  vient: 

G  — F  =  (i— c)K— i;  +  X  +  4 

Avec  cette  expression  et  l'expression  analogue  de  G'  —  F',  on  déduit 
la  valeur  suivante  de  la  fonction  H: 

H  =  ^{i—ç){n:—v  +  X  +  A)  —  {i—<:f){n'C  —  v'  +  X'  +  A'), 

d'où  Ion  tire  par  différentîation 

du  f  .dv  /ndC  ,    dX\         .  ^\h'àC  ,    dX\ 
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Le   rapport    -p ,  qu'il  faut  remplacer  par  son  expression  en  termes  connus, 
s'obtient  de  l'équation  (13')-     Oï^  ^1^  tire,  en  effet: 

_  I  y       /cJH        du  \ 

//        I  —  ç  \dt;'         dv'  / 


et   si   l'on    porte    cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  on  obtiendra,  en 
considérant  la  valeur 

l'équation  que  voici: 

àv  ~  ^^        ^^\  dv        ^  '^  dv        [dv  ^  "^  dv  )\ 

[dv        '  '^  dv)\dv^  dvT 

Mais  en  vertu  des  notations  qu'on  a  employées  dans  les  n"*'  25  et  26, 
on  aura,  en  écrivant: 

p  —  rj  cosF;         p'  =  tj'  cos F', 

les  valeurs 

dv  (I  +^)*'  dv  (I  +/>')•* 

En  les  introduisant  dans  l'équation  précédente,  on  parvient  au  résultat 

I      dH  _  y>     dH' 

^4   ^  I  —  ç'  dv'  I  —  ç'  dv' 

(i+pY         {i+py'^        dv 

\(i  +py  '^  dv/\dv   '^  dv)' 

duquel   on   tire,  sans  peine,  l'expression  de  -7-.   ou  bien  celle  de  --^  .     En 
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négligeant  les  termes  dépendant  des  fonctions  X ,  X'  et  U ,  ainsi  que  le 
produit  de  -pr  par  ç',  termes  qui  réellement  sont  peu  considérables,  on 
retient: 


(40 

On  aura  de  même: 


dH_  _     dR'  _ 

dv'  ^  dv 


(^^)XMf)-' 


Ces  deux  équations  pourront,  dans  certaines  occasions,  être  assez  utiles. 


'traité  des  orbites  absoiuiS. 
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CHAPITRE   IL 

Expressions  se  rapportant  à  Vangle  entre  les  rayons  vecteurs 

de  deux  planètes. 

47.  L'angle  que  forment  les  rayons  vecteurs  simultanés  de  deux 
planètes  s'exprime  d'abord  par  les  coordonnées  rectangulaires  de  ces  astres, 
ces  coordonnées  ayant  la  même  origine  que  les  coordonnées  polaires.  En 
effet,  soient  x  ,  y  ,  z  les  coordonnées  rectangulaires,  rapportées  à  des  axes 
fixes  dans  l'espace,  et  r  le  rayon  vecteur  d'une  planète;  x',  y\  z*  et  r',  les 
coordonnées  rectangulaires  et  le  rayon  vecteur  d'une  autre;  soit  enfin  H 
l'angle  compris  entre  r  et  r\  le  cosinus  de  cet  angle  sera  -alors  donné  par 
la  formule 

(0  cosH  = —, . 

En  utilisant  toujours  les  notations  du  n°  19,  et  en  désignant  par  V 
et  6'  la  longitude  et  la  latitude  de  la  seconde  planète,  ainsi  que  par  j'  le 
sinus  de  la  latitude,  l'expression  signalée  prend  la  forme 

(2)  cos H  =  cosb  cos  J'  cos l  cos V  +  cos b  cos  J'  sin l  sin r  +  jj'. 

Maintenant,  si  l'on  reprend  les  équations  (33)  du  n*^  32,  ainsi  que 
l'équation  (49)  du  n°  23,  et  qu'on  établisse  de  pareilles  équations  se  rap- 
portant à  la  seconde  planète,  en  désignant  par  v',  f,  /',  etc.  les  quantités 
y  relatives,  on  parviendra,  après  la  substitution,  dans  l'équation  (2),  des 
valeurs  mentionnées,  à  un  résultat  de  la  forme 

(3)  •  cosff  =  cos(v  —  v')  +  b, 
où  l'on  a  supposé: 

(4)  h  =  b„  +  h.((0)  +  b;((C'))  +  h,((0)((<r')), 
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les  coefficients  h, ,  hj ,  bj   et  hj  étant  donnés   par  les  formules  que  voici: 

(5,a)     h.  =  — i(i  +  f)7'[cos(v  —  V')  -  cos(v  +  v'  —  2(*,  -  G))]       , 

—  ;J  (i  +  f) r'[cos  (v  —  v')  —  cos  (v  4-  v'  —  2  [»\  —  G'))] 

+  \  7r[cos  (v  —  v'  —  (ft,  —&')-\^  G  —  G') 

—  cos(v  +  v'  —  {»,  +  é»')  +  «  +  G')] 
+  ^(i  +f)(i  +f')r/"{cos(v-v')-cos(v+v'-2(*.-(?)) 

-C0s(v  +  v'-2(*;— G')) 

f  cos(v-v'- 2(*. -!?;-(?  + (?'))}, 
(5,b)      b.  =       5(1  +f)Jsin(v-v')sin(v-6>,  +  G) 

-|(i+f)(i+f')//"[sin(v-v') 

—  sin  (v  +  v'  —  2(&[  —  G'))]  siu  (v  —  <?,  •+  G), 

(5^c)      l':  =  -^(i  +f')rsin(v-v')sin(v'  — d;  +  ^') 
+  i(i+f)(i+f')ri'[sin(v-v') 

+  sin  (v  +  v'  —  2(i?,  —  G))]  sin  (v'  —  »[  +  G'), 

(5,d)     b,  =       '-{i  +(){i  +f')//'cos(v— v')sin(v  — ^,  +(?)sin(v'— r,  +  (?')- 

Avec  l'expression   de  b^    que   nous  venons  de  signaler,  on  déduit  les 
suivantes: 

(6,a)     K  =       ^{(i  +  Î)U*  +  (i  +  Î')J'*  +  (4  +  (I  +  f)(i  +  i'))I'I" 

-i  (i  +  f)(i  +  i')Pr{(i  +  f)P  +  (I  +  £')/")! 

-il/'{2(i+f)r+2(i+f')i" 

-i(i  +{){i  +l')PI"\cos{fi,-G-(9\-G')) 

Cette  formule  se  contioiie  à  la  page  suivante. 
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+  ^(i  +  f)(i  +  i')rr cos 2[&^  -G-{e\- &)) 
+  ^j((i+f)r  +  (i +£')!")'  ' 

-  J(l   +  f)(l  +  i')Vl'\{l  +  f)r  +  (I  +  f)i")}  cos  2(V- V') 
+  ^(l   +  i)n\l  -\{l+  l')r)  cos  2(V  +  V'-  2(^,  -  G)) 
+  ^(l   +  f')*i"(l  -^(l   +  f)P)  C0S2(V  +  V'-  2(^:-G')) 

-^}(i  +  îyr  +  (4  +  (I  +  f)(i  +  i'))Pr' 

-J(l  +£)'(!  +f)/^/"}cos2(v-6>.  +(?) 

+  (l+f)(l+f')^'i"('-^(l  +  f)/'-J(l  +  f'K')|cOS2(v'-«.+(?) 
-i{(l+f'ri- 

+(i+f)(i+f')ri'*(i-i(i+f')r-'-;(n-f)r)}cos2(v-*;  +  G') 

-^|(i  4- f')'^"  +  (4  +  (I  +  i)(i  +  n)ri'' 

-  i  (  I  +  fX  I  +  î'YPr  I  cos  2  (v'  ^  ,î«;  +  «') 

+  ^ri'»|8  +  (i  +  f)(i  +  £')((!  +  f)2*+(i  +  f')/")lcos  2{M-w'-{ft-G)-\-&\-G') 
+  ^  Z*i"î8+  (i  +f)(i  +f')(4-(i  +f)r  +  (i  +f')Z")icos2(v  +  v'-09.-(?)-(*;-(?')) 
-i//'{4(i+f)r  +  4(i+f')^" 

-(i  +f)(i  +f')r/"jcos(2(v-v')-(*.-(?)  +  #:-G') 
+  ^//'{2(i+f)r  +  4(i+f')^" 

-(I +£)(!+ f')r/"icos(2v-(âi,-6^)-(,9;- G')) 
+  ^ii'{4(i+f)i'+2(i+f')i'' 

-(I  +f)(i  +f')rr»}cos(2v'-{#,-G)-(d;-^')) 


Cette  formule  se  continue  à  la  page  suivante. 
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-i(»  +  0'('  +  ^')I'I"  cos  2(V  -  2{B^  -G)  +  »\-  G') 

-^(l    +  f)(l    +  lyPl"  cos  2(V'  +  ^,  _  ff_  2(d;  -  (?')) 

+  I  (i  +  f) J'J' COS {2v  —  3(*,  —  ^)  +  ii);  _  G') 

+  I  (I  +  f')/i"cos(2v'  +  iS«,  -  G'—  3W  —  G')) 

-^(1  +  f)r/'{4  -  (1  +  f')/'*)cos(2(v  +  V')  -  3(*i  -G)-{»[-  G')) 

-^(i  +  f')Zr'l4  -  (1  +  f)r}cos(2(v  +  V')  _  (d,  _  G)  -  3W  -  G^')), 

(6,b)     hl  =  ~^^{zr+29rr'+2gI'r*  +  zr\coB{y-y') 

4-  ^  //'{3r+iori"+3i'«}cos(v-v'-(d>.-(?)+(éi:-(?')) 

-  -^  r/"(I'  +  J'*)  cos  (V  -  V'  -  2(61,  -  (?)  +  2(,9;  -  G-)) 
--l-^PI'\P  +  n  cos  (v—  V'  +  2(*.  -G)~  2{»\  -  C;')) 

+  ^jr{3r  +  8r7''+3rjcos(v-v'  +  é>,  — (?-{#;-(?')) 

+  ^  i"/"  008  (v  -  V'  -  iifi,  -  G)  +  sc-î";  -  G')) 

—  ^  2r{3r+iiri"+3i'^}cos(v+v'— («,—  (?)— (,?;  —  (?')) 

+  -|êr(3r  +  28^2"  +  i6i'^)  cos(v  +  V'  -  2(61.  -  G)) 
+  A^l'\itl*  +  282»/"  +  il")  cos(v  +  V'  —  2(6i;  -  G')) 
+  ^  i^/"  cos  (v  +  V'  —  4(d.  —  G)  +  2(6»;  —  G')) 
+  -^^  7'/'^  cos(v  +  V'  +  2(6»,  —G)  —  4(6i;  ^  G)') 
-±-^rr\iV  +  4l"}  cos(v  +  V'  -  3(6»,  -G)  +  {,&[  -  G')) 
.      _  J^//"{42»  +  3r»}cos  (v  +  V'  +  (61,  —G)-  ^^{&[  -  G')) 
-~{P  +  3^'^"  +  SPI"  +  i'Vos3(v- V') 

Cette  formule  se  continue  à  la  page  suivante. 
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+  ^7Z'{/^  +  2i'i"  +  r*)cos(3(v  -  v')-{&^-G)  +  &\-G') 

-  l  PI'\r  +  n  cos(3(v  -  V')  -.  2(^.  -  (?)  +  2(B\  -  G-)) 
+  ^  Vl"  cos  (3(v  —  V')  -  3(é«,  -  (?)  +  3(^1  -  G-)) 
■\-^^P{I'  +  2/»7"  +  n  cos(v  -  3V'  +  2{&,  -  G)) 

+  ±.J\x2,V  +  loVI"  +  i'O  cos(v  -  3v'  +  2(*;  -  (?')) 
-±-^U-\zV  +  4^i"  +  r^}cos(v  _  3v'  +  *,  -  C?  +  #:  -  G') 

+  ^  rr  cos(v  —  3v'  -  2{&^  -  G)  +  4(«;  -  ^)) 

-  ^  7/"{3r  +  /"}  cos(v  —  3v'  _  (.51^  _  (?)  +  3(*;  _  (?')) 
+  ^7"(I*  +  2P1''  +  i'^)  cos(3v  —  V'  —  2{^\  —  G')) 

+  ^/'(I*  +  loPF'  +  13^^)  cos(3v  —  V'  —  2(&^  -  (?)) 
-•jIgZ/'l/*  +  4Pr'  +  I'^}cos(3v  -  v'-(,9.  -G^)-^d;  -  G')) 
+  ^  J^i'"  cos(3v  —  V'  —  4(*,  —  (?)  +  2(.9:  -  (?')) 
,  —  ^r/'{r  +  3^"}  cos(3v  —  V'  -  3(*,  _(?)  +  «;-  G') 

-  ^  r (r  +  i")  cos  (v  +  3v'  -  4(«.  -  G)) 
-J-I'\gP,+  i")  cos(v  +  3v'  -  4W  -  G')) 

+  ^  J'r(3i'  +  2/")  cos  (v  +  3v'  -  3{&,  -G)-  {&[  -  (?')) 
+  ^  Z2'*  cos  (v  +  3v'  +  d,  -  (?  -  5(*:  -  G')) 

-  A^Pr\jP  +  32'")  cos(v  +  3v'  —  2{&,  -  (?)  -  2(*:  —  (?')) 
+  ^  Z/"'{4i'  +  i"}  cos(v  +  3v'  —  (*.  —  (?)  —  3('î';  —  G")) 
--3^ZX^' ,+  9^")  cos(3v  +  V'  -  4(*,  —  (?)) 


Cette  formule  se  contiuue  à  In  page  suivante. 
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—  é  ni"  +  n  cos  (3v  +  V  -  4W  -  (?')) 
+  ïfs  ^'^'  ^^s  (3v  +  V'  -  5(*,  —  6)  +  »[  —  G') 

+  ^27'3(2r  +  3P«)  cos(3v  +  V'  -  (*,  -  ^  ^  3W  -  G')) 

-à ^'^"(3^'  +  7n  eos(3v  +  V-  2(*,  -  G)  -  2(.9[  -  G')) 

+  è  ^'^'{^'  +  4^"}  ^os(3v  +  V'  -  3{&^  -  G)  -  W  -  G')) 

+  ^  ^'  ces  (3(v  +  V')  —  6(5,  -  (?)) 

+  rië^"  ^^s(3(^  +  V)  —  6(#;  —  G')) 

+  ^  Vr  cos  (3(v  +  V')  -  4(i9,  —  G)  —  2(5;  —  G')) 

—  -^  /^i'  cos  (3(v  +  V')  -  5(5,  -  (?)  -  (5;  -^  G')) 

—  :^7/'^  cos(3(v  +  V')  -  (5,  —  (?)  -  5(5;  -  (?')) 
+  ^J'r  cos(3(v  +  V')  -  2(5,  -  (?)  -  4(*;  -  (?')) 

—  A  73/'«  cos(3(v  +  V')  —  3(»9,  -  G^)  -  3(*;  -  G% 

Dans  cette  dernière  expression,  dont  chaque  terme  est  du  sixième 
degré,  on  a  mis  Tunité  au  lieu  des  facteurs  i  +  f  et  i  +  f,  vu  que  les 
quantités  f  et  f  sont  du  deuxième  degré  et  que  nous  omettons  générale- 
ment les  termes  d'un  degré  plus  élevé  que  le  sixième. 

On  aurait  pu  encore,  dans  l'expression  de  hj,  changer-  v  et  v'  en  v 
et  v\  et  supprimer  les  quantités  G  et  G',  parce  qu  elles  sont  du  deuxième 
degré.  C'est  pour  garder  l'uniformité  des  arguments  que  j  ai  évité  un  tel 
changement,  du  reste  sans  importance. 

48.  Après  avoir  obtenu  les  expressions  de  h© ,  hj  et  hj,  nous  passons 
à  chercher  le  développement  de  la  fonction  cos  wH ,  n  étant  un  nombre  entier. 

D'abord,  si  n  est  un  nombre  pair,  on  exprimera  la  fonction  dont  il 
s'agit  moyennant  la  formule 

cos  nn  =  I sin  fl'  H ^^ siuH*  —  ...  ; 

1.2  '      1.2.3.4 
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et  si  Ton  y  introduit  la  valeur 

sin  W  =  sin  (v  —  v')'  —  2h  cos  (v  —  v')  —  h^, 

qui  dérive  immédiatement  de  l'équation  (3),  il  viendra: 

cos  nH  =  cosn(v  —  v') 


2  — ^ sm  (v  —  V  )^ 

1.2  1.2.3.4  ^  ^ 


^^       1.2.3.4.5.6  ^  ^ 


{2hcos(v— v')  +  h'} 


+ 


Evidemment,  on  pourrait  de  cette  formule  tirer  les  coefficients  des 
diverses  puissances  de  — (2hcos(v  —  v')  +  h^  sous  forme  d'agrégats  pé- 
riodiques ne  dépendant  pas  d  autres  arguments  que  des  multiples  du  seul 
angle  v  —  v';  mais  on  y  parvient  plus  promptement  de  la  manière  suivante. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  si  Ton  désigne  sin/i*  par  x,  la  formule  précé- 
dente peut  se  mettre  sous  la  forme 

cos nH  =  cosn{v  —  v') (2h  cos(v  —  v')  +  h') 

sous  réserve,   toutefois,   qu'après  avoir  opéré  les  différentiations  demandées, 
on  remplace  H  par  v  —  v'. 

/  Or,   la   première   dérivée   de  coswH  par  rapport  à  x  s'exprime  moyen- 
nant la  formule 

d  cos  nH  sin  nH 

dx  sm  2  H 

d'où  l'on  conclut,  si  Ton  écrit  2m  au  lieu  de  n  et  que  m  soit  un  nombre 
impair  : 

dcos2mH  .       .  jj.  .  oTT  t  I  /  \  T7i 
=  —  2m\  I  -f-  2  cos4ff -f  2  cos8fl^+  .. .  +  2  cos  2  (m  —  O^K 
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dans  le  cas  opposé,  savoir  si  m  est  un  nombre  pair,  l'expression  de  notre 
dérivée  devient: 

dcos2mH  .  y..  ^  T7   ,  ,  /  \  Tfi 
-j =  —  4m  j  cos  2H  +  cos  oH  +  .  •  •  +  cos  2  [m  —  ^)"\  • 

On  est  donc  arrivé  à  exprimer  la  fonction  coswH,  en  tant  qu'elle  dépend 
de  la  première  puissance  de  h,  et  dans  le  cas  d'une  valeur  paire  du 
nombre  n. 

En  différentiant,  par  rapport  à  a?,  les  équations  dernièrement  obtenues, 
et  en  remplaçant  les  termes  se  produisant  dans  les  seconds  membres,  par 
leurs   expressions  tirées  des  équations  mentionnées  elles-mêmes,  il  résultera: 

a)  m  étant  un  nombre  pair, 

——  =         8m(i  +  3  +  .5  +  .  .  .  +  m  —  i) 

+  i6m(3  +  5  +     •  •  +  wi  —  i)  COS47/ 

+  i6m{s  +  .  .  .  +  wî  —  1)  cos  87/ 

+  ... 

+  i6m{m —  i)  cos  2  (m -^  2)//; 

b)  m  étant  un  nombre  impair; 

—^ —  =^       1 6m  (2  +  4  +  6  +  .  .  .  +  ^^  —  I  )  cos  2  // 

+  1 6m  (4  +  6  +  .  .  .  +  w^  —  I  )  cos  677 

+  ... 

+  i6m(m  —  i)  cos  2(w  —  2)7/. 

Rien  n*empêche  de  continuer  ces  formules,  les  déduisant  par  des  opéra- 
tions successives.  Cependant,  les  dérivées  supérieures  devenant  assez  com- 
pliquées, je  nai  pas  jugé  convenable  de  poursuivre  leur  développement. 

C'est  de  même  quant  aux  dites  fonctions  appartenant  aux  valeurs 
impaires  de  n.     Bien  qu'on  ait,  n  étant  un  nombre  impair: 

cosw^  =  cos  E\  I sm  W  +  ^ ^'sin  7/'  —  ...   , 

I  1.2  1.2.3.4  1 

Traité  des  orbites  absolues.  21 
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et  qu'on  en  puisse  déduire  un  résultat  de  la  forme 


cas  nH  =  cosw(v  —  v')  + 


I sin  (v  —  v')'  +  . 

1.2  ^  ''      * 


+ 2  ^^ sm  (v  —  V  )^  +  . .  .    2h  cos  (v  —  v  )* 

'   I     I .2  I .2.3.4  1 

les  opérations  algébriques  pour  mettre  en  évidence,  sous  fotme  d'agrégats 
périodiques,  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  h,  seraient  assez  la- 
borieuses, notamment  si  n  était  un  grand  nombre.  La  méthode  que  je 
viens  d'indiquer  pour  le  développement  des  fonctions  dont  il  s'agit,  n'est 
donc  pas,  à  tout  égard,  satisfaisante,  bien  qu'elle  en  donne,  très  facilement, 
les  premiers  termes.^ 

Mais  la  complication,  qui  paraît  inhérente  à  notre  problème,  ne  tient 
pas  autant  à  la  nature  des  coefficients  qu'il  s'agit  d*établir,  qu  a  la  ma- 
nière indiquée  de  les  déterminer.  En  effet,  si,  au  lieu  de  chercher  ces 
coefficients  par  des  formules  algébriques,  qui  les  donnent  indépendamment, 
les  uns  des  autres,  on  se  sert  d'un  algorithme  au  moyen  duquel  on  les 
déduit  de  proche  en  proche,  les  résultats  s  obtiendront  assez  facilement,  du 
moins  si  le  nombre  n  n'est  pas  très  grand.  Cest  par  une  telle  méthode 
que  nous  allons  résoudre,  dans  le  numéro  prochain,  notre  problème. 

49.  Admettons  que  la  fonction  cos  nH  soit  donnée  par  le  développe- 
ment fini: 

(7)  cosnH  =  cosw(v—  V')  +  ¥,,h  +  ^;.,h^  +  .  .  .  +  V:„h\ 

les  ¥*'  étant  des  fonctions  dépendant  uniquement  de  l'angle  v  —  v';  en 
multipliant  cette  équation,  membre  par  membre,  par  celle-ci: 

cos  H  =  cos  (v  —  v')  +  b , 

*  On  pourrait  toutefois  chercher  les  développements  demandés  au  moyen  de  la 
formule 


cosn 


I     \  a  cos  H  / //.v_v'       1 . 2      \{d  cos  H)  /  n^y-y' 
et  on   obtiendrait  ainsi   les   coefficients  des  diverses  puissances  de  h  tout-à-fait  identiques 
avec  ceux  qu'on  va  trouver  dans  le  numéro  prochain. 
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et  en  comparant  le  résultat  avec  les  développements  semblables  de  cos{n — i)H 
et  de  cos(n+  i)Jïj  on  parvient  aux  équations  de  condition  que  voici: 

^'■«+1.1      +  V'*«-i.i      =  2  cosn{v  —  v')  +  2 y,,,  C08(V  —  v'), 

^  <f;+,,*  +  y;-,.*  =  2  k.   +  2  k,.  œs  (v  —  vo, 

^•«+1.3    +  <p"»-,.3    =2^;.,    +  2y';.,cos(v  — V'), 


y,f.,„-.  +    V^„-M-.   =   2  •/';,,_,  +    2V'V„-,C0S(V  — V'), 
V';  +  ,.„  =   2  ^P'„„_,   +    2  1'\„  C08  (v  -  V'), 

Or,  puisqu'on  a,  ce  qui  est  facile  à  voir, 

*'i.i  =  I  ;  ^\i  =  4'cos(v  —  v');         V%  =  2, 

on  formera  sans  difficulté  les  expressions  suivantes: 

V'\,i  =  3  +  6  cos  2(v  —  v'), 
ip\^  =  12  cos(v  —  v'), 

V'Va  =  4, 

V'-^ ,  =  8  cos  (v  —  v')  +  8  cos  3(v  —  v'), 

y^^  .j  =    16   +    24  cos  2(v  v'), 

^■4,^  =  32cos(v  — v'), 
^\i  =  8, 

îp'g  j  =  5  +  10  cos  2(v  —  V)  -f  10  cos  4(v  —  v'), 

V'Va  ~  ^^  C0S(V  v')   +  40  cos  3(v  v'), 

V'-^  3  =60   +   80  cos  2(V  —  v'), 

qr^^  =  8ocos(v  — v'), 
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y''c ,  =  I  2  cos (v  —  V)  +  12  Cos  3(v  —  V)  +  12  cos  5(v  —  v'), 

^\,^  =54  +  96  cos  2(v  —  v')  +  60  cos 4(v  —  v'), 

V''c,3  =  288  cos(v  — '  v')  +  160  cos  3(v  —  v'), 

V'*^^  =    192    +    240  cos  2(v  v'), 

V'Vs  =  192  cos  (v  —  v'), 
^'m  =32, 

V'';, i  =  7  +  14  cos  2(v  —  v')  +  1 4  cos  4(v  —  V)  +  14  cos  6(v  —  v'), 
^'^2  =  168  cos(v  —  v')  +  140  cos  3(v  —  v')  +  84  cos  5(v  —  v'), 

H\y^  =  i6cos(v  —  y')  +  i6cos3(v  —  V)  +  i6cos5(v  —  v')+ i6cos7(v  —  v'), 

V'*j,^  ^9  -f  1 8  cos  2(v  —  v')  -f  1 8  cos  4(v  —  V)  +  18  cos  6(v  —  v') 

+  i8cos8(v— v'), 


Il  serait  facile  de  continuer  assez  loin  ces  formules:  cependant,  les 
expressions  signalées  étant  plus  que  suffisantes  aux  théories  des  planètes, 
je  les  arrête  ici. 

50.  En  introduisant,  dans  Téquation  (7),  les  valeurs  des  y^\„^  ainsi 
que  les  expressions  des  h"*  que  nous  avons  données  dans  le  n**  47,  on  ob- 
tiendra les  expressions  des  fonctions  coswfiT;  et  puisqu'on  a  mis  en  évidence 
les  expressions  de  ht,,hj  et  Lq,  on  aura,  en  négligeant  les  termes  dépendant 
des  fonctions  ((0)  et  {{C)),  qui  sont  de  Tordre  des  forces  troublantes,  les 
expressions  des  fonctions  demandées  contenant  les  termes  du  sixième  degré 
inclusivement. 

Mais  dans  les  théories  des  planètes  principales,  il  suffira  généralement 
de  ne  considérer  que  les  termes  du  degré  zéro  ainsi  que  ceux  du  deuxième 
degré  par  rapport  aux  fonctions  anastématiques;  ces  termes,  je  les  ras- 
semblerai   donc,    séparément    des    autres,    dans    le    tableau    suivant,    après 
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avoir  remplacé  *,    par  ^  +  ii  —  0  et  d[  par  *'  +  ii'  —  &  et,  adopté  les 
notations 

#_a  =  d;  *'  — G'  =  *'. 

Voici  les  termes  dont  il  s'agit: 
cos^=       ji  _i7»_ii'»jcos(v  — v') 

■{•-P  cos(v  +  v'  —  2^  —  2(ii  —  0;) 

+  -  7"  COS  (v  +  V'  —  2^'  —2(ii'  —  0')) 
4 

+  i //'  cos(v  —  v'  —  (»  —  »')  —  {ii  —  @)  +  ii'  —  0') 

—  '-  II'  oos  (v  +  v'  —  OV  +  ,y')  —  (i2  —  0)  —  (i>'  _  0')), 

2  2 

+  |l-ir-i/"jc0S2(v-v') 

+  \V  C0S(2V  —  2^  —  2(i^  —  0)) 

+  \  2"  COS  (2V  —  2^'  —  2(i}'  —  0')) 

+  i  i*  COS  (2V'  —2»—  2{U  —  0)) 

+  ii"cOS(2v'  —  2»'  —  2{ii'  —  0')) 

+   //'  C0S(2(V  —  v')  —  (Jf  —  B)  —  {ii  —  Q)  -]-   ii'  —  0') 

—  ir  COS  (2v  —  (7y  +  â')  —  (U  —  Q)  —  {W  —  0')) 

—  IF  cos(2v'  —  (,y  +  *')  —  (ii  —  0)  —  (i^'  —  0')) 

+  II'  cos'(7y  —  ^'  +  i{  —  0  —  (i^'  —  0')), 
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cos  zH  =  —l{P  +  r)  cos (v  —  v') 

+  ^r  C0S(V  —  3V'  +   2^  +   2{ii  —  0)) 
+  I  r  cos  (v  —  3V'  +  2»'  +  2(i2'  —  0')) 
+  ^i»  cos(3v  —  v'  —  2^  —  2(i2  —  0)) 
+  \  /'*  cos  (3V  —  v'  —  iW  —  2{il'  —  0')) 
+  ^i' C0S(V  +  v'  —  2^  —  2(i>  —  0)) 
+  ^  7"  cos  (v  +  v'  —  2l'  —  2(ii'  —  0')) 

+  f //'  cos(v  —  v'  —  {»  —  &')  —  (£i  —  Q)  +  ii'  —  0') 

+  lir  cos{v  —  v'  +  »  —  &'  +  a  —  @  —  m'  —  &)) 

+  I II'  cos  (3(v  —  v')  —  (»  —  »')  —  (ii  —  Q)  +  ii'  —  0') 

—  fil'  cos(v  —  3v'  -f  ^  +  d'  +  £  —  0  +  û'  —  0') 

—  f  ir  cos(3v  —  v'  —  ii  —  ^'  —  (£  —  0)  —  (ii'  —  0')) 

—  lir  cos(v  +  v'  —  ^  —  ,y'  —  (i«i  —  0)  —  (i,>'  —  0')), 

cos4fl'=  — /'  — I" 

—  2(i*  +  /")C0S2(V  — v') 

+  {i  —  P  —  I"\  cos  4.(v  —  V') 

+  P  cos  (2V  —2»—  2{U  —  0)) 

+  r»  cos  (2V  —  2»'  —  2(i;i'  —  0')) 

+  p  C08(2V  —  4V'  +   2»  +  2{ii  —  0)) 

Cette  formule  te  contione  à  la  page  suivante. 
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+  /"  cos  (2V  —  4v'  +  2»'  +  2(0!  —  &)) 

+  V  C08(4V 2V' 2^ 2(i2 0)) 

+  /'*  C0S(4V  —  2V'  —  2»'  —  2(Q'  —&')) 

+  P  C0S(2V'  —  2^  —  2{fi  —  0)) 

+  2"  COS  (2V'  —  2»'  —  2(0'  —  0')) 

+  2ir  COS  (2(V  —  V')  —  (â  —  &')  —  (û  —  0)  +   û'  —  0') 

+  2ir  COS  (4(v  —  v')  —  (,y  —  »')  —  {Q  —  @)^Q'  —  0') 

+    2ll'  C0S(2(V  —  v')  +  *  —  *'+   Û  —  0  —  (û'  —  0')) 

—  2ll'  C0S(2V  —  4V'  +  S  +  ^'  +  fi  —  0  +  i2'  —  0') 

—  2 Jr  COS  (4v  —  2v'  —  (#  +  ^')  —  (i2  —  0)  —  (i2'  —  0')) 

—  2/2'  COS  (2V  —  {»  +.  ô')  —  (fi  —  0)  —  (fi'  —  0')) 

—  2ir  C0S(2V'  —  (^  +  d')  —  (Q  —  Q)  —  (H'  —  0')) 
+  222'  cos(,v  —  f^'^Si  —  &  —  (ii'  —  &)), 

COS  5/2  =  —  f  (2'  +  2")  COS  (v  —  v') 

-f(2'  +  2'«)cos3(v-v') 

+  12*  C08(V  —  3V'  +  2»+  2(fi  —  0)) 
+  |2"  cos(v  —  3V'  +  2d'  +  2(fi'  —  0')) 
+  12*  cos(3v  —  v'  —  2^  —  2(fi  —  0)) 
+  ^2"  C08(3V  —  v'  —  2d'  —  2(fi'  —  0*)) 

+  \ p  COS  (3v  —  5v'  +  2rv  +  2(fi  —  0)) 
+  ^Z»  C0S(3V  —  5V'  +  2^'  +  2(fi' —  0')) 

Cette  formule  se  continue  à  la  page  sulrante. 
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+  |/*  cos(5v  —  3v'  —  2»—  2(Q  —  0)) 
+  |7"  cos  (5v  —  3v'  —  2,y'  —  2{ii' —  &')) 

+  |/*  C0S(V  +  V'  —  2,y  —  2{Û  —  0)) 
+  ^r  C0S(V  +  v'  —  2»'  —  2{ii'  —  &)) 

+  f  77'  cos(v  —  v'  —  i^  —  ^')  —  {Q  —  Q)+Si'  —  &') 
+  ^77'  cos  (3(v  —  v')  —  (â  —  »')  —  (i{  —  0)  +  Û'  —  0') 
+  f  77*  cos  (5(v  —  v')  —  {,y  —  ^')  _  (fi  —  0)  +  û'  —  0') 
+  f  77*  cos(v  —  v'  +  #  —  Tv'  +  i2  —  0  —  (ii'  —  0')) 
+  177*  cos(3(v  —  v')  +  ry  —  ^'  +  Û  —  0  —  (iii'  —  0')) 
— 177'  cos  (v  —  3v'  +  #  +  ^'  +  i2  —  0  +  Û'  —  0') 

—  1 77*  cos  (3v  —  v'  —  {»  +  ^')  —  (Q  —  Q)  —  (Q'  —  0')) 

—  177*  cos(3v  —  5v'  +  ,v  +  ,y'  +  fi  —  0  +  fi'  —  0) 

—  f  77»  cos  (5v  —  3v'  —  i»  +  7i')  —  (H  —  Q)  —  (ii'  —  &')) 

—  \II'  cos(v  +  v'  —  (^  +  »')  —  (il  —  &)  —  {iï  —  0')) 

cos677  =  — f(7'-'  +  7") 

_3(7»  + /'»)cos2(v  — v') 

—  3(7'  +  7")cos4(v  — V) 

+  ji-|r-|7"}cos6(v-v') 

+  ^7'  C0S(2V  —2d—  2(fi  —  0)) 


Cette  fonuule  se  conlinue  à  la  page  suivante. 
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+  lr  C0S(2V  —  2»'  —  2{Q'  —  &)) 
+  l  P  COS  (2V'  —  2^  —  2{fi  —  0)) 
+  f  /'  COS  (2V'  —  2?  —  2(0'  —  &)) 
+  |/'  C0S(4V  —  2V'  —  2^  —  2(i2  —  0)) 
+  1/*  C08(4V  —  2V'  —  2»'  —  2(i2'  —  0')) 
+  1 7»  COS  (2  V  —  4V'  +   2»  +   2(û  —  0)) 
+  |/"  COS(2V  —  4V'  +   2»'  +  2(i2'  —  0')) 

+  ^P  COS  (6v  —  4v'  —2»—  2(0  —  0)) 


2 

+  |/»  cos(6v  —  4v'  —  2»'  —  2(i2'  ~  0')) 
+  I /»  COS  (4v  —  6v' +  2^  +  2(i2  —  0)) 
+  |7"  cos(4v  —  6v'  +  2»'  +  2(Û'  —  0')) 

+  3/7'  COS  (2(v  —  v')  —  (»  —  d')  —  (i2  —  0)  +  fi'  —  0') 
+  s/i*  cos(4(v  —  v')  —  {»  —  ■^')  —  (û  —  @)  +  O  —  &) 
+  sir  COS  (6(v  —  V')  —  (^  —  d')  —  (û  —  0)  +  fi'  —  0') 
+  3//  C0S(2(V  _  v')  +  ^  —  d'  +  fi  —  0  —  (fi'  —  0')) 
+  3ir  cos(4(v  —  v')  +  S  —  *'  +  fi  —  0  —  (fi'  —  0')) 

—  3/7  COS  (2v  —  (^  +  *')  —  (Û  —  Q)  —  (ii'  —  0')) 

—  3//  COS  (2  v'  —  (»  +  d')  —  (Û  —  Q)  —  (0'  —  0')) 

—  3//  cos(4v  —  2V'  —  {»  +  #')  —  (fi  —  0)  —  (O  —  0')) 

—  3//  cos(2v  —  4v'  +  ^  +  ^'  +  fi  —  0  -H  fi'  —  0') 

—  37/'  cos  (6v  —  4v'  —  (d  +  ,y')  —  (Û  —  Q)  —  (O  —  0')) 

—  377*  cos(4v  —  6v'  +  (»  +  *')  -\-  (0  —  @)  +  0' —  0') 
+  377*  cos(^  —  d'  +  fi  —  0  —  {O  —  0')). 

7Vai7<î  des  orbites  absolues.  22 
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Dans  les  expressions  suivantes,  je  ne  retiens  que  les  termes  les  plus 
importants,  c'est-à-dire  ceux  dont  les  arguments  renferment  seulement  des 
multiples  tels  qu'on  ait: 

P  +  ?<  2, 

p  étant  le  facteur  de  v  et  g,  celui  de  v'. 
cos  tH  =  —1{P  +  r')  cos  (v  —  V') 

+  ^-P  C0S(V  +  v'  —  25  —  2(i2  —  0)) 
+  ^/'^  C0S(V  +  v'  —  2»'  —  2(i2'  —  0')) 

+  lir  cos(v  ~v'  —  (7^  —  &')  —  {ii  —  Q)-\-Q'  —  0') 
+  lir  cos(v  —  v'  +  {»  —  &')+  Q  —  e  —  (Q'  —  &)) 

—  llT  cos(v  +  v'  —  (*  +  d')  —  {i2  —  0)  —  (Û'  —  &)), 

cos8fl  =  — 2(7»  +  /") 

+  2P  cos  2{y  —  &  —  (Q^  &)) 

+  2/'»  cos  2(V  —  d'  —  {Q'  —  0')) 
+  2/»  cos  2(v'  —  »  —  (Q  —  &)) 
+  2/'*  cos  2(v'  —  l'  —  {Q'  —  &)) 

—  4ir  cos  (2V  —  (S  +  ^')  —  {û  —  @)  —  {iï—  &)) 

—  4ir  cos  (2v'  —  (,y  +  d')  —  (fi  —  0)  —  (û*  —  0')) 
+  4/7'  cos(ry  —  S'  +  i2  —  0  —  (Q'  —  0')), 

cos  9fl-  =  -^  f  {P  +  7'»)  cos  (v  —  v') 

+  ?7»  cosfv  +  v' —  2*  —  2(i2  —  0)) 

4  , 

Cette  formule  se  continue  à  la  page  suirante. 
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+  2/'»  cos(v  +  V'  —  2#'  —  2(fi'  —  ©')) 

+  lir  C08(v  —  v'  —  (*  —  9')  —  {Q^e)  +  Q'  —  0') 

+  lir cos(v  —  V'  +  {»  —  &')  ^  Q  —  e  —  iii'  —  &)) 

—  |//'  cos (v  +  v'  —  {,>  +  d')  —  (ii  —  &)  —  (Q'  —  0')). 

Evidemment,   en   multipliant  les  diverses  expressions  par  une  fraction 

rationnelle    de   la   forme    ,    on   pourra  les  continuer  aussi  loin  qu'on 

voudra,  toutefois  en  ne  considérant  que  les  termes  dont  les  arguments  sont 
soumis  à  la  condition 

p  +  q<2. 

Je  vais  maintenant  chercher  les  termes  du  quatrième  ordre,  me 
restreignant  toutefois  à  n'en  signaler  que  les  plus  essentiels,  parmi  lesquels 
je  compte  ceux  qui  satisfont  à  la  condition  mentionnée  tout-à-l'heure.  Les 
termes  dont  il  s'agit  dérivent,  d'une  part,  de  la  fonction  h^^  elle-même,  qui 
renferme  des  termes  multipliés  par  /*,/V  et  /'*,  d'autre  part  de  hj. 
La  partie  du  quatrième  degré  contenue  dans  h^  s'obtient  facilement,  si  l'on 

remplace,   dans  l'équation   (5,  a),  f  par  -j/'  et  f  par  - /'*,  valeurs  qui  dé- 
coulent des  équations  (30)  et  (34)  du  n^  32.     Voici  la  partie  en  question: 

+  Y6^\P  —  /")  C0S(V  +  v'  —  2*  —  2(U  —  0)) 

—  ^r\P  —  7")  C0S(V  +  v'  —  2b'  —  2(ii'  —  0')) 

+  ^/»/"  C0S(V  —  V'  —  2(5  —  »')  —  2{Q  —  0)  +   2(Si'  —  &)). 

En  introduisant,  dans  l'équation  (7),  cette  valeur  de  b,  au  lieu  de  h, 
et  en  omettant  dans  le  résultat  les  termes  dont  les  arguments  ne  satisfont 
pas  à  la  condition  

il  en  résultera: 
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Termes  du  quatrième  degré  provenant  de  \. 

cosH  =  —^  {P  —  PI"  +  7'^)  cos  (v  —  V') 

+  ^  P{P  —  /")  cos  (v  +  v'  —  25  —  2(ii  —  0)) 

—  ^r\P  —  I")  C0S(V  +  v'  —  2^  —  2(ii'  —  0')) 

+  ^PP"  C0S(V  —  v'  —  2(,V  —  »')  —  2{îi  —  0)  +   2{ii'  —  0')), 

COS  2/i  =  —  g  (7*  —  7^7"  +  7'*) 

+  i  7*7"  cos  2(}  —  »'  +  a  —  @  —  (Q'  —  &)) 
+  '-  P{P  —  7")  cos  2{v  —  &  —  {Q  —  0)) 
+  l  P{P  —  7")  cos  2(v'  —  »  —  (Q  —  %)) 

—  I  rV' —  ^")  cos  2(v  —  ,y' —  (û' —  0')) 

—  \  r\P  —  7")  cos  2(v'  -^  5'  —  {ii'  —  0')), 

cos  3  7^  =  —  I  (7*  —  7'7"  +  I")  cos  (v  —  v') 

+  ^7'(7»  —  7")  cos(v  +  v'  —  2^  —  2{ii  —  0)) 
_  A/"(/'  _  7")  cos(v  +  v'  —  2^'  —  2(ii'  —  0')) 

+  ^/'7"  cos  (v  —  v'  —  2(,>  —  ë')  —  2(ii  —  &)-\-   2(ii'  —  &')) 

-\-f^P{P  —  r')cos2{v  —  »  —  {ii  —  Q)) 
+  ^  7»(7' — /")  cos  2(v' —  ,y  —  (iii  —  0)) 

—  ^r\P  —  7'*)  COS2(v  —  d'  —  (ii'  —  0')) 
_  ^ /'»(/»  _  7'»)  cos  2(v'  —  l'  —  {W  —  0')) 

—  -^  7»7"  co$(v  —  v'  +  20^  —  W)  +  2(i}  —  0)  —  2(fl'  —  0')), 
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cos4^  =  _  1  (/*  _  /»/"  +  I") 

+  \  PI'''  COS  2{»  —W  +  a  —  &  —  {iï  —  &)) 
+  i  /*(/'  —  I")  COS  2{v  —  »  —  {îi  —  0)) 

+  i  I\r  —  I")  COS  2(v'  —  »  —  {ii  —  Q)) 

.    .   .   , 

COS  5ff  =  —  I  (i^  —  /»/'»  +  /♦)  cos(v  —  V') 

+  ^  r{r  —  I")  COS  (v  +  V'  —  2^  —  2{Q  —  0)) 

—  f-^I'\P  —  /")  C0S(V  +  V'  —  25'  —  2(îi'  —  0')) 

+  ^/'/"  C0S(V  —  v'  —  2(5  —  5')  —  2{U  —  0)  +  2(Q'  —  0')) 

etc. 

Aussi  ces  expressions  se  continuent-elles  en  multipliant  par lex- 

pression  de  cos nH  qu'on  a  mise  en  évidence;  on  obtient  ainsi  les  termes 
de  cos(»  +  2)jEf  dont  il  s'agit  ici. 

Quant  aux  termes  du  quatrième  degré  provenant  de  hj ,  on  les  déduit 
en  multipliant,  par  la  partie  du  quatrième  degré  de  hj,  les  expressions  des 
<r„2  signalées  plus  haut. 

Voici  d'abord  la  partie  de  hj  dont  il  s'agit: 

—  i  //'(/'  +  /")  COS  (5  —  5'  +  ii  —  0  —  (ii'  —  &)) 
+  ^ri"  COS  2{»  —  d'  +  ii  —  Q  —  (ii'-  0')) 
4-^(7' +  /'T  COS  2(V-V') 

Cette  formule  se  conlinue  à  la  page  suirante. 
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-I7  j^r  COS  2(v  +  V'  —  2^  —  2(Q  —  0)) 

+  j^r*  COS  2(V  +  V'  —  2»'  —  2{ii'  —  0')) 

—  ^  /'(/'  +  5/")  COS  2(V  —  ^  —  (û  —  0)) 

—  ^IXP  +  /")  COS  2(V'  —  ^  —  (û  —  0)) 

—  ^r\r  +  7")  COS  2(V  —  »■  —  (Û'  —  0')) 

—  ^/"(5/'  +  /")  COS  2(v'  —  &'  —  iH'  —  0')) 

+  i  /'/"  COS  2(v  —  V'  —  (#  —  *')  —  (i2  —  0)  +  i2'  —  0') 
+  ^PI"  COS  2(v  +  v'  —  (5  +  *')  —  (i2  —  0)  —  (i2'  —  0')) 

—  i  //'(/'  +  7")  COS  (2(V  —V')  —  (»  —  »')  —  (Û  —  0)  +  û'  —  0') 
+  I  //'(/'  +   2/")  C0S(2V  —  {*  +  *')  —  (i;i  —  0)  —  (W  —&)) 
+   i  /Z'(2/'  +"/")  COS  (2V'  —  (»  +  &')  — (ii  —  @)  —  {ii-  —  &)) 

+  i  7»/'  cos(2v  —  3ii  +  S'  —  s{Q  _  0)  +  i2'  _  0) 
+  I  77"  cos(2v'  +  ^—  3*'  +  û  —  0  —  3(i2'  —  ©')) 

—  g  7'7'  cos(2(v  +  V)  —  3&  —  »'  —  3(i2  —  0)  —  (û'  —  0')) 

—  I  77"  COS  (2(v  +  v')  —  *  —  3*'  —  (Û  —  0)  —  3(i2'  —  ©'))• 

Maintenant,  en  effectuant  les  multiplications  indiquées,  et  en  omettant 
les  termes  dont  les  arguments  ne  satisfont  pas  à  la  condition 

p  +  g<2, 
on  arrive  aux 

Termes  du  quatrième  degré  provenant  de  hj. 

Dans  l'ezprdssion  de  cos  £f ,  il  n'y  a  pas  de  tels  termes;  dans  l'expression 
de  cos2ff,  ces  termes  s'obtiennent  tout  simplement  en  multipliant,  par  2,  l'ex- 
pression précédente  de  hj. 
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—  l  //'(/'  f  /")  cos  (v  —  V'  —  (*  —  &')  _  (fi  _  0)  +  (Û'  _  0')) 

—  f  //'(/'  +  /")  cos  {y  —  Y  -h  (»  —  »')  +  Û  —  e  —  (Q'  —  &)) 

+  I  PI"  cos  (v  —  V'  —  2(9  —  &')  —  2(û  —  0)  +  2(fi'  —  0')) 
+  I  PI"  cos(v—  V'  +  2{9  —  &')  +  2(i2  —  0)  —  2{Û'  —  0')) 

—  I  /'(/'  +  3/")  cos(v  +  V'  —  2d—  2(û  —  0)) 

—  l  r\2,P  +  /")  cos(v  +  V'  —  2»'  —  2(0!  —  &)) 

+  \  ir{P  +  /")  cos  (v  +  V'  —  (5  +  d')  —  (û  —  0)  —  (i2'  —  0')) 
+  I  /'/' C08(V  +  T'  —  3*  +  *'  —  Z{Q  —  0)  +  fi'  —  0')) 
+  \  II"  cos(v  +  y  +  d  —  3*'  +  û  —  0  —  3(fi'  —  0')), 

4fl-  =        J  (il/*  +  46/'/"  +  I  il'*) 

—  '-^ir{P  +  I")  coa(^  —  »'  +  Q  —  e  —  {iï  —  &)) 
+  f  PI"  cos  2{»  —  »'  +  Q  —  @  —  {Q'  —  &)) 

—  i  P{7P  +  23/'»)  cos  2(v  —  S  —  (i2  —  0)) 

—  i  /'(;/'  +    19/")  cos  2(v'  _  ^  _  (û  _  0)) 
_  1  /'»(l  9/»  +  7/'»)  COS  2(v  —  *'  —  (û'  —  0')) 

—  i  /"(23/»  +  7/")  COS  2(v'  —  »'  —  {£'  —  0')) 

—  i  //'(ïo/'  +  1 1/")  cos(2v  —  (»  +  »')  —  (i2  — 0)  — (fi'  — 0')) 

—  i  //'(il/'  +  10/')  C0S(2V  —  (9+  &')  —  (Q  —  @)  —  (û'  —  0')) 

Cette  formule  se  contioue  à  la  page  suiyaDte. 
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+  2/»/'  COS  (2V  —  3^  +  ^'  —  3(û  _  0)  +  i2'  _  0') 

+  î//"  COS  (2v'  +  S  —  3^'  +  û  —  0  —  3(i2'  —  0')) 
+  f  /»/'  cos(2v'  —  3ii  +  ii'  _  3(fi  _  0)  +  i2'  _  0') 

+  l  //"  cos(2v  +  5_3^'+û_0_  3(i2'  _  0')), 

COS  5  ff  =       A  (  1 7/*  +  70/»/"  +  1 7/'  ■•)  COS  (v  —  V') 

—  ^//'(/'  +  /")  cos(v  —  V'  —  (S  —  *')  —  (û  —  0)  +  i2'  —  0') 

—  I0//'(/»  +  /")  COS  (v  —  v'  +  (^  —  5')  +  û  —  0  —  (fi'  —  0')) 

+  ^  /*/'*  ces  (v  —  V'  —  2(S  —  #')  —  2(fi  —  0)  +  2(0'  —  &)) 
+  f  /»/"  COS  (v  —  v'  +  2(^  —  *')  +  2(i2  —  0)  —  2(û'  —  0')) 

—  jP{P  +  3^")  C0S(V  +  v'  —  2^  —  2(û  —  0)) 

—  ^/'X3/*  +  /")  C0S(V  +  v'  —  2^'  —  2(fi'  ~  0')) 

+  ^  ir{P  +  /")  COS  (v  +  v'  —  (*  +  d')  —  (û  —  0)  —  (i?*  —  0'))    - 
+  ^/V  cos(v  +  v'  —  3Ï»  +  *'  —  3(i2  —  0)  +  û'  _  0') 

+  ¥//"  cos(v  +  v'  +  d  —  3^'  +  fi  —  0  —  3(fi'  —  0')), 
C0S6H  =       I  (13/'  +  53/'/"  +  13/'*) 


_  éï  n'{P  +  /")  cos  (*  —  5'  +  i2  —  0  —  (i2'  —  0')) 
+  ^Pr  COS  2(S  —  ii'  +  i2  —  0  —  (£■  —  0')) 

—  I  P{itP  +  53/")  COS 2(v  —  ii  —  (i2  —  0)) 

—  I  P{\  tP  +  49/")  COS  2(v'  —  ^  —  (H  —  Q)) 

Cett«  formule  se  continue  à  la  page  tuirante. 
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—  I  l'i^gP  '+  1 7/")  cos  2(v  —  &'  —  m'  —  &)) 

—  I  /"(53/'  +  1 7/")  cos  2(v'  —  »'  —  (Û'  —  0')) 

+  l  ir{2sP  +  26/'^)  cos(2v  —  (,v  —  ^')  —  (H  —  0)_(i2'_0')) 
+  l  ir{26P  +  25/")  cos (2v'  —  (^  +  ,y')  —  (Q  —  0)  —  (i2'  —  0')) 
+  ^/'/'  cos (2v  —  3^  +  ^'  —  3(^  —  &)  +  ii'  —  &) 
-\-  ^  //"  cos  (2v'  +  ^_3^'  +  i2_0—  3(ii'  —  0')) 
+  6/ V  cos  (2v'  —  3^  +  S'  —  3(i2  _  0)  +  û'  _  0') 
+  6/7"  cos  {2v  +  »  —  3&'  -\-  Q  —  Q—  3(i2'  —  0')), 

cos  7H=       ^  (35/*  +,  142/'/"  +  35/") 

—  ^  //'(/'  +  7")  cos  (v  ~  v'  —  (S  —  *')  —  (û  —  0)  +  i2'  —  0) 

—  lllnxr  +  7")  cos  (v  —  V'  +  ^  —  S'  +  i2  —  0  —  (i^  —  0')) 

4 

-f   !3  pj'i  cos  (y  _  v'  —  2(d  —  S')  —  2(i}  —  0)  +   2(Q'  —  &'))  , 
4 

+  14  7V*  cos  (v  —  v'  +  2(,y  —  ^')  +  2(i2  —  0)  —  2(ii'  —  0')) 
7'(7'  +  3/'")  cos(v  +  V'  —  2^  —  2(i2  —  0)) 

—  Y  /"(3/'  +  /")  cos(v  +  v'  —  2»'  —  2(ii'  —  0')) 

+  Ç  77'(7»  +  7")  cos  (v  +  v'  —  (^  +  ^')  —  (û  —  0)  —  (ii'  —  0')) 

+  "  rr  cos(v  +  V  —  3Î»  +  Â*'  —  3(^  —  0)  +  i2'  —  0') 

+  ^  77'=*  cos  (v  +  v'  +  ,y  —  3,y'  +  i2  —  0  —  3{ii'  —  &)). 

La   continuation    de   ces   fonnules   est   moins   aisée  que  celle  des  ex- 
pressions dépendant  de  la  première  puissance  de  h,.    Dans  les  cas,  d'ailleurs 
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très  rares  dans  notre  système  planétaire,  où  il  faut  procéder  plus  loin, 
on  établira  d*abord  les  expressions  des  fonctions  W^,^^  n  étant  un  nombre 
entier  plus  grand  que  7,  après  quoi  on  obtiendra  sans  trop  de  peine  les 
formules  des  parties  de  cosSlT,  de  cosgJï,  etc.,  dont  il  s  agit. 

Par  Tinspection  des  formules  signalées  donnant  les  différents  termes 
de  cos  nH,  on  reconnaît  facilement  que  tous  les  arguments  sont  composés 
de  trois  arguments  fondamentaux,  à  savoir:  v  —  ^  =  v  —  ^;  v' — ^'=v' — ^' 
et  ^  —  S'  =  *  —  ^'  —  {G  —  G').  Ainsi  par  exemple,  les  termes  de  cosH 
du  degré  zéro  et  du  deuxième  degré  s'écrivent  de  la  manière  suivante: 

(8)    cosfl'  =  }  I  —  '-r  —  ~r'\cos{v  —  ^—(v'—  »')  +  »  —  ê'—{G—G)) 

+  '-Pco^{v  —  »  +  v'  —  '»'—{i»  —  »')  +  G—  G'  —  2{ii  —  0)) 

+  i7''cos(t;  — î9  +  V'  —  -»'  +  {^  —  n'  —  [G—G')—  2(i2'— 0')) 

+  \ir  co^{v  —  ê  —  (v'  —ê')—  (£  —  0)  +  Q'  —  &) 

~-jr  cos(t;  —  ,9  +  t;'  —  ,5^'  —  (Û  —  0)  —  (i2'  —  0')). 

Ensuite,  les  divers  termes  se  transforment  immédiatement,  ce  qui  est 
facile  à  voir,  de  manière  que  les  coefficients  apparaissent  comme  fonctions 
de  /sin(i2— 0)  ,  /cos(i2  — 0)  ,  /' sin (i2' —  0')  et  /' cos (i2' —  0'). 

On  peut  encore  remarquer  que  les  différents  cosinus  se  développent 
aisément  suivant  les  puissances  de  G  —  G*  vu  que  les  fonctions  G  et  G' 
et,  par  conséquent,  leur  différence  sont  des  agrégats  périodiques  du  deuxième 
degré  par  rapport  aux  modules  et  aux  coefficients  anastématiques. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  venons  d'observer  que  les  arguments  ne 
renfermeront  finalement  que  des  multiples  des  trois  arguments  fondamentaux  : 
v  —  ê\  v'  —  ê\ei  0  —  ê\ 

51.     L'expression   de   la  fonction   h   que  nous  venons  de  signaler  par 

l'équation    (4)   repose   sur  la   supposition   que   les   fonctions  î  ?  3^  j  î'  ®t  ^ 

s'expriment  au  moyen  des  équations  (49)  et  (50)  du  n°  23,  c'est-à-dire  que 
ces  fonctions  soient  des  agrégats  de  termes  élémentaires  ou  sousélémentaires. 
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Dans  Tétat  réel  des  choses,  ces  fonctions  renferment  pourtant  aussi  des 
inégalités,  ce  qui  amène,  dans  les  expressions  des  cosnfl",  des  termes 
dautres   formes  que  celles  qui  y  sont  produits  par  les  termes  élémentaires 

^®  }  )  ;j^  '  j'  ^*   ~;h  •     P<^^r  séparer  les  deux  espèces  de  termes,  nous  allons 

chercher  Texpression  de  h,  donnée  immédiatement  comme  fonction  des  quatres 
quantités  mentionnées. 

Dans  ce  but,  rappelons-nous  les  formules  (59)  du  n®  23  qui  donnent, 
après  y  avoir  remplacé  v  —  G  par  v  : 

cos  h  cos  l  =  cos  V  +  -  sin  i'(i  +  f)  sin  0  sin  (v  —  0), 
cos  6  sin  Z  =  sin  V  —  -  sin  i^(i  +  f)  cos  0  sin  (v  —  0). 
On  aura  de  même: 

cos 6'  cos/'  =  cos  v'  +  -sini'^(i  +  f)  sin  0'  sin  (v'  —  0'), 
cos  6'  sin  /'  =  sin  v'  — ^sin  i''(i  •+•  f)  cos0'  sin  (v'  —  0'). 

En  introduisant  ces  expressions  dans  Téquation  (2),  il  en  résultera: 

cos  £f  =  cos  (v  —  v')  —  i  sin  i\i  +  f)  sin  (v  —  0)  sin  (v'  —  0) 

—  ^sin  i'\î  +  f  )  sin  (v'  —  0)  sin  (v'  —  0') 

+  -sini'sini'Xi+f)(i+ncos(0  — 0')sin(v-0)sin(v'— 0') 

+  îî'. 
Mais  puisqu'on  a  identiquement: 

sin  (v'  —  0)  =  sin  (v  —  0)  cos  (v  —  v')  —  cos  (v  —  0)  sin  (v  —  v'), 
sin  (v  —  0')  =  sin  (v'  —  0')  cos  (v  —  v')  -f  cos  (v'  —  0')  sin  (v  —  v'), 
cos  (0  —  0')  =  cos  (v  —  0)  cos  (  v'—  0')  cos  (v  —  v')  +  sin  (v  —  0)  sin  (v'—  0')  cos  (v  —  v') 
-f  sin  (v  —  0)cos  (v'—  0')sin  (v  —  v')  —  cos(v  —  0)sin  (v'—  0') sin  (v—  v'), 
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on  déduit  facilement,  en  considérant  les  équations  (46)  du  n^  22  l'expression 
que  voici: 

(9)  oo,fl=co,(v-v)_  l(,+r,,'+l(,+i%''-l[\l'J^\lp/J^j% 


-i(i+t)(i+f)aV 


cos(v  — v') 


'^  \2  l  +  g^dv        2  î  +  g'^  dv'  '^  4  l  +  g'         ^  ^  dv' 

1(1  +  fXi  +0  „  tiji  .  /        ,. 

+  S3'- 

Evidemment,  si  Ton  retranche  cos  (v  —  v')  du  second  membre  de  l'équa- 
tion trouvée,  on  retient  les  termes  constituant  la  fonction  h;  en  négligeant 
les  termes  du  quatrième  degré,  on  parvient  ainsi  à  l'expression 

(.0)     h  =  -i(î'  +  ncos(v-v')+^aJ-a'^)sin(v-v')  +  aj'. 

MainteDant,  si  l'on  se  rappelle  les  expressions  des  fonctions  ï*],.i  qu'on 
a  données  dans  le  numéro  (49),  on  déduira  aisément,  avec  la  valeur  signalée 
de  h,  les  expressions  suivantes: 

COS2fl  =  -3'-j'=' 

+   (l— î'  — a'*)C0S2(v  — V') 

+  4J3'co8(v  — v'), 
cos  sfl"  =  —  3(j*  +  a"0  cos  (v  —  v') 

+  (i-ia'— 3r)cos3(v-v') 

+  K^|-*'S)-3(v-v') 

+  3îî' 

+  6aj'  cos  2(v  —  v'), 
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cos4fl'=-2(î'  +  a") 

—  4(j'  +  r)cos2(v— V') 

+  (•  —  23'  —  23")  cos4(v  —  v') 

+  <«î;-«'I=)-4(v-v) 

+  8}j'cos(v  — v'; 
+  83a'cos3(v  — v'), 

cos  5fi  =  —  5(3'  +  3'0  cos  (v  —  V') 
-5(3'  +  3")cos3(v-v') 

+  (i-5-j«— Sj'«)cos5(v-v') 

+  K*.|-4)-5(v-v') 
+  533' 

+    lOjj'  C0S2(V v') 

+  iO}3'cos4(v  — v'), 

cos65  =  -3(3'  +  3") 

—  6(3'  +  3'*)cos2(v  — V') 

—  6(a'  +  3")cos4(v-v') 

+  (i— 33'  — 33")cos6(v  — V') 

+  I  233' cos  (v  —  v') 
+  1 2j}' cos  3(v  —  v') 
+  1 233' cos5(v  —  v'), 
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cos  7^  =  —  7(j'  +  î")  cos  (v  —  v') 
-7(f +  f)cos3(v-v') 
-7(j"'  +  r)cos5(v-v') 

+  K3|-a'è)-7(v-v') 

+  73î' 

+    •4îâ'C08  2(v  — v') 

+  i4î3'cos4(v  — v') 
+  I4jj'  cos6(v  —  v'). 

Nous  nous  arrêtons  ici.  En  cas  de  besoin,  on  écrira  immédiatement 
les  expressions  analogues  des  cos  nH  appartenant  aux  valeurs  du  nombre  n 
plus  grandes  que  7. 

Cela  étant,  nous  désignons  par  (j)  et  (}')  les  parties  élémentaires  des 
fonctions  3  et  j',  c'est-à-dire,  les  sommes  des  termes  élémentaires  et  sous- 
élémentaires  s'y  trouvant.     Mettons  ensuite: 

(lO  i  =  {i)  +  or,     j'  =  (î')  +  ov, 

de  sorte  que  â^  et  d^'  signifient  les  sommes  des  inégalités  auxquelles  sont 
soumises,  les  latitudes  des  deux  astres.  Désignons  finalement  par  {H)  ce 
que  devient  H  lorsque  d^  et  <Jj'  sont  égaux  à  zéro,  et  admettons  Texpression 

(12)    cosnH  =  cosn{H)-\-M„d^-\-M'„âi'  +  Nj^  +  K^ 

Evidemment,  si  Ion  introduisait,  dans  les  expressions  précédentes  des 
cosnH,  (j)  au  lieu  de  j  et  (j')  au  lieu  de  j',  et  quon  identifiât  les  fonc- 
tions (})  et  (}')  avec  les  expressions  de  j  et  de  j'  qu'on  a  données  dans 
le  n°   23,  on  retomberait  dans  les  formules  du  numéro  précédent,  lesquelles 
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donneraient  alors  les  expressions  de  cosn{H).  Mais  il  faut  encore  dé- 
terminer les  fonctions  M„  ,  M'„  ,  N^  ,  .  ,  .  ,  R„. 

A  cet  égard,  nous  faisons  d'abord  la  remarque  que  M^^  et  M'^  sont 
de  telles  fonctions  de  (j)  et  (}')  et  de  v  et  v',  que,  si  M^  était  connu, 
on  obtiendrait  M'^  en  changeant  3  en  j',  j'  en  j,  v  en  v'  et  v'  en  v. 
C'est  de  même  quant  aux  fonctions  N„  et  iV^,  P„  et  P^,  Ç„  et  Ç^,  dont 
les  P  et  les  P*  ne  dépendent  toutefois  que  de  v  et  v'.  En  conséquence, 
il  suffit  de  ne  mettre  en  évidence  que  les  M„y  les  N„,  les  P„,  les  Q^ 
et  les  R^, 

Voici  les  expressions  des  quantités  dont  il  s'agit: 

M,=-  (î)  cos  (v  -  V)  +  ^  ^^  siu  (v  -  V)  +  (a'), 

^,  =  —  2(})  —  2(})  COS  2(v  —  V')  +  ^  sin  2(v  —  v')  +  4(j')  cos  (v  —  v'), 

^3  =  -  6(a)  cos  (v  —  V')  —  3(a)  cos  3(v  —  V)  +  f  ^^sin  3(v  —  V) 

+  3(3')  +  6(s')cos2(v-v'), 
-^4  =  —  4(j)  —  8(j)  ces  2(v  —  v')  —  4(a)  cos  4(v  —  v') 

+  2  ^)  sin  4(v  -  V)  +  8(a')  cos  (v  -  v')  +  8(a')  cos  3(v  -  v'), 
M^=—  io(a)  cos  (v  —  v')  —  io(a)  cos  3(v  —  v')  —  5(a)  cos  5(v  —  v') 

+  2S'^'^°5(v  -  V)  +  5(a')  +  io(a')cos2(v-v')+  io(a')co84(v  — V'), 

If  g  =  —  6(a) —  i2(a)cos2(v  —  v') —  i2(a)cos4(v  —  v')  —  6(3)  cos6(v  —  v') 

+  3  ■^-  sÏQ  6(v  —  v')  +  1  2(a')  cos  (v.  —  v')  +  1 2(a')  cos  3(v  —  v') 

+  i2(a')cos5(v  — v'), 

M^  ==— i4(j)cos(v-v')-i4(j)cos3(v-v')-i4(j)cos5(v-v')-7(a)cos7(v-v') 

+  ^^^sin  7(v- v')  +  I4{j')+  i4(î')  cos  2(v— v')+  14(3')  cos4(v-v') 

+  i4(î')cos6(v  — v'), 
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-^«  =  ^(a)smw(v  — v'), 


}\  =-.  _icos(v  — V'), 

Pj  =  I    COS  2(v  V'), 

P3  =  —  3  COS  (v  —  v')  —  ^  COS  3(v  —  v'), 

P^  =  2  4  COS  2(v  v')  2  COS  4(v  —  v'), 

P5  =  —  5  COS  (v  —  v)  —  5  COS  3(v  —  V)  —  ^  cos  5(v  —  v'), 

Pg  =  —  3  —  6  cos  2(v  —  v')  —  6  cos4(v  —  v')  —  3  cos  6(v  —  v'), 

P7  =  —  7  cos  (v  —  v')  —  7  cos  3(v  —  v')  —  7  cos  5(v  —  v')  —  -  cos  7(v  —  v'), 

Ç,  =%inn(v  — v'), 

R,=  I, 

iîj  =  4  cos  (v  —  v'), 

^3  =  3  +  6  cos  2(v  —  v'),  , 

ij;^  =  8  cos  (v  —  v')  +  8  cos  3(v  —  V), 

jBj  =  5  +  10  cos  2(v  —  v')  +  10  cos4(v  —  v'), 

iîg  =  1 2  cos(v  —  V)  +  12  cos  3(v  —  V)  +  12  cos  5(v  —  v'), 

jB^  =  7  +  1 4  cos  2(v  —  v)  +  14  cos  4(v  —  v')  +  H  cos  6(v  —  v'), 


On  pourrait  encore  exprimer  les  ilf„  et  les  N^  au  moyen  des  fonctions 
/  sin  {Q  —&),  I  cos  (i2  —  0)  ,  /'  sin  {Q'  —  0')  et  /'  cos  (£'  —  0').  Mais  bien 
que  les  résultats  s'obtiennent  assez  facilement,  je  les  omets  pourtant,  vu 
quon  n'a  besoin  que  de  quelques  termes,  lesquels  on  cherchera,  selon  les 
circonstances  des  divers  cas,  séparément  des   autres. 
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52.  En  ne  considérant  que  le  but  immédiat  du  travail  présent,  on 
pourrait  s'arrêter  aux  résultats  relatifs  aux  cos  nH  quon  a  obtenus  dans 
les  derniers  numéros;  on  saurait,  en  effet,  en  tirer  les  règles  du  calcul 
destinées  à  déterminer  les  coefficients  anastématiques  tant  que  ceux-là  sont 
sensibles  dans  les  théories  des  planètes  principales.  Mais  il  y  a  d'autres 
raisons  pour  lesquelles  il  pardt  utile  d'étendre,  un  peu,  les  recherches  sur 
les  manières  d'exprimer  les  cos  nH:  je  pense  en  première  ligne  à  l'applica- 
tion du  théorème  important  de  M.  Tisserand,  en  vertu  duquel  on  obtient 
l'expression  de  cos  nH  quand  celle  de  cosJï  est  donnée  moyennant  la  formule 

(13)  cos  H  =  fi  C08X  +  \f  cosy  y 
les  coefficients  /£  et  v  étant  assujettis  à  la  condition 

La  mise  en   usage   du  théorème  mentionné  est  en  effet  le  moyen  le  plus 
efficace   d'établir  les  expressions  dont  il  s'agit,  quand  Tinclinaison  mutuelle 
entre  les  plans  instantanés  des  deux  planètes  n'est  pas  très  petite. 
En  adoptant  le  développement 

(14)  cosn^  =  Q;^l  +  210^"*^  cosix  +  2lQf^^]  cos jy  +  ^IIQ^]  cosix  cos jy^ 

qui,    si    l'on    admet    des    valeurs    des  indices  tant  positives   que   négatives 
et  qu'on  établisse  les  équations 

s'écrit  de  la  manière  suivante 

cos  nH  =  IIQfi]  cos  ix  cos  jy , 
on  trouvera  la  formule 

au  moyen   de  laquelle   on   peut  calculer  les  coefficients    Ç^"^  de  proche  en 
proche.     En  partant  des  valeurs 

*  Voir  le  mémoire  de  M.  Tisserand  inséré  dans  le  T.  XV  des  annales  de  l'ob- 
servatoire de  Paris   (Mémoires)  et  encore  son  traité  de  la  mécanique  céleste,  T.  I,  chap. 

xxvm. 

TraiU  des  orbites  absolues.  24 
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on  obtient  facilement  les  expressions  suivantes: 


(/^l 

= 

—  2/iV, 

Qi.l 

= 

1a*. 

Q^\ 

= 

f^'.. 

Çf^\ 

= 

î>^'. 

«!,n 

= 

\< 

(^\  = 

—  4/£'v(l   —  2V), 

Q^\  = 

2yUVl  bfjOI, 

<?^n  = 

4/iV»(l           2;£), 

?o*i  =  — Wi  —  fH- 
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Certes,  on  pourrait  continuer  le  calcul  de  ces  coefficients  aussi  loin 
qu'on  voudrait;  cependant,  si  n  acquérait  des  valeurs  plus  grandes  que  celles 
que  nous  avons  considérées,  il  serait  plus  aisé  de  déduire  les  coefficients 
suivants   en    utilisant   le   théorème   de  M.  Tisserand,  dont  voici  le  teneur. 

Soit: 

8in(n+  i)g^  j^„,  ^  2ri?;Jcos/a;  +  2lR^]co^jy  +  A^lR^'cof^ixco^jy, 
sin  il  *  *  *'' 

on  aura,  en  vertu  de  l'équation 

o-       8in(n  +  i)g       8in(n—  i)H 

2  COS  nXZ   =  ; :^ ; = , 

8in  a  81Q  H 

la  relation 

Or,  M.  Tisserand  est  parvenu  à  représenter  les  quantités  R  au  moyen 
de  la  formule 

P(»)  _  [(>^  - i  +  ^y  -  i']\{^  -  i  +  4)'  -  t']  • .  ■  [(n  +  3?  -  t'] 

^'•^  '       (2.4...2ir 

OÙ,  en  supposant  i  +  /  —  n  pair  et  négatif,  il  a  désigné,  par  F  {a ,  ^ ,  /* ,  v) 
la  série  hypergéométrique  de  Gauss:  les  coefficients  demandés  s'obtiennent 
ainsi  d'une  manière  directe. 

On  voit  par  là  que  le  coefficient  Ç$"j  renferme  toujours  le  facteur 
/£V,  remarque  qui  nous  sera  utile  prochainement. 

53.  Nous  allons  maintenant  mettre  la  fonction  cos  Jî  sous  la  forme  de 
l'équation  (13).  Considérons,  à  cet  effet,  deux  triangles  sphériques  formés, 
sur  la  sphère  céleste,  l'un  par  le  plan  fixe  et  les  plans  instantanés  des 
deux  planètes,  et  l'autre,  par  le  plan  des  trois  corps,  le  soleil  et  les  deux 
planètes. 

En  conservant  les  notations  du  chap.  Il  du  premier  livre,  et  eh  dé- 
signant par  £  et   I'  les  longitudes  du  noeud  commun  des  deux  plans  in- 
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(16) 


stantanés,  ces  longitudes  comptées  dans  les  orbites  respectives  à  partir  des 
mêmes  origines  que  celles  des  angles  a  et  a,  et,  par  J  Tinclinaison  mu- 
tuelle des  deux  plans,  on  aura  tout  d abord: 

(15)     cos  5  =  cos  {v  —  S)  cos  (t;'  —  S')  +  sin  {v  —  I)  sin  (v'  —  2')  cos  /, 

ainsi  que  les  formules  suivantes: 

sin-  /sin-  (r  —  er'  +    I  —  (t)  =  sin-  (6  —  9')  sin  ^(i  +  i'), 
sin-  J  cos-  (2^'  —  (t'  +   I  —  a)  =  cos-  (6  —  6')  sin-  (i  —  t'), 

22  2  2 

cos-  Jsin-  (r  —  (/  —  {I  —  0))=  sin-  (e  —  9')  cos^  (t  -|-  i'), 

2  2  ^2  2 

COS-  t/cos-  (r  —  y  —  (I  —  a))  =  cos-  (6  —  6')  cos-  {i  —  i'), 

2  2  2  2 

et  encore  celles-ci: 

(17)  cos  J"  =  cos  i  cos  i'  -|-  sin  i  sin  i'  cos  (e  —  9'), 

sin  J  sin  {I  —  a)    =  sin  i  sin  (O  —  9'), 
sin  /  cos  {I  —  o)    =  sin  i  cos  i'  —  cos  i  sin  i'  cos  (9  —  9'), 
sin  J  sin  (2"  —  (t)  =  sin  i  sin  (9  —  9'), 
.  sin  J  cos  (J?'  —  ^')  ~  —  ^^s  ^  ^^^  ^'  +  ^i^  ^  ^^s  i'  cos  (9  —  9'). 
Maintenant,  si  Ton  met  Téquation  (15)  sous  la  forme 

cos^  =  cos^J'  cos(t;  —  S  —  {v'  —  D)  +  sin  ^  J*  sin  (t;  —  };  +  v'  —  T), 

et  qu'on  la  rapproche  de  Téquation  (13),  il  s'ensuit  qu'on  doit  mettre 

fx  =  cos- J^;  p  =  sin-t7^; 

2  2 

x  =  v  —  S  —  {v'  —  X);         y=.v  —  S+v'  —  I\ 

Nous  voilà  donc  au  terme   de  nos  préparations.     Pour  avoir  les  ex- 
pression9   des  çosw5,   il  suffit,  en  effet,  d'introduire,  dans  les  formules  de 


(18) 
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M.  Tisserand,  les  valeurs  signalées  de  /£  et  v,  de  a?  et  y.  Mais  les  ré- 
sultats qu'on  obtient  ainsi,  n'étant  toutefois-  utiles  au  calcul  des  termes 
élémentaires  que  dans  des  cas  spéciaux,  il  faut  les  transformer  ultérieure- 
ment. H  faut,  en  effet,  exprimer  les  coefficients  /£  et  v,  par  les^fonc- 
tions  anastématîques  et  remplacer  les  longitudes  2"  et  I'  par  a  et  (t.  Dans 
le  cas  de  trois  corps  seulement,  cette  transformation  s'opère  immédiatement. 
On  sait,  en  effet,  que  les  points  d'intersection  des  deux  plans  instantanés 
restent,  dans  ce  cas,  constamment  dans  le  plan  invariable  du  système,  d'où 
l'on  conclut  la  relation 

e  — e'  =  ISO**. 

En  vertu  des  équations  (i6)  et  (17),  il  sera  maintenant  facile  d'obtenir 
les  valeurs 

a=  S;         d  =  r  — I8o^ 

avec  lesquelles  on  parviendra,  facilement,  aux  formules  transformées. 

C'est   autrement   dans   le   cas  général,   où  l'on  envisage  les  actions  de 
plusieurs  planètes,  s'attirant  mutuellement.     Les'  transformations  demandées 
étant  alors  plus  laborieuses  à  exécuter,   on  les  opère  à  plusieurs  reprises, 
en  commençant  par  mettre  les  fonctions  cos  nH  sous  la  forme 
cosnH=  IAfJ'v'[e  v-i[M^-^-(.'-r))+,(.-jr+.'-r)j 

I     g    »'3i[p(«-2'-(«'-r))-v(r-2'+»'-2")] 

I    'g-v'^i [p(r- r-(r'-r ))+7^i»-j:+i>'-2")] 

A  étant  un  agrégat  fini  'de  puissances  entières  de  v,  ou  de  /£,  chacune 
multipliée  par  un  certain  nombre  rationel,  ei  p  et  g,  des  entiers  positifs. 
Evidemment,  cette  formule  s'écrit  aussi  de  la  manière  suivante: 

(19)       cosnJ2'=  SAijfu'^ie  v^^ip('^''-«''-('^--<'))-î(-'-<^>--^)+/'C*-<'-<*'-<'*))+^(«'--<'+«''--<^')J 

I  ^  v'-i[p(2''-</-(2'-<r))  +  ff(r-<y'+i:-<y)+/.(v-ff-(i»'-«r'»-î(i»-<y+r-y)] 
I  g-v^-i  [p(2"-y-.(2'— rf))-^(i:'-<r'+2'— <0+P(»-«r-(i>'-fl'))+«(e-<r+e'-<r')] 
I     ^-^i[pir-^a-i2!-<T))-^gir-e  +  2:-  ff)+p(i>-ff-(«'-ff'))-ç(»-,r+«'-(i')]  j 

Or,  puisqu'on  a: 

V  —  a  =  V  —  8;  v'  —  (/  ^  y'  —  8', 
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il  serait  facile  d'exprimer  les  cos  nH  au  moyen  de  è ,  i' ,  6  et  6',  pourvu  qu  on 
eût  établi  de  pareilles  expressions  de  /£6*'~*^-~*'"^-"''^^  et  de  ve**^~*^- ""'"*" -"'^\ 
Mais  celles-ci  s'obtiennent  aisément  en  vertu  des  équations  (i6).  On  en 
tire,  en  formant  le  produit  de  la  première  avec  la  deuxième  et  celui  de  la 
troisième  avec  la  quatrième,  ainsi  que  les  carrés  de  la  première  et  de  la 
troisième  ou  de   la   deuxième  et  de  la  quatrième,  les  équations  que  voici: 

sin  -  J^  sin  (2"  —  a  +  I  —  ^)  =  "  (^^^  i'  —  cosi)  sin  (e  —  6'), 

sin  -  J' cos  {I'  —  ar  +  I  —  er)  =  -  cos  J cos  (i'  —  0  +  "  ^^^  (®  —  ^') 

cos  (i'  —  i)  cos  (0  —  e'), 

COS-  fP  sin  (2" —  (/ —  (2  —  a))  =  -  (cos  t  +  cosi')  sin  (e  —  9'), 

2  2 

COS  -J^  cos(2' — (/  —  (2  —  a))  = cosJ  +  "Cos(i'  — i)  +  -cos(e  — 9') 

+  -  cos  (i'  —  i)  cos  (e  —  e'), 
et  si  Ton  y  porte  les  valeurs 

cosi  =  I sini'(i  +  f);  cosi'  =  i  — 7-sini'^(i  +  f) 

2  2 

ainsi    que    celle    de    cosJ"   donnée   par   Téquation    (17),   on  parvient,  après 
quelques  réductions  faciles,  aux  résultats  suivants: 

sin  î  J'  sin(r— (/+  2—^)=  -  [sini'(i  +  f )  —  sini''(i  +  f')]  si"  (^  —  ^'), 

2  4 

sin -J* cos (J'' — </+  S — 0)= sinismi'+   -sin  j'(i  +  f )  +  -8ini"(i  +  f) 

—  ^  sin  t*  sin  i'\i  +  f )( i  +  f  )  1  cos  (e  —  e'), 
cos  ^  J'  sin  (2"-  tr'  -  (S-  <7))  =  1  i  -  -  sin  i»(  i  +  f)  -  1  sin  i"(  i  +  f)  1  sin  (e  -  e'), 

cos^  J*cos(2"-<r'-(2:-.<r))=  ^inisinf  +  Ti  -  -sinè'(i  +  f)—  -sini'*(i  +  f) 

—  ^ sin  i» sin  i"(i  +  f)(  i  +  f')l  cos  (6—9'), 
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d'où  décoalent  immédiatement  les  relations: 

^^•-i(--w+i:-.)       =  _  I  sin  i  sin  i'  +  -  sin  i*( I  +  £)«»'-'»-«') 

+  -sini"(i  +  f')e-V->(e-e) 

—  ±aini'  8ini"(i  +f)(i  +f')(e»'-'«-«>+  e-''^'<«-«'>), 

j.g-^-xr-.'+j-,)    ^ ,_  ^  gi^  ^  gin  j'  +  £  gin  »»( I  +  f)e-''^(«-6> 

+  -sini'(i  +  f')e«'-'»-e) 
4 

—  ^  sin  i'  sin  i"(i  +  f)(i  +  f')(g''-»-»>  +  e->'^'«'-«>>), 

^g^rï(r-»'-(r-.))     _         ^  gjjj  .  gjn  i'  ^  r,  _  i  gin  j»(i   _|_  f) 

— -sin  i"(i  +£')]«•'-''•-'" 

—  ^ sin  i»  sin  i'»( I  +  f)(  I  +  f  )(ev'-ue-e')  _,_  g-^rwe-e))^ 

^-^.(2--,-(i--.))  ^       i  sin  i  gin  ^z  _,_  r  I  _  i  gin  éV,  +  f) 

2  14 


(2  1) 


-•-1(6-6) 


— -sinî'»(i  +f')y 
—  ■j^sini'sin«'»(i  +f)(i  +f)(e»'^«e-«'  +  g-»'=^i(6-<»')). 

Avant  d'aller  plus  loin,  je  remarque   que  la  somme  de  la  deuxième 
et  Àe  la  quatrième  des  équations  (20)  donne  immédiatement: 

cos(e  —  ô')  =  cos-  t7'cos(r—  a'—  (S  — a))  +  sin-  J^  cos(r  —  (/+  I  —  a) 

=  cos  (r  —  (/)  cos  (2'  —  a)+  sin  (2"  —  </)  sin  (2  —  ^)  cosJ, 

équation    qui   résulte    d'ailleurs  du  premier  des  triangles  sphériques  men- 
tionnés un  peu  plus  haut. 
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Mais  reyenons  à  l'équation   (19),  et  introduisons-y  les  valeurs  qu'on 
a  données  au  moyen  des  équations  (21).     On  obtient  de  la  sorte: 

(22)  cosnfl"=  J^^l  fi  —  -sini»(i  +  f)  —  -sini"(i  +  fOV-""-^'' 

+  isin?8ini'e'' "'<'-'■-*»-«■» 
'   2 

— -j^sin  i'  ami'\i  +f)(i  +f')(e*' ->(---) +e»'-'<'-^-»«>-6'»)|'' 
X    -sinî»(i  +  f)g»'-<'+--»«)  +  i8inî"(i  +  f')gV=^i<-+^-«») 

— -sintsini'e''^<^-^^'-»+»» 
2 

— -j^sini'sin*"(i  +f)(i  +f)(e''-'(''+--w  +e^-uv+T-«.))|' 

+  52-4Jri  — -8ini»(i  +  f)— ^8inî"(i  +  f')V"^'<'-^'> 
+  -  sin  i  sin  j'g»'-.(»-T'-(6-e-)) 

—  ■j^8ini»sini"(i  +f)(i  +f')(c''~«^-^>  +  g»'- •(---'-««» -e»)!' 
X  |-8ini»(i  +  £)«-»'-(-+-■-«)  +  i8ini"(i  +  f')e-»^'(-+--«'') 


■  -  sin  »  sin  i'e-^"'<'+^-»+»» 

2 


—  -^sint'sinî"(i  +f)(i  +f')(e-v^(^+--««+e-*^«''+-'-»«'>) 


.       +  ^  sin  i  sin  i'e-«'="'<''-''-<»-«» 

—  ■j^8in»»sini"(i  +f)(i  +f')(e-<'-'CT-T')_,_g-^.(T-v-.(e-e,))j'' 

Cette  formule  se  continae  à  U  page  tuiTante. 
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—  -sin  i  sin  i'e-»'-'<''+''-<9+«» 

2 

— -j^sini»8ini"(i  +f)(i  +f')(e-^-<'+''-»«>+ fi-''- "+'''--»»•)) 
+  S^|r'  — -sinJ'(i  +  f)  — isini'»(i  +  f')V''^'<'-'> 

+  - sin  i  sin  i' «-•'-' <^-'-<'»-«» 

'     2 

— -^sini'sini"(i  +f)(i  +f')(fi-''-<'-v>^.e-^-.(v-v-«e-eJ 


X    -sini'(i  +  f)e''"'(- +'•-«»  +  isini'Xi  +  f')cV-'(r+.'-îe) 
— -sinisint'e*'^('+"'-<*'+»" 

2 

—  ■j^sini'sini"(i  +  f)(i  +  f')(e*'-i  <"+'■-='»'  +  ev'-.(vf»-M))|' 

On  voit  sans  peine  que  cette  formule  peut  se  transformer  de  manière  à 
s'exprimer  par  les  fonctions  /e*^  »^^-^>  et  /'e±^-»^^-^*>  et  par  les  arguments 
V ,  v' ,  ^  et  ï»' .     En  effet,  si  Ton  se  rappelle  les  formules 

sinie*^^»^  =  Je*^^^^*+^-^>    +  {(C))e^'\ 
sini'e*^^^'  =  i'gtv'rK^'+i/-^')  ^  ((^'))^t*v^ 

qui  découlent  immédiatement  des  équations  (31)  du  n**  32,  on  opérera 
facilement  la  transformation  dont  il  s'agit,  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'en 
indiquer  ici  plus  de  détails. 

Mais  mettons  encore  en  évidence  l'expression  de  v»,  dont  les  puissances 
entrent  dans  les  coefficients  A.  Dans  ce  but,  nous  reprenons  l'équation 
(17),  qui  nous  donne  sur-le-champ  celle-ci: 

2v  =  -  sin  i'(i  +  f)  +  ~ ^^^  ^''( ^  +  n  —  s^^ ^  ^^^  ^'  ^^s  (e  —  e') 

— -sini'sini''(i  +  f)(i  -f  f). 

Traité  des  orbites  absolues.  25 
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Avec  les  formules  que  nous  venons  d'établir,  il  sera  facile,  en  con- 
sidérant l'équation  (14)  ainsi  que  les  valeurs  des  différents  Q^\,  de  former 
les  expressions  des  cos  nH.  Ainsi  par  exemple,  on  obtiendra  l'expression 
de  cos2ff,  en  portant,  dans  Téquation  {22),  les  valeurs 


^'V 


j>  =  i;  ry  =  I, 

y;  =  o;  q  -=  2, 


^ '■=— ;Ki  —  J^);  V  =  o\  </  =  o. 


Le  calcul  effectué,  on  retrouve,  en  effet,  le  résultat  dont  nous  avons 
donné,  dans  le  n°  50,  les  termes  du  degré  zéro,  du  deuxième  et  du  qua- 
trième degré.  ' 

Ainsi,  en  partant  du  théorème  de  M.  Tisserand,  on  a  établi  la  théorie 
complète  de  la  transformation  des  cos  nH. 

54.     Arrêtons  nous  encore  à  quelques  relations  qui  pour  diverses  raisons 
peuvent  avoir  de  Tintérêt. 

Si  nous  mettons  l'expression  de  cosfl  sous  la  forme 

(2  3)     cos  H  =  A  cos  V  cos  v'  +  B^  sin  v  sin  v'  +  A^  cos  v  sin  v'  +  B  sin  v  cos  v\ 

il  sera  facile,  en,  considérant  l'équation  (15),  de  conclure  les  valeurs  sui- 
vantes des  coefficients: 


(24) 


A  = 


'A  = 


A  = 


B  = 


cos  -  J''  cos  (1' 


cos  -  J' cos  (2' 
2  ^ 

cos- 7'  sin  (2' 
2  ^ 

cos  -  </'  sin  (2' 


2')  +  sin  ^J»  cos  (2  +  2"), 
2")  — sin  ^J»  cos  (2  +  2"), 
2')  +  sin -J' sin  (2  +  2'), 


2")  +  sin  ij»  sin  (2  +  2"). 
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Mais  on  obtient  aussi  ces  coefficients,  d'une  autre  manière  qui  nous 
permettra  de  reconnaître  leur  signification  géométrique.  Si  nous  introdui- 
sons, dans  Téquation  (i),  les  valeurs  suivantes: 


-  =  a  cos V  -j-  ji  sinv y 

-  =  a,  cos  V  -f-  B.  sm  v , 

-  =  a,^  cos  0  +  19.^  sin  ?;, 


ainsi  que  celles  ci: 


=  a  cost;'  +  /5'  sin  v' , 
=  a[  cos  v'  +  [i\  sin  v' , 
=  a[  cos  v'  +  ^'ï  sin  v' , 


nous   parviendrons   facilement  à  exprimer  les  coefficients  AyB,  .. 
nant  les  formules 

'A   =  otot'  +  aiczl  +  «!«'., 

Ajoutons  encore  les  formules  suivantes: 

i^  =  «r'  +  «iri  +  «irî. 

-^j  =  '^'r+  «iVi  +  aârî- 
^,  =  ^r +/?.>.  +/5:r.. 
i\  =  rr'  +  rir!  +r^r^ 


moyen- 
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Les  quantités  a  ,  ^ ,  .  .  .  étant  données  de  la  manière  la[^plus  générale 
par  les  équations  (d),  (d')  et  (d")  du  n°  17,  on  peut  toutefois  les  adopter 
telles  quon  les  a  déterminées  par  les  équations  (^),  (^)  et  (d")  du  n°  21. 
Mais  si  Ton  Vfeut  que  le  mouvement  des  axes  dans  les  plans  instantanés 
soit  uniforme,  on  doit  employer  les  formules  (D),  (D')  et  (D")  du  n°  22. 
Cependant,  si  l'on  met  langle  v  à  la  place  de  t;,  et  v'  à  la  place  de  v', 
de  sorte  quon  aura: 

(25)     cos  H  =  A  cos  V  cos  v'  +  J5,  sin  v  sin  v'  +  -^i  cos  v  sin  v'  +  -B  sin  v  cos  v', 

il  est  clair  que  les  valeurs  (à),  (d')  et  (^')  doivent  être  mises  en  usage. 
Ainsi,  on  pourrait  exprimer  les  coefficients  dont  il  sagit  au  moyen 
des  angles  i  ,  i' ,  6  et  0'.  Mais  on  les  obtient  aussi,  par  une  remarque 
assez  simple,  exprimés  comme  fonctions  des  angles  e7,  2"  et  I\  En  effet, 
rien  n'empêche  qu'on  ne  considère  pour  un  moment,  comme  invariables, 
les  angles  i',  a'  et  6',  et  qu'on  suppose  alors: 


i'=-o; 


a'  =  e'. 


ce  qui  revient  à  supposer  le  plan  fixe  mobile  et  coincidant  avec  le  plan 
instantané  de  la  seconde  planète.  Cela  posé,  on  reconnsdt  facilement  que 
i  devient  égal  à  J",  er  à  2'  et  0  à  2'.     D'où  s'ensuivent  les  valeurs 


«;  =  «:  =  ^'  =  y5;  =  r  =  rî 


o, 


ce    qui    fait   que    les   coefficients  -4,-4,,...  deviennent  égaux  aux  coeffi- 
cients a  ,  a,  ,  .  .  .  ,  bien  entendu  qu'on  introduise,  dans  les  expressions  (d), 
(d')  et  (d"),  les  valeurs  tout-à-l'heure  signalées  de  i,  <7  et  6. 
Voici  les  expressions  qu'on  obtient  de  la  sorte: 


(3) 


in 


A  =  cos  2  cos  I'  +  sin  2  sin  2"  cos  J, 
B  =  sin  2  cos  2'  —  cos  2  sin  2"  cos  J, 
jT  =  sin  2  sin  «7, 

-4j  =  cos  2  sin  2'  —  sin  2  cos  2"  cose/, 
J5j  =  sin  2  sin  2'  +  cos  2  cos  2'  cosJ, 
-Tj  =  —  cos  2' sin  J, 
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B^  =  cos  2*  sin  «7, 

i^2  =  COS  «/. 
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Maintenant,  rien  de  plus  facile  que  de  voir  Tidentit^  des  expressions 
de  A  j  A^  ,  B  et  B^  avec  celles  que  nous  avons  données  par  les  équa- 
tions (24). 

En  conséquence  des  résultats  obtenus,  il  s'entend  que  les  coefficients 
A  y  A^  ,  .  .  .  signifient  les  neuf  cosinus  servant  à  transformer  les  coordon- 
nées rectangulaires  rapportées  au  plan  instantané  de  la  première  planète  en 
d'autres  appartenant  au  plan  instantané  de  la  seconde,  et  vice  versa. 

On  peut  encore  signaler  la  formule 

qui  nest  qu'une  simple  conséquence  de  l'équation  {22)  du  n®   19.  » 
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CHAPITRE   III. 

Divers  développements  j^rocédant  suivant  les  puissances  des  fonc- 
tions diastématiqtœs  et  des  fonctions  anastêtnatiques. 

55.  Dans  ce  dernier  chapitre  du  livre  présent,  nous  allons  nous 
occuper  du  développement  d'un  produit  de  la  forme  générale 

(i)  i<;<"j  =  />>'«•  cos  7///, 

p  et  p'  étant  les  fonctions  quon  a  déterminées  par  la  formule  (20)  du 
n°  9.  Nous  remplacerons  ensuite  les  arguments  entrant  dès  le  début  dans 
l'expression  signalée,  par  d'autres,  isocinétiques  avec  eux,  afin  de  navoir 
finalement  que  des  arguments  dépendant  d'une  seule  variable.  Mais  avant 
d'exécuter  les  dites  transformations,  nous  nous  arrêtons  un  moment  en 
jetant  un  coup-d'oeil  rétrospectif  sur  la  nature  des  développements  que 
nous  venons  d'obtenir  dans  les  deux  derniers  chapitres  et  en  vertu  des- 
quelles s'opèrent  les  transformations  demandées. 

D'abord,  les  expressions  des  coswJÎ  établies  dernièrement  sont  finies 
ou  visiblem^ent  convergentes,  bien  que  nous  n'en  ayons  rais  en  évidence 
que  les  premiers  termes.  Il  n'y  a  donc  pas  lieu  de  se  soucier  de  la 
convergence  lorsqu'il  s'agit  des  développements  suivant  les  puissances  des 
fonctions  anastématiques. 

C'est  autrement  lorsqu'il  s'agit  des  séries  procédant  suivant  les  puis- 
sances des  fonctions  diastématiques.  Certes,  une  partie  de  ces  développe- 
ments ne  forment  que  des  polynômes  finis,  et  parmi  les  développements 
infinis  il  y  en  a  qui  convergent,  les  fonctions  diastématiques  ayant  des 
valeurs  n'importe  quelles  entre  zéro  et  l'unité.  Mais  une  autre  partie  de 
ces  développements  là  ne  jouissent  pas  d'une  convergence  absolue,  tant  que 
les  valeurs  numériques  des  fonctions  diastématiques  ne  sont  pas  inférieures 
à  une  certaine  limite.  C'est  d'abord  le  développement  de  la  différence  des 
angles    F    et    G    qui    cesse  d'être   convergent,  ce  développement  procédant 
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suivant  les  multiples  de  G  et  les  puissances  de  îy,  si  la  valeur  numérique 
de  la  dernière  quantité  atteint  la  limite 

rj  =  0.6627.  .  .  . 

Cette  thèse,  prouvée  déjà  par  Laplack,  a  été  vérifiée  par  Cauchy,  Rouché 
et  dautres  savants,  et  finalement  M.  Callandreau,  dans  une  note  insérée 
dans  le  T.  III  du  Bulletin  astronomique,  a  réussi  den  signaler  une  dé- 
monstration élégante  et  en  même  temps  assez  simple. 

Or,  pour  les  planètes  principales,  les  fonctions  diastématiques,  telles 
que  les  ont  déterminées.  Le  Verrier  et  Stockvvell,  n'atteignent  pas,  ni 
même  de  loin,  la  limite  indiquée.*  On  en  conclut  donc  que  les  séries 
dont  il  s'agit  maintenant,  restent  en  vigueur  avec  les  expressions  qu'ont 
données  les  savants  mentionnés,  ce  qui  revient  à  dire:  au  moins  durant 
un  grand  nombre  de  siècles.  Ces  expressions  n'étant  toutefois  pas  à  l'abri 
de  toute  objection,  ce  sera  le  but  même  de  notre  propre  travail  de  les 
remplacer  par  dautres  dont  la  convergence  sera  incontestable.  Si  ces 
nouvelles  expressions  donnent  des  limites  supérieures  peu  différentes  de 
celles  qui  résultent  des  séries  antérieures,  la  convergence  des  séries  procédant 
suivant  les  puissances  des  fonctions  diastématiques  sera  manifestée. 

Cette    remarque    faite,    nous    revenons    au    développement   de  Texpres- 

sion  (i). 

« 

56.  Des  développements  que  nous  avons  en  vue,  cherchons  d'abord 
les  parties  indépendantes  des  fonctions  anastématiques.  Alors,  il  s'agit  de 
développer  une  expression  de  la  forme 


(2) 


p'p"'e'"^'-''\ 


'   Voici,  suivant  les  résultats  de  M.  Stockwell,  les  valeurs  maxima  des  foDctions 
diastématiques  relativement  aux  diverses  planètes: 


Planète 

Val.  max.  i 

1er] 

Mercure 

0.2322  ,  .  . 

Vénus 

0.0762  . 

. 

La  Terre 

0.0697  . 

. 

Mars 

0.1408  . 

. 

Jupiter 

0.0608  . 

. 

Saturne 

0.0843  . 

. 

Urauus 

0.0779  . 

Neptune 

0.0145  . 

. 

Digitized  by 


Google 


200  Traité  des  Orbites  des  Planètes. 

i  signifiant  Funité  imaginaire.  Evidemment,  la  partie  réelle  de  cette  ex- 
pression est  égale  à  la  fonction  i;^^."!,  si  Ton  néglige  tous  les  coefficients 
anastématiques,  vu  qu'on  a  alors: 

H=v  —  v\ 

Quant  à  la  partie  imaginaire  de  Texpression  signalée,  on  voit  facilement 
qu'elle  est  égale  à  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  F^^y  par  rapport  à  v, 
cette  dérivée  divisée  par  in,  ou  bien,  à  la  dérivée  partielle  par  rapport  à 
v\  divisée  par  — m,  bien  entendu  toujours  que  les  fonctions  anastéma- 
tiques soient  supposées  égales  à  zéro. 
En  vertu  de  lexpression 

p  —  7j  cos{v  —  ù)  —  [tt F)) 

nous  aurons  facilement  celle-ci: 


^-<8(r-/')  +  f8>-ai) 


I     ?  ^-^(s-ÎKr-D+iO-ÎKp-a») 


4.  ^  (^  V  g-f(8-4)(r-r)4  f(s-4)(p-tt*) 

'  I  .2 

+    ... 


ainsi  qu'une  autre  donnant  ^o"   parfaitement  analogue  à  la  précédente. 
Ensuite,  en  multipliant  les  deux  expressions,  il  résultera: 

s     #s'    __J__      8     '8')^— fsCff— /')— Ï8'(R-'-/'')  +  f8(»— a»)  +  <s'(r'— a»') 


pp   =-^^^v 


\e 


I     1  g-f8(n--./')-f(9-2)(;r'-/")+fg(r-o/)+/(8'-5)(t;'-co') 
Cette  fonnule  se  continue  ft  la  page  suivante. 
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4-   ^^^  0^- /«(«•-/  )-f(8_4)(r-/")  K8(P-«)+<(8'-4K»'-«') 

'  1.2 

+    ... 

I   ?.  ?_  g-f(8-2KT-r;-#(8'-2)(«:'-  r)+f(8-î)(»-»)+<(8'-2)(«'-«') 
~  I  1 

4.  ?.  ^^^  0^-/(8~2)(g-n-f(a'-4)(g'~-n-i-K8-2)(g-tt>)4f\a'-4yr'-a>') 

'      I  1.2 

+    ... 

et,  si  Ton  porte  ce  résultat  dans  Texpression  (2),  on  obtiendra: 
(3)     />"/>'"V"^''"*^  =    ^    77*77"  ! g-'»<^~''>-'«'<^-n+'r«(«'-«')+»(«-o'')+(»'-»»)(«''--«')] 

I     £.  ^-<8(;r-r)— f(8'~2)(ff-r)4  *[i(r-ci»)+ii(r-o»')+(8'-ii-î)(r-cu')] 
^    I 

+    ... 
I     ?.  g— f(8-  5Kff-r)-'8'(^'-r)+*[(8-2Kv-tt')+»(«'-ci.')+(8'-n)>'-o.')] 

I     ?  ?_  g-i(8-2Kîr-0-f(8— 2)(ff'-/')+<r(8-2)(t-a»)  +  ii(r-«')+(«'-«-2K»-«';] 
^    I    I 

Telle  est  Texpression  générale  du  produit  proposé,  les  fonctions  anasté- 
matiques  étant  égales  à  zéro.  On  voit  immédiatement  que  tous  les  argu- 
ments y  entrant  —  à  Texception  de  ceux  qui  peuvent  se  trouver  dans  les 
expressions  de  îye*'^''"^^  et  de  îy'a*'^''"^^  —  dépendent  de  trois  éléments,  à 
savoir  de  v  —  (o  y  v  —  û>'  et  v'  —  û>'  ;  mais  ce  dernier  élément  peut  être 
remplacé,  au  moyen  de  la  relation  (19')  du  n°  42,  par  les  éléments  t;  —  cd 
et  V  +  U,  de  sorte  que,  après  avoir  effectué  les  transformations  nécessaires, 

Traiti  de»  orbites  abaolueê.  26 
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on   obtient  un  résultat  dépendant  des  trois  arguments  v  —  od  ^  v  —  od'  et 
V  +  U,  ainsi  que  de  leurs  multiples. 

Voici,  pour  les  différentes  valeurs  des  indices  s  et  s',  les  expressions 
transformées:  pour  abréger,  on  y  a  supprimé  la  quantité  U,  qui  doit,  dans 
l'usage  des  formules  données  ci-après,  être  placée  à  côté  de  V. 

(4,  o,  o)         a'"<'-^'>  =  e'^'^-''  Z/7^„,_„+,e'  ^«-''>^ , 

'^477'^  ^^"^n—l,-n—1^v^ 

•^  4  77  ^  -^//-n+i^^n  +  l+yC?  , 

(4.0,*)   /)'V"<-'>=    ^7'v«<'-«'>r/7_„..„+,c-«'-'>^ 

I     47     ^  ^-"-n  +  2,-n  +  2  +  v^ 

•^  47     ^  *^''~w  -2,-fi-2  +  v^  j 


p-'(fi+l-v)V 


>')V 
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J»  3      8^-<(7r-r)4<[(n+l)p-«-iia,']^^  ^-f(„_v)V 

I     1  ^2    V3<(»r-r)+f(;r'-/-)+f[(ii-3)i>+2e,-WJ  V  fl  _f(,  +  i_v)V 

I      '  v)'v>'/»-2i(îr-/')+<(»rW')  +  *[(i»+a)t»-2iii-îia»']  y  fi  -_f(n+  l-v)V 

^477^-  -^/i— »  +  i,_n+H.v«^ 

"F  g  VV     ^  ''-"-2,-«— 2+y^ 

'8  77     ^  -^/i— n-2,T-n-5+v^ 

-L.    '  v>v>' V<«'-'*>-^'('^-^")  +  ^f<«"^>'  +  '"-"«  J  ^5^  n  p-<(«-2-v)V 

"•s"  ^-//-«+2,-n+2+v^ 

V4»0,3j^         /?     e  ""       •   8^  -^//-«  +  3,-«  +  84w^ 

I      '      '3^8r(R-'-r)  +  tii(r-ctf)y //  _/(n+8-v)V 

T^gV     ^  ^-f/_n-8,     H-8fw^ 

I     3      /8^<(7r-r)+tn(t-c«')V/7  f(«+i-„jV 
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14)4,  o;       P^  -~       76  v^  -^//-„,-„+^c; 

-L     '    ^4>,4i(«— /•)  +  f[(n-4)F  +  4a»-wa,'jy^/7  p-f(n-v)V 

I     76  7  ^  '^''— «,— n+v^ 

l_     ^    ^4^-2Kff-/')  +  f[(n  +  2)r-2ei-«cii']V/7  ^-Kn-v>V 

i"       ^      7     Cî  ^-  #/_„,_„  +  .;€? 

."t"    ~    V  ^  ^-#/_„,-^-„+.w6 

/'/l  ^      Aï '/>'/>'»(«'-*'') J_^8„/p-8f(;r-/')-/(r'-/")+*[(»i  +  8)r-3ai-W]V/-/  ^-i(n>-l-v)V 

14)3,  i;     /^  A' ^  l6V7^  -^//_„  +  l  _„+l+v^ 

a.  _Lv,8  V8i(ff-/')+î(r'-  /")+*[Cn~S)r+2<u-««;'j^/7  _,(„  +  i_y)V 

4-  ±^,8  '^-8/(;r-/'>  +  f(ff-/")+ft(».  +  8)c-8«-«o»'J^/7  ^(„^.l_v)V 

-U     '    ^,8  V8<(«'-/*)-f(ff-n4-/[(«-8)r+8a»-«mT5rr/  f(„_i_v)V 

I     A  Y^8  /^-/(«•-/•)-f(ff'-/")+fU''  +  l>-«-»«''jy  /7  p-<(»i-l-v)V 

^  ,6^  7  ^  ^''-«+i,-n+i+v^ 

^  76  7  7  ^  '   -''  +  ^-«  +  ï+»' 

\^)2,2)    p  P     C  i6V7     ^  ^//--„  +  2,-fH-2  +  v^ 

1^   l6V7    ^  4'''-n-2,-n-2+y^ 

I     _L  v)2yj'2^-2i(;r-/')-i.2(('r'-n+*[(n+2)p-2<i*-»o»'J  V^  /T  f(<,+2_v)V 

T^l6V7     ^  ^i*'i_n~2,-n-2+»*^ 

-L  -L  v)V  V<'^-^'>-2'(^'-^")^-'[(»-2)t+2cy-ncu'J  V  /7  ^-f(n-2-v)V 

1"   ,6  7  7    ^  ^"-„+2,_„4.24.vC? 

-L.     '    v)2v)'2^-2<(?r-/')  +  *[(«+2)p-2«--ncy'jy^/7  i(„_v)V 

•      8   V  7    ^  ^IJ-n,     n-^v^ 

Cette  formule  se  continue  &  la  page  suivante. 
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•      8   V  V    ^  -"»—"  +  " 


M— 2-v)V 


3-»/)V 


^    8   V  7     ^  /  -^//_M-|.2,-n  +  2  +  v^ 

/'/!  ^       Aï/i'V"^*'-*''>  J_y5y,'3^-i(;r-/')-3i(ff'-/")  +  »[(n  +  l)p-oi- Wjy;//  ^-K» 

-L     '    ysys'3^H«'-/')  +  8/(,T-/-)  +  f[(n-l)P  +  a,-iia,'jy  f?  ^-t(»i  +  3--v)V 

"T-j^VV   c^  -^/i— „_3,— w-a+v*^ 

"T  76  77    ^  ^-"— n-3,— n-S+v^ 

I      3  y.^'3„-i(;r-/')-i(;r'-r)+f[n  +  l)i;-cu-««»'jy//  ^-t(«-l-v;V 

'     l6  V7     ^  -4^//_-„-|.l,_n+l+v^ 

"T  76  7?    ^  "~^  ~''~^+'' 

-L    3   --5y,'S^-K>r-/')+t(7r'-/")+»[(»+l)''-"«'-««']V/7  ^-»(n  +  l-v)V 

"r76  77  ^  -^//-«-i -«-i+yC 

/-  N  ^*ipin{,v-v) '   yj'4^-4<(7r-r)+f«(i'-û*')V/7  -t(n-4-v)V 

I       *    y,'V*(«:'~/")  +  i«(o-a,')y  17  f(,  +  4-v)V 

-L    '   v)'*z>-2*(^'-r)+»»(f?-co)  V/T  f(„_2_y)v 

T"    T   7     ^  ^-''-n+2,-n  +  2+y^ 

4 

_J_     '    v)'*/>^*('^'-^"^"^  *"<*-«')  T^/7  /,— <(n+2-y)V 

T"    -  7     ^  .^"_n-2,-ji-2  +  y^ 

I       3   y)'V"<''-"'''>5^/7  ^-'(«-«')V 
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(a            \           ^V"^^-*''> *  _5^-5i(;r--/')+i[(/i  +  6)t»-fiai-wa;'jy^/7  >,— »(«-»')V 

-L.  5  _5^-3«X-T-/*)  +  '[<»+3)t;-8c«-nc«'J\^/-/  >,-<(n-v)V 

I  5       5p_f(;r-/')  +  '[(«  +  l)p-«'-"«''J  V/7  ^-<(n-v)V 

I  5  „V(r-0  +  f[(n-l)c+ai--»w']y/7  p--Kn-v)\ 

-L  '  v)4v5'z,4i(;r-/')+<(;r'-/")+'[(n-4)p+4a»-«a.'j'5^/7  p-i(n+l-v)V 

^  32  V  V  ^  ^-''— it-1  — n— 1+v^ 


-»/)V 


32 


4-     '    v)4    V2»('T-/*)  +  i(--/")  +  »[(n-2)c4-2û,-r(o']  Vf/  ^-i(«+l->')V 

4-     *    v,4     V~2»(r-/')+/(7r'-/")  +  »[(«+2)r-?a,- WJ^/T  ^-^n+l-v^V 

\     16  V  7  ^  -^//_-„  +  l,_„  +  l+vO 

"16  7  7  ^-/i_„_i,_n— i+v«^  ) 

^/l  ^    n^n'^^p'''^"-''''^ J_^8y./2^-3K;r-/')-2.\r'-/")+i[(n  +  3)r-3ct,  -WjV"  O  ,(„_2_v)V 

V4>3, 2;  /OyO  e  —       ^^lyTy  e;  -^//_„+2,-n+2+vCî 

"'32V7     ^  -"-2,-n-2+v^ 


)V 
*^  "— n— 2,— n-2+v^ 

Cette  formule  se  contiDue  ft  la  page  suivante. 
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M  JL  -,3„/2^-8f(n'-/')  +  2i(r-/")-|-t[(»i  +  S)r-3a.-«w']  ^  //  ,(„+2-„)V 

_L.  -L  y,3    /2^8i(ff-/')-2/(7r'--/")-|-if(»i-8)t<  +  3w-»«,']  V"  o  ,(„_3_^)V 
'32V  7    ^                                                                           '^''-n+2,-n+2+v^ 

J»  A  ^8--5'2p-^(~-''>-2<(îr'-/")+<[(«-i-l)r-<£»-n(c;'J  y  n  ,^„_2_v)V 
I      -ï^VV    ^                                                                          ^-/i_n+2.-n+2+v^ 


32- 

4«  2.  ^8    '2^f(7r-/')+2H;r'-/")+ir(«-l)c+«'~««»']  Y  fJ  '       ^-f(n+2-w)V 

'     32V7     *^  .^//_„_2,-ii-2+v^ 

4.  A  yj8    '2^-f(ff-/')+2f(-'-/")+i[(«  +  l)i7-c«-na>'J  y  /7  f(n+2-v)V 

"^32  7  7    *^  ^-//_„-.2,_n-2+y^ 

O-  A  y.8„^2^<(«'-/')-2/(,T-/")+<r(n--l)r+a»-»co'l  y  /T  •  ,(„_2_v)V 

1"  32  7  7    ^  ^'^-n  +  2,-n  +  2+v«^ 

I     2.  yy8    /2g-8f(;r-/')+i[(n+8)r-8a.-na»'l  ^^  ^_<(n-,/)V 

J»  A  y)8    '2^8i(r-/')+tf(n-8)r+8cu-nai'J  ^T  /7  ^-i(n-v)V 

T",67  7    ^  ^/y_n,-n+v«^ 

nr  1^7  7  ^  -^//_„_„+„c 

JL  A  v,8y,^2^f(;r-0+<r(n-l)F+c«-na»']  y  //  <(„_v)V 

V4)  2,  3;    // yO    C?  —  32V  7    ^  ^//_„+8,_n+3+vC^ 

'     32^  V    ^  -^''-«-3 -n-8  +  y^ 

_L  A  ^2^'8g-2<(s--/')+3i(r'-/")  +  if(n+2)t-2a,-»a»']  J^^  -.f(«+3_v)V 

I     A  y,2„^3.2»(;r-/')-8f(R'-r)  +  *'r(n-2)»+2a,-iia,']  y  //  p-t(»i-  3-v)V 

^3277     ^  -^f/-«„4.3,_„4.3+vCî 

I     A  v)2v)'3^-2f(r-/')-/(;r'-/")+f[(«+2)r-2w-»ia»']  y  f7  _<(„_i_v)V 

'3277    ^  -^/i-.w  +  l,_n  +  l+v^ 

4-  A  y,2y5'3^2i(7r-/')+f(r'-/")+ff(n~2)t»+2a;-niD']  y  /7  f(n+l_w)V 

»     3277    *^  ^i'-n-l,-n-l-\-v^ 

-L    ^   yî2y.'8^-2<(;r-r)+i(;r-/")+f[(n+2)p-2c«-na.']y  17  i(„+i_v)V 

I     ^7  7    *^  -^/i_n-l,-n~l+v^ 

-4-    ^  -)2„/8^2i(r~n~»(;r'-/")+<[(n-2)r+2«,-»t«'jy/7  f(„_i_„)V 

'     32  V  7    ^  -^//_„+l,_„+l+v^ 

JL  A  -j2y>'8^-8K-'-/'')+<n(«-"'')  y  /7  ^-i(n-3-v)V 
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(4,  ,,4)    /0/>V''<^-'^  =      ±rjyj^^e-^(^-'n-^Kr:--^^^^^^^^ 

_L     ^    ^v>'4x,-*(;r-/')+4i(r-/")+f[(«  +  l)«-a»-«a»']y  n  ^-t(n+4-v)V 

"T    g  ^7    ^  '  '^"— n— 2,-n— 2+v^ 

•      8    '^  ^^''-n— 2,— n-2+v^ 

y 
_L    ^    ^^M^f(r-/')-2<(ff'-r)+<f(n-l)r+o»-iiw']y/7  ^-<(ii-2-v)V 

■T    g  77    ^  ^-"— n+2,--n+2+v^ 

I      3  _^/4^-<(7r-/')+l[(ii+l)f-cu-ifcuTy/7  ^-<(»i-v)V 

J_    ^  .,,^'4^<(;r-/')+<[(n-l)r+a»--»ioi']y/7  p-<(»«-v)V 

/'yi  ^  ^'M*«(«'-''')  —  ±v,'»p-S'('r'-n+i«(«'-«'')T;/7  g-i(n-6-v)V 

_L_    5  ^'6^-8<(ff-/*')+<n(f-w')y /7  p-f(n-8-v)V 

"T  T^7     ^  .^//-.„-8,-fi-8+v«^ 

I       5       /6   _<(r'-/-)+<n(r-c«)y;/7  g--*(it-l-w)V 

-J_    5   ^'6^<(ff'-/-)+f«(r-»')y/7  ^-f(n  +  l-v)V 
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(4,6,0)     /?V<''-"'^=     ±^v''^^-''>+»'i<»+*^>'-««'-''-'iZ/7_„,_„+,e-»^r^^'' 

•  64  V    ^  ^ll-n,^n^v^ 

-4-  ii  y,C    -2i(,T  -/•)+t((n+2)r-2cu-no;']  y //  -  ,(„-v)V 

'         64     /       ^  ^-##_„,_„^yC 

*  64  '     '  ^^•'— n— 1,— n— 1-l-v^ 

4-  J-  y5«y5'g-ô'(îr~/')+i(--/')+,[(n4-5)r-5«>-W]'5^/7  /(n-|.i_v)V 

•^  64   /    V  '^  ^-#i_„_l,_„_l^.vC 

T^  64  /     '  -^//-n  +  l.-n  +  l+v^ 

'64'  V  ^//_„_i,_„_n.ve 

^   64   '    V^  ^''-it4-l,-V  +  l+v^ 

•^  32   '     /  -^''-M  +  l.-n  +  l+v^ 

•^  32   /     /  -^ //_„-!, -n—l^-^C 

^^  32  V     /  -^''-M+l.-w  +  l+v^  ) 
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\^y4y^)   P  P   ^  —        64V  7    ^  -^/i_«+î,-„+2+veî 

I        ^    ^4_/2^-4r(r-r)+2î0T'-/")  +  »T(w  +  4)r-4a;-na,jy /y  _,(„  +  2_v)V 

-L     '        4_/2^4/(;r-/')-2'(îr*-/")  HiT(«-4)r-»-4w     nw']  ^T  17  f(„-2-v)V 

"^  6^7    7     ^  ^//_„  +  2,-w  +  2+v^ 

I       '    ^4    /2    -2i(.T-/V2i(;r'-r)+/[(n+2)r-2«i-ii(o']y"/7  _,(„_2_v)Y 

-L.     '    ^4„/2^2f(.T-/')-l-2Kr'  -/-)4i[(n--2)t.  +  2w-nai']y^/7  /(„+2-v)V 

'767   7  .^//_„_2,-n    2  +  v^ 

I     _L  ^4     /2^-2.(.T-/')4-2i(.T'--/")  +  f[(n  +  2)r-2«.-»«]^^ 

J-     *    ^,4    /3    2ft.T  -/')-2i(;r'-n  +  *f(n~2)r  +  ?«-Ma»'iy/T  ^ 

^Î67    7     ^  -^''-n  +  2,-n  +  2-fv«^ 

O-  A  y)4     /2   2/(;r-/-)-f  »n(r-w')  y  #7  ,(„  +  2-v)V 

T^  327  7    ^  -^//_„_o  _„_.2^.^e 

+     '    v)*v)'^/>-'**<'^-n+-M(''+4)r-4(o--m«'j\^/7  ,(n-v)V 

"1    ^7  7    ^  ^i^#/-  „_„+v«^ 

_L     '    vv4^'2^-2i(r-/')  +  »Kn  +  2)p     ?.«-««]  y^/7  ^"»(ti-v)V 

T"    g  7  7    ^  -"'"+" 

J_     '    -,4     /2^2/(;r-/')+ff(n-2)r+2c«-nro'iy^/7  >,-f(n-v)V 

"T    g    7    7     ^  -^''_„_„  +  v^ 


M— 2,— «— 2+v^ 


, -K«-2-y)V 
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\^y3y3)  PP     ^  —  64V    7  ^  -^//_„+S,_»+8+v^ 

'     64  V    V  ^  -^f/_n-S,-^-8+y^ 

'     64^   '  ^-"— n— 8,— n-8+y^ 

'64''  ^/i_n+8,-n+8+vC^ 

_l       3   „3_/3^<(r-/')+8K'T'-/")+'[(n-l)c+«-ii«']  V/7  >,-f(n+8— y)V 

"TgTVV     ^  -^/i— «_8,— n— 8+v^ 

^  64'   ^  ^^    '-«-8  ~«-8+v^ 

-L     3   ^8„/3_f(jr-/')-8i(r'-7'')+/f(n-l)t+a>-»cojy^f7  p-ï(n-3-v)V 

"T  ^7    7  -^"—11+8,-11  +  8+^^ 

_L    3   ^3^/8^-3f(r-/')-<(,T'-/")+/((n+8)t»-8«i-WJ  V/7  ^-'(n-l-v)V 

"T  ^  V   V     ^  -^"-n  +  l.-n  +  l+y^ 

-1_    3   _3    /3^3/(r-/')+y(;r'-/')  +  iI(n-8)p+8«.— «cu'J  V/7  >,-*(«+ l-i')V 

-1_    3   ^3^/3^-8i(ïr-/')+f(ff-/")  +  f[(n+8)p-8cu— iMu'jy^ri  v,-»(«  +  l-*')V 

+    3   -^y^'3^3t(«-~/')— i{.T— /")+i[(n-8)t+3«— Wjy^n  ^-£(n-l-v)V 

_L_    9  ^3^/3^-i(r— /')--H»r'~/*')+'[('»  +  l^t^-«'-««'']  V/7  p-H»-l 

"•64^'  -^''-«+l,~n  +  l+v^ 

-i_    ^  ^8    /3^-.(;r-/')+i(;r'-/")+fr(n  +  l)t»-c«-n«;'J  V//  ^-'t«  +  l 


"V)V 


-v)V 


l— w)V 


_L_    9  ^3^/3^iXr-/*)-iOT'-/")+<L(«-l)P+<«-W]V//  v,-K«-l-v)V 
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(4,2,4)  />V'V''<-^'^=    r^ri'Y^-'"''''''-''^'''^''-'^^^^^^^^ 

'     64  '     /  -^"-«-4,— n-4+w^ 

'     64   '     /  ^^"— «+4,— ii+44-v^ 

4-    i.y53y,'4g-4t(ff-r)  +  W»(l»-a>')  y;  «  i(„_4_v)V 

4.  ±  y.2    /4   4*(n-'-/-)+i«(r-«')  J^  # #  i(„+4-v)V 

'     32  /    V  '^^''— n-4,— «— 44-»'^ 

4-  JL  y.2    '4   2t(;r-/')+2i(;r'-/")+i[(n-2)r-H2«-iicu'J  y //  ^^„^.2-v)V 

'      16  V     '  '^''-n-2,-n-2+vC; 

4-  ±y.2    '4   -2i(.T-/')+2i(7r'-r)+i[(n+2)r-2a,-«a,jy /7  u^n^2-v)V 

^      16  '     '  '^"— n-2,— n-2+v^ 

4-    -  y7^y7'^e~^*^'''~'"^+*"^*'~*"')TA/  -i(«_2-v)V 

•^    8     '     '  ^^"— n  +  2,— n+2+v^ 

1^    8   7    7     *^  -fc^"_«_2,-n— 24-y^ 

4.  A  yj2yjMg-2»(n-n+»[(n+2)i;-2a,-«a»'J  y  /y  i(„_v)V 

'        32   7      7        *^  ^^#i_|,,_„  +  yC 

•^32/    7     ^  ^-"-«,-n  +  v^ 

4.  A  yj 2yj' 4>(«-«,)  y  ^  ^-i(M-y)V 


-i')V 


v)V 
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v4)i,5y  rr   ^  —      64 V7   ^  ^//_„4.5,_„+ô+vC; 

4_  _L.vs-y,'ô^-t(;r-/")+5i(r'-/")+tt(«+l)c-w-wo>'J^/7  ,-(n+ô-v)V 

I     A  v,y,'5^--t(;r-/')-3i(;r'-/")+i[(«-|-l)u-a»-nai'J  y  ri  i(u-3-v)\ 

■^64^7     ^  ^^"— «+3,-«+8+v^ 

4_  J_vîr>'V(^-'')+3*<'f-'">+*U»-l)''+«'-««'jV//  ^~t-(tt+8~y)V 

'      64  VV     ^  ^/i_„_8,_n-3+yC^ 

'     64  V7     ^  ^^''-n— 3,-n~3  +  v^ 

4-     ^   ^y,'ô>--/')-8t(--/")  +  »l(«-l)tf+a,-Wi  V//  ^  -i(i»-3-v)V 

'      64  77     ^  ^/i_„+3,-«-h3+y^ 

+    5   ^y,/5   — i(n--/')— i(r-/")+»f(n+l)p--«;-ncw'jX^//  ^—i(n-\-v)V 

7^77     ^  ^-/i_„+l,_n+l+yC 

•     ^77     ^  -^''-«-l.-n-l+v^ 

-i-    5   ^^'fip-t(7r-/')+i(ff'-/")+i[(n4-l)»-«-«c«'J  V/7  ^-t(«+l-y)V 

^^V7      ^  ^i^/i_-n_l,_n-l+y«^ 


32 


'    32V7    ^  ^/i_„+i,-„+i+ve;  , 


14)  0,6;         />     e  64  V     ^  ^/i_«  +  6,-ii+6+y^ 


i(n-6-y)V 


64 


I.    3   -^/6^-4i(7r-/")+w(r-c«')  V//  ^~»(n-4-y)V 
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T^  22  V     ^  ^-/i— n— 4,— n-4+v^ 

1^5/  6   ~2i(r-/")+tiHt;  --«')  y  #7  t(»i-2-v)V 

'16^  -^#/--n,— n+w^  ) 


i(„+2_v)V 
n— 2.~n— 2  +  w^ 


,-(„_v)V 


i(n— v)V 


n— v)V 


I      J_  y, 7    7t(,T-r)+t[(«-7)»4-7a>-»ia»'J  y  O  _i(„-v)V 

»      I28V    ^  ^'^-n-"+v^ 

"T   ,28  V   ^  ^'^-«,-n+v^ 

I       21        7    -3t(;r-r)+i[(n  +  8)r-3w-W]V  77  /,-«(n-v)V 

•  728V^       *  -^/i_„,_„+vC 

'     Ï28V^  -^ //_-„,  -n+yC? 

O-    ^^   <y,7   -i(;r-/')+t[(n+l)t-<u-Wjy /7  i(„_v)V 

^  T28V    ^  -^'^-n.-n+yCJ 

I       35        7   i(;r-/')4-ir(«-l)»+«'-««''jy//  ^-»(n- '')V 

V4)6,  i;      A'A^C^  —  128  V    7^  '^'^-n  +  l,-n4-l+«'^ 

T^  128V   7^  -«-l.-«-l  +  *'^ 

J L  vi^r)V^*('^-^')-*('^'-/")+t[(«-6)ï'+6<o-Nw'J  V  n  -i(„_i_v)V 

•  I28V    7^  -^//_n4-l,-«+l4-v^ 
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"■      64   V    7^  ^//„„+l  -n  +  l+pC^ 

«^    64  7   7^  -^//-M+l  _„+l+„C 

-L     '5   -^6    #2t(R— /')-*-»( r-/'')+t[(»i-2)r+2o,-«<u'jy^f7  --t(ii+l-y)V 

I.    '5   „  6-^ '^-2»(ïr- /')+(( ff'-/")+îT(«+2)i?-2w-mii']V/7  /,-«(n+l-v)V 

'      128^   '  '^"-«-l,-«-l+>'^ 

J_     '5   <^C    f    2t(r-/')  -n;r'-/")4-tK«-2)r+2«u-ii«.']  V//  p-t(n-l-yn' 

'     728^   ^  -^//-„  +  l  _„  +  l+vC^ 

+      5     „6     /^-t(;r'- /')-!- tn(t5-w')  y^f  7  p— t(»-l— v)V 

JJ   7    7^  ^''-n  +  I,-n+l+y^ 

'       32   7    7  -^'^-n-l.-n-l+v^  > 

\^)Sf2)PP     ^  128  7    7     ^  ^"-n+a.-n  +  a+vC^ 

I        *     „  0„/3^Xîr-/')+2i(;r'-/")+»T(»»-5)«'+««'-»"«''l  V/7  ^-  i(n+2-v)V 

T^  7^7   7     ^  '^/i_„_2,_n-2+wC; 

I     _Ly,«v)'î'/>--e*('^-n+2*(îî'-n+»[(«+i)f-6«'-««'']  V/7  t<n+a-v; 

'      128  7   7     ^  ^i^#/_-„_2,-n-2+v^ 

•^7287    7     ^  -^#/_„+2,-n+2+vCî 

'     7287    7     ^  '^'^-n+2,-n+2+v^   ^ 

'     7287    7     ^  -^//_n_2,-n-2+v^ 

-L      5     ^«y,'2^-8t(r-/')+2i(;r'-/")+tT(«+3)r-3o»-m«']y"f7  i(n+2-y)V 

■t"7^7  7    ^  ,         -^#/_„_2,— «-24-y^ 

Cette  rormule  se  continue  à  la  page  suivaDte. 
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4.  _L  yj5    '2    3t(r-/')-2i(-'-/")+tf(n-3)r  +  8<o-m«']'V/7  t(«-2-v)V 

■^    128   /     /  '^"-M+2-n+2  +  v^ 

4.    A.  yjô     '3^-iv;r-/')-2t<;r'-/")+t[(«  +  l)r-«-«a,'jy //  _t(«_2-v)V 

.      4_    A  ^'if'ipi{n'-l')+2i{7T''l'Hi[(„-\)r+(u-rt(o]y^  Il  ^-»(w  +  2     v)V 

•^    64   7    V     ^  ^^''-«~2,- «-2+v^ 

-L    A  yjô    '2   -tXr-/')+2i(;r'_-/")+»[(«  +  l)r-c«-Wjy  r/  t(„  +  2-i.)V 

•  64   7    7     ^  -^"-n— 2,-«-2+vC^ 

4.    A   yj5     '2    »(rr-/')~2i(;r'-/")+î[(«--l)r  +  cu-«c«'jy"/l  ^-/(«-2--v)V 

■^    64    7    7      ^  ^^''-«  +  2,--M  +  2  +  »/^ 

J L  yjC    '2^-5i(n---/')+»l(n+6)r-5«,-w«;']V/7  ^-f(n-v)V 

•^    64  7   7     ^  -^"-«.-n+v^^ 

•  64  7    7     ^  ^-#/_„,_n+yP 

•  64     7      7        ^  -^//-«.-.«4-yC 

4.    A  y,fi^'3z,3t(rr--/')+i[(w— S)r4-8a»-wci,']y^r7  ,-(„_y)V 

•  64  7  7    ^  ^li-n,-n^v^ 

'      32  7   7    ^  ^-#/_„_„4.ve  , 

V4)4,3/rr     ^  —  128  7    7     ^  -^//-n+Sj-n+S+v^ 

'128  7    7     ^  -^'^-n-a.-n-a+yCÎ 

4 L  v,4    /  3   -  -4v(r-/')+3i(r'-/-)+il(«+4)r-4«-«ci,']  ^^  //  ^~i(»i+3     v)V 

~   128  7    7     ^  ^-/i_„._3,_«^-3+v^ 

4 L.  yj^v)'  V*('^^  /')-3/(-'-/")  +  «|(n-4)r+4û;-«cy'J  V  T/  ^-  t(n-~8-y)V 

•^128  7    7     ^  -^"-n  +  a.-n+a+y^ 

4.    A  yj4y)'3      -2i(r-/*)-3»(;r'     /")+i[(«  +  2)r    2ii»-«<«'j'V/7  >>-i(n~3-- v)V 

T^    32   7    7     ^  '  -^//-«-(-s.-n  +  S+w^ 

4.    A   yj4y,'3    2î(r-/')  +  8t(r-/^  +  t[(n-2)r-»-?fr»"nw'l  V//  >,-t("  +  3-    v)V 

'       32     /     /  -^/i-w-a.-n-a+v^ 
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-L    JL  yj*y5'8g-2'(»r-0+8i(;r'-r)+*[(ii+«)»-2«-niu']y  #7  <(n+8-v)V 

1^    32    /    V     *^  -^^/i^a—S,—»— 3+v^ 

•^    32  7   7     '^  •  '^^''— «+8,— n+8+v^ 

«^    64   7    7     ^  -^//-«+8,-n+8+v^ 

»      64  7    7     ^  ^//-»_8,--«-8+K^ 

-L  J_  yî*yj'  8g-«(îr-/')-f(jr'-/l+<[(n+4)r-4u,-ii«']  y  o  -<(„__i-.v)V 

*^  128  7  7    ^  ^//«„+l,_„+l+„e 

4.  _3_  y)*y)'8  4*(«-/')+*(T'-r)  +  f[(ii-4)p+4<u-W]  y^  f7  ,(n+i-v)V 

~  128  7  7    ^  ^//_„_l,__„__l+»,e 

*^  128/  7    ^  -^''-11-1,-11-1+^=? 

J ?_  yj4y,'S>,4f(ff-r)-/(ff-r)  +  f[(ii-4)ff+4«-tia,']  y^  /y  ^-hn-l-v 

•^   128/    7     ^  ^IJ-n  +  l,-n-\-l^-v^ 

~    32  7   7    '^  -^"-«+1,-11+1+^^ 

'^    32   7    7     ^  ^'J-n-l.-n-l'^y^ 

*      32  7   7    ^  ^^li-n-.\,^n-\^v^ 

4.    A  v,*-,'8z,2f(«'-r)-i(»r'-/")+<[(n-2)r+2«.-n«']y^f7  i(„_i_„)V 

^    32  7   7     ^  ^''-»  +  l,-n  +  l+w^ 

'      64  7   7    ^  -^//_„+i,_„+l+„« 

^    64  7   7    ^  -^//-n-i  _n-l+vC?  > 

\^i3y4jyr     ^  128  7    7     ^  ^^#/_„  +  4— n+4  +  y^ 

'    128  7  7    ^  -^#/_„_4,_„_4+ve; 

4_  J^yjS    /4^-8t(7r-/')+4i(r-r)+i[(ii  +  8)r-3w-iia,']y/7  {(«+4-v)V 

^  128  7    7     ^  -^//_„_4,--n-4+v^ 

Cetto  formule  se  continue  ft  la  page  suivante. 
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-v)V 
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J_      '     ^8^/i^8i(.T-/')-4t*(ff-/")+t[(n-8)r4-8«»-iiiw']  V  Jl  ^-i(ii-4-v)V 

'     TâS^^  -^//_„4.4,-n+4  +  vCî 

_L     3    ^S    /4^t{;r-/')+4i(r'-/")+i[(ii— l)r+»-»a,']y^r7  p-i(»i+4-y)V 

'     TiS^^  ^//_„-4,-ii-4+v«^ 

_J_     3    ^8  v4^-t(ff-n+4i(7r-r)+i[(n+l)*-«-wa»']VZ7  p-t'(n+4-i')V 

•     7^7  7     ^  '^"-n-4,-^n-4+v«^ 

_1_  3  ^8^/4^î(t-/')— 4t(;r'-/")+t[(n— l)r+cw-««']y^/7                              p-»(n— 4— v)V 

I  '  -^8_M^-8i(r-/')-2f(r-/")+i[(n+8)«-8«»-««»']y;/7                               g--t(n-3-v)V 

J-  '  ^8^r4^8t(r-n+2t(7r'-r)+i[(n-8)t-f8ai-flw']y^/7                              '^-»(n+2-v)V 

_I_  '  ^3^/4^--3i(ff-/')+2tX«'-/")+tr(«H-8)f-8a»-f»a»']y //  -              p-t(»i+î-v)V 

_J_      '     ^  8^/4^8tX.T-  /')-2i(;r'-/")+i[(n-8)r+8a»-«a»']  V  /7  ^--i(i»-2-w)V 

'      Ï2    '     '  ^-''— «4-2,— n+2+v*^ 

I        3     -^3_M^-i(ff-/')-2i(;r'-r)+t[(iH-l)p-«-Wjy/7  g-i(«-2-w)V 

'      Î2     '     '  '^^''— fi+2»— n+2+v'^ 


+  A  ^8^/4^»(r-/')+2i(^'-r)+i[(»-l)r+«"««']5^/7_^_^^^^_^^^g-»(n+2-v)V 

I  _3_       8    Mg-«(;r-r)+2i(r-n+tI(n+l)*-«--ç«']2^^^^_^^^^__^      g--i(n+2-y)V 

■^  32  '     '                                                                                            n      ,    «          V 

-L  3  ^8^/4^i(r-/')-2«'('r-/")+*T«-l)P+«-««''jy;/7                       „.    g-»('«-2-v)V 

"T  TT  7    7     ^                                                                     ^-'''— n-l-2,— n+2+w^ 

J_  3  ^8-_/4^-8i(flr~r)+i[(n+8)»-8a»-iia>']y/7                   >,-»(•- 

_l_  3  „3^/4^8i(n--r)+t[(n-3)c+8ai-«ci,'jy  f7                    ^-t(n-v)V 

'  64  '   ^                                                               A.'li-w.-n+vC^ 

I  9  „3_/4^-t(;r-/')+»[(n+l)r-ctf-nai']y/7                   ^-i(n-y)V 

I  9  _3_M^t(.T  -/')+i[(n-l)P+«»-«a,'jy;//                     .,-i(«-v)V 


•-i')V 
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(a    ^    «r^  />W"^*'"*''^=    _Ly,ay,'«^-2<(îr-n-8t(;r'-r)+i[(ii+2)c-Sai-nc.»'jy  r/  i(„_ô_^)V 

*^  128  V  7  ^  ^//_„_5,_n-5+v^ 

•^  128  V  V  ^  -^/i-n-S,— «-5+1/^ 

128  V  7  ^  -^//-.„+5,_„+5+v^ 

»   64  V  7  ^  -^#/-„+5-„+5+vC^ 

»^  64  7  ?  ^  -^//_„_5,-«_C+,« 

J 5_   3  /  6p-2>Cff-/')-8t(ff'~/-}+f[(m-2)p  -2»-iie.'J  V  77  ^-t:n-3-y)V 

^  128'  V  ^  ^/y_„+8,-ii+8+v^ 

O.  -A-  yj^v)' V*('^-'')  +  8»(^'-n+»[(»i-2)p+2«-W]  y^  n  t(n+3_»,)V 

'   128  7  7  ^  ^/i__«_3,_«_3+v^ 

'   128  7  7  ^  -^//_n-8,-n-8+yCÎ 

I  _5_   2^«p2t<ff-n-8t(T-/-)+t[(n~3)r+9«-W]  y  /y  _i(„_3_„)v 

^  128  7  7  ^  ^//_„+8_n+8+ve^ 

^  64  7  7  ^  -^//_«+8,_n+8+y^ 

*^  64  7  7  ^  ^//_„_8,_«_8+v^ 

64  ^  7  ^  ^//_„  +  l -n+l+vC; 

'   64  7  7  ^  ^//_«_1 -n-l+yCî 


tt-3— v)V 


3-v)V 


i(«+l-y)V 


,-t(n+l->/)V 


^  64  7  7  ^  ^#/_„_l  -n-i  +  vC; 

-i-   5  ^2-^'6>,2i(ff-/')  -i(;r'-/")  +  t[(n-2)c+2oi-iia>'j'Vf7  p-t(»i-l- 

'   64  7  ^  -^//-n+1  -n+l+yC 


•v)V 


'   32  7  7  ^''     n     \,     «-î+>^  » 
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(4,  ,,6)   />/>'V-<''-^'>=     ±-^7jy]''e-'^^-^^~''^^''n^'^^^^^^^ 

-L  JL  r)y)'  «/»*(^-/')+6t(.T-/")+t[(«~l)t.+ci;-iia*']  V^  /7  i(„+6_y)v 

T"   128  77     ^  -^//_«_6,_«-6+v^ 

S 

4-  JL  vîY)'  6^-*(«--/')+6t('r'-r)+tl(n+l)p~<u-«<o'J  ^  ry  i(„+6-v)V 

'      128  77     ^  '  -^//_„_6,-«-6+vC 

'     Ï28  77     ^  -^#/^„+6,-n+6+v^ 

4-     ^     y)y,'C^»(«"-/')+4t(;r'-/")+i[(n-l)p+«,-««']y //  t('«+*-»')V 

»      64  ^^  -^//_«_4,_n-4+v^ 

«      64  77     ^  -^'^-*i-4,-n-4+yC^ 

^    64  ^^     ^  ^//_„+4,-n  +  4  +  vC; 

'     Ï28  77     ^  ^//-»+2,-n+2+v^ 

4-    '^  v,yj'6z,t(r-/-)+2t(;r'-/")+i[(ii-l)c+«,-na,']y/7  i(n+2-v)V 

4-    ^^  v)-)'6^-»(«-~/')+2i(r--/")+t[(n  +  l)p-«~n«>']y^/7  p-t(»»+2-v)V 

'     728  77     ^  ^//_„+3,-ii+2+wC^ 

32     '  *  ~**» — *»  +  >' 

V4>0,  7;         />     e  —  ,28  7     ^  -^//-.«+7,-n  +  7+v^ 

I     J_  yj'  7   7t(;r'-/")+{fi(i;  -«')  V  f?  ^-i(n+7-y)V 

I         7         ,7^-6t(ff'-/'')+»ii(«--cu')y^/7  ^--»(«-5-v)V 

"T  7^7     ^  ^-"— n+5,— n+5+v^ 

Cettp  foniuile  se  continue  à  la  page  suivante. 
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T^   I28V     ^  ^/y_«+3,-«+8  +  y^ 

^728V     ^  i^//_n-3,-n-8  +  K^ 

T^   128^     ^  -^//_„  +  l,_n  +  l+vC 

4.  21  ^'7^'('?'-n+'«(«'-«'')  5^/7  g-ï(n  +  l-p)V 

57.     L'expression  (3)  s'écrivant  aussi  comme  il  suit: 
(5)     />>"'«'-(-'■'=      ^rtr' 


X 


^— i8(ff— r)--t8'(;r'— /'')+i[(n+»)(«  — ^^--«(r'—a;)^-»^»'- CI»')] 


I     ?.  g  -t(8-a)(;r-/')-M(>r'-r)+i[(n+8-2)(«-a»)-n(«'-<u)+8'(o'-ûi')] 

8(8—  0  ^_^g_4Xn--r)-fa'(7r'-/")+t[(«+5-4)(t»-ûi)-»t(t»'~ci»)+8'(«'-«')] 
1.2 

+   ... 

I     L  g-'8(r-r)-'(»'-2K'r'-r)+f[(«+8Xt>-«)-»i(c'-«)+(8'-2)(c'-«')j 

I     ?_  ?.  g-<(s-2)(;r-/')-J(8'-2)(;r'-/-)+*[(«+8-2)(e-»)-»i(r'-a»)+(8'-5Kf'-«')] 
"^    I    I 

+    ..], 

on  en  tire,  en  mettant  V  au  lieu  de  V  +  U',  les  formules  que  voici: 

(6,  o,  o)  c*"'—'  =^'  «-''('•->  Z/7;,.+,e'("+''>^' , 

(6,  .,0)  /)c'"<->  =      iîye-«'^-'->-'"<'-'°>Z/7U,.,+,+,e'(''+'+')^' 

JL  ly)^'(-"/')--»"(f'~«')y//'  >n-l+v)V' 

I      2V  -^^''n-l.n-l+v^  > 
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(6,0,,)  ^V^-''  =     i^'e-'0'-n-.((«-iy+»-'.»]5:/7;_^^_^gi(»+^)v 


Evidemment,  il  nest  pas  nécessaire  de  continuer  ces  formules;  car, 
les  formules  (4,  s,  s')  étant  établies,  on  en  déduira  immédiatement  les  for- 
mules (6,  s,  s').  En  effet,  pour  avoir  Texpression  (6,  s,  s')  du  produit 
/)■/)'" e"'^''"''^  il  suffit  de  changer,  dans  Téquation  (4,  s',  s),  />  ,  gy ,  t; ,  cei  ,  jT, 
TT  et  n  en  />',  ly',  v',  cd',  F',  t!  et  //',  et  vice  versa,  et  encore,  n  en  — ^. 

Aux  expressions  que  nous  venons  de  donner,  il  y  a  lieu  d'ajouter 
quelques  remarques.     Les  voici: 

I®.  Les  sommes,  entrant  comme  facteurs  dans  les  seconds  membres 
des  équations  (4,  s,  s')  et  (6,  s,  s'),  doivent,  évidemment,  être  formées  en 
attribuant  à  l'indice  v  les  valeurs  des  nombres  entiers  à  partir  de  v  =  —  co 
jusqu  a  V  =  +  cx).  Donc,  si  Ton  s'arrête  aux  termes  du  septième  degré, 
on  prendra,  en  considérant  que  les  diverses  expressions  renferment  le 
facteur  îy'iy", 

si     5  +  5'  =  o:i^  =  — 7,— 6,...  —  i,o,  +  i,...  +  6,+7; 

si     5  +  5'=i:i^  =  — 6,— 5,...—  i,o,  +  i,...  +  5,+6; 


si     6*  +  5'  =  6  :  V  =  —  I  ,  o  ,  +  I , 
si     s  -|-  6'  =  7  : 1/  =  o. 

2*^.  Dans  les  formules  (4,  s,  s')  figure  encore  l'argument  û>',  qui  n'est 
pas  une  fonction  de  v  mais  bien  de  v\  et,  dans  les  formules  (6,  s,  s'), 
l'argument   û>,   qui   est  une  fonction  de  t;.     On  remplacera,  cependant,  en 

utilisant    les    relations    (14)    et    (14')    du    n*'  41,  û>'  par  l'argument  fi-w^ 

le 
isocinétique  avec  celui-là,  et  od  par  --cei'.     En  effet,  la  première  des  rela- 
tions mentionnées  conduit  à  l'équation  que  voici: 


(7)  e     ==e^      '  '-'■•', 


tIfOf 
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et  la  seconde  de  ces  relations  à  celle-ci: 

(7)  e     =^  e^    ^'  ^-^^ 

On  aura,  en  introduisant  ces  valeurs  dans  les  formules  (4,  s,  s')  et  (6,  s,  s'), 
des  expressions  dépendant  seulement  de  v,  ou  seulement  de  v',  pourvu 
qu'on  y  ait  fait  dépendre  H  +  U  de  v,  et  H'  +  U'  de  v'.  Mais  encore, 
rien  n'empêche,  afin  de  rendre  les  arguments  exempts  de  termes  périodiques, 
de  développer  les   exponentielles  suivant    les  puissances  des  quantités  très 

H  +  U  H   -I-  TJ 

petites  ^ -——r   et  ç — -- — .      Cependant,    ces    opérations  s'affectuant  sans 

aucune  difficulté,  je  ne  m'y  arrête  pas. 

3®.     Lorsqu'il  s'agit  de  développer  la  fonction 

P  P     ^  , 

A  étant  un  agrégat  périodique  dont  nous  supposons  la  valeur  toujours 
très  petite,  les  formules  que  nous  avons  mises  en  évidence  s'appliqueront 
encore:  il  faut  seulement  mettre,  dans  les  formules  (4,  s,  s'),  œ'  —  A  au 
lieu  de  cei',  et,  dans  les  formules  (6,  s,  s'),  cei  +  -4  au  lieu  de  cei.  Finale- 
ment, on  pourra  développer  les  exponentielles  suivant  les  puissances  de  A. 
Ainsi,  par  exemple,  le  développement  de  la  fonction 

s'obtient  facilement,  vu  qu'on  a: 

V  —  v'  =  i;  —  v'  —  («  —  G% 

et  que  G  —  G'  s'exprime  moyennant  un  agrégat  périodique  dont  la  valeur 
est  peu  considérable. 

58.  Pour  arriver  à  la  forme  définitive  des  développements  dont  il 
s'agit,  il  faut  qu'on  introduise,  dans  les  formules  des  deux  derniers  numéros, 
les  expressîoBS  des  fonctions  U  et  /7'  telles  qu'on  les  a  données  par  les 
équations  (21)  du  n®  42,  et  ensuite,  qu'oii  remplace  les  fonctions  I{yj\rj) 
et  lirj^fj')  par  les  développements  (22).  De  la  sorte,  on  obtiendra  les 
produits,    envisagés    dans    les    numéros    mentionnés,    développés   suivant  les 
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]e-«(»-»)V 


puissances  des  fonctions  diastéiuatiqaes.  Pour  donner  un  exemple  du  calcul 
dont  il  est  question,  je  vais  spécifier  les  détails  relativement  à  la  trans- 
formation de  e««(-'). 

On  aura  d'abord,  en  partant  de  l'équation  (4,0,0): 

g.«{.-.)  ^  e*"('-"){[2:-».-"(;y',  rj)     -)-  2:r'''~"(3y',  7)e*<'— >  +  . .  . 

+  [lT"-''-\y)',  rj)  +  i^r'--'(7'.  '?)«*^'~''^  +  • 

+  [l'o-'—^^C?',  5?)  +  2r"'-"+'(5?',  7)«''"'''  +  • 

+  ...I, 
OU  bien,  en  considérant  l'équation  (23)  du  n®  42: 

+  [l^J'""^'  {i,  3?)e"<"'-'"'    +  2;!:î+'  (7',  ^)  e-2«-o+»'(»-/")+«.-»)  +   . 

1     j;«''>-^fyj'    „1gîi(ir-r)-4<(>r  -/•■)-»(r-<.)     I  -|g_,(,_2)V 

+  ...}. 
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Maintenant,  si  Ton  porte,  dans  la  formule  précédente,  les  expressions 
des  fonctions  2'(iy',  îy),  on  parviendra  finalement  au  développement  que  voici: 

—  ^•-'4"~"^''7'  + ■•  •) 

00 

I         /g«[,(,_«,)_(n-l)V_(r'-/")]2^/ yg,V[t-«,-(T-r)]l"«,-lg(ii-I)f,-» 

00 

— «'-^er^^^'Y'— fr'^î^i'^''^^'  +  •  •  •) 

00 

1      y[,(,_„)_(,+i)v+ff'-/"]^/ „ygft'['-<"-(f-'')](^.ig(»+i)?--v 

00 

I 

_i    „'îgf[«(»-»')-(«-î)V-î(»'-r)ij^,-ïg(ii-î)j',o ^.-«g(«-%,o„'î 

Cette  formule  se  continue  ft  la  page  luiTante. 
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—  S:'^'e^:-'^^'-''rj'^  —  ??r'ei%''^'^y  +  . . .} 

00 

I         /2gi[n(r-cu')-(n-2)V-2(r'-/")]  J^  / ^\Vg-K«'-"'-(î^-/')]  |^.-2^(»-2)f  ,y 

_^n._2^(n-2),.v^.2_^n.-2^(«^-2),.v^2   ^  J 

I      ^'2^*[n(P-a'')-(«  +  2)V  +  2(,T'-r)lj^M,2  ^(«  +  2)^,0 ^,2g(n+2)if,0     /2 ^,2g.(ll  +  2H^0      2      il 

I      ^'2gt[n(r-o,')-(«+2)V+2f.T'~/")l2^  / ^\Vgiv[«-«'-(--/')]{f",2^(n+2)sr -y 

—  er'6t"+^^^''-''îy''  — ^^^ei"//^^'-*'^?'  +  .  .  .} 

00 

I      ^/2gV[»(r-«')-(n+2)V4-2(r'-/")l  J]  / ^.y ^~Hv-to-{77-r)]i^v,7  ^(»H-2)^,v 

—  ^Î'^ei^  +  ^^^'^'V'  — ^2''4"/2'^^''^7'    +    .    .    .} 
I      ^'3^f[ii(t'-ft;')-(«-3)V-3(r-/")]j^ii,-3g(«-8)y,0 ^,-8  ^(n-8)p,0^/3 ^«,-3 ^(n--3)v',0     2     I         j 


tt— 3)tr,— V 


—  e-'s^'^^'-Y'  — f;'"'<V'''^''7'  +  •  •  •} 

00 

I      ^'3^*[ii(t»-cu)-(ii-3)V~3(r'-/")l2^  / ^yg-Mr-cu-(r-/')]|^ii,-8^(»-3)if,y 

^^..-8^(«-8),,v^,2_^n.-3^(„-3),,v^2    ^  J 

4_    yj'3^f[n(r-cu')-(n  +  3)V  +  3(;r'-/")l(p«,3     (n  +  8H',0 ^,8ç(n+8H^0     /2 p«,8     (n  +  3)y>,0„2     ,  I 

00 

I      ^'3^i[n(r-w')-(n  +  3)V43(r-/")]  J^  / ^\v^ivf«'-a'-(--/')]{^«,8^(«  +  3V -v 

^^«,8  e.(n+3H^-v     /2 pn,8^(n+3V,-v     î'  i  I 

00 

+     .    ..    . 
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H  S  entend  que  cette  équation  reste  en  vigueur,  si  Ton  y  change  v 
en  v',  v'  en  Vy  V  en  V,  lo  en  û>',  û>'  en  û),  ;r  en  tt',  t:^  en  ;r,  Z'en  J", 
P'  en  F,  ly  en  3y',  ly'  en  ly,  j2?  en  f?'  et  finalement  n  en  — n. 

59.  Au  lieu  de  donner  des  expressions,  analogues  à  la  précédente, 
de  />e'"^'""*'^  ,  z^'e^^""*'^,  etc.,  je  vais  maintenant  rassembler,  dans  des  groupes 
séparés,  les  termes  de  divers  degrés,  ce  qui  sera  le  plus  commode  lorsqu'on 
en  fera  usage.  Dans  les  listes  suivantes,  je  me  bornerai,  toutefois,  à  ne 
mettre  en  évidence  que  les  termes  jusqu  a  ceux  du  cinquième  degré  in- 
clusivement, vu  qu'on  n'aura  que  très  rarement  l'occasion  d'aller  plus  loin. 
A  temps  et  lieu,  nous  déduirons  les  termes  appréciables,  d'ailleurs  peu 
nombreux,  qui  appartiennent  aux  degrés  plus  élevés  que  le  cinquième. 

A)     Termes  du  degré  zéro. 

Il  n'y  a  pas  de  termes  du  degré  zéro  outre  ceux  qui  figurent  dans 
l'expression  de  e*'*^*'-"'^;  en  ne  considérant  que  ces  termes,  et  en  se  rappelant 
les  valeurs 

So       —  ^0        —    *  J 

on  écrira  tout  simplement: 

(9,0,0,0;                                      e  —-  e              , 

OU  bien,  en  changeant  v  en  v\  i;'  en  î;,  û>'  en  o>,   V  en  V  et  n  en  —  n, 

(9  j  o,o,oj                                  e  —  e 

B)     Termes  du  premier  degré. 

Des  termes  du  premier  degré  ne  pro^'iennent  que  des  développements 
des  fonctions  c*«(''-*'> ,  pe'""^'^''^  et  />'e*"^'— \  En  ne  tenant  compte  que  de 
ces  termes,  on  aura  les  expressions 

(1 0,0,0,1;  c  —         wi       lye 

—  £1     3yc 

I    ^,-i^'g-ï'(-'-r)+*r«f-(w-i)v-«<«i 
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(lO,  l,0.l)  />e*"(^-"')  =  i^e-K--/')+f[(n+l).-nV-«-n«,J 

(  I  O,  0,I.l)  p'e''^'-'^  =  \  ^/g-/(;r'-7")+<[n.-(n-l)V^«c«J 

2   •  ' 

On  aura  également,  après  avoir  changé  v  en  v\  etc., 

# 

(  I  o',  0,0.1)  e'"^''-'')  ==  _  e«i^M  3y'g-i(r-/'')-i[(«-l)r-«V+«-nH 

£*»y'.-l  ^'g<(7r'-r)-<[(n+l)»'— wV'-oi'-iîH 

I     ^/i,l  ^g~<(;r-n-i[nr'-(«+l)V'~«cu] 

etc. 

C)     Termes  du  deuxième  degré. 

En    ne   tenant    compte,    toujours,    que    des   termes   du  degré  indiqué, 
nous  aurons: 

(11, 0,0,2)  e"'^'~''>  =      [—  fj'^jy''  —  Êjf.o^«]e'(»--«v-n«,') 

I     gi«v,-2^îg-2*(ff-/')+f[(n+2>-nV-2a,-ii«»'J 

I     g«y,2     2g2i(7r~r)+*[(n— 2)r— nV+2a»-î»io'] 

^,-1  c<'»-lV.-'yoyy'g-»('^-0-*(»r'-/")+'[(«  +  l)»-(«-l)V-ctf--iico'] 

p»,-l  g(n-l)y,l^^y(Jr-/'j-*(ir'-/")+i[(n-l)r-(ii--l)V+«,-na,'J 

^,1  g(n+l)y',-l^y^/^-<(;r-/')+<(7r'~/")+f[(«  +  l)»-(n+l)V-iu-fia,'J 

^.1  g(«  +  lW  ^jo'g«^-^')+'(^-n-f  f[(»-l)t?-(n+l)V-f  a»-W] 

r   fin,-2     /2^-2/(ff-/")+f[ntJ-(n-2)V-nû»'] 

I      £«.2^'2^2/(.T'-/")+f[«»-(n  +  2)V-n«,'] 
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(il,  1,0,2)       ^e*"<'-'>  =  —  J  £l'f,-'t,j^e-^K'-n+iUn+i)'-ny-3a.-n«] 

I 

1  çiif,1^3^<(;r-n+<[(«-3)»-nV+2w-ne»J 

J-  1  A»»-'  y.^'g-<(T-/')-<(»r'-/")+f[(n+l)»-(ii-l)V-a.-«c«J 
_L  i  ^»-l  ^g»(^-/')-^*'-/")+'[(n-l)r-(n-l)V+«-»i«'] 

I     1  e«,l  ^^y(ïr-r)+«jr'-r)+f[(»-l)»-(ii+l)V+«-fiai'J 
(11*012)       /> V"^""*'^  =  -  g<«-l)f ,-1^^'^-Kïr-/')-i(7r'-/'')+<[(n+l)t»-(n-l)V-a»-««'J 

2*1  77^ 


,      I  ^-1,-1     /2g~3f(;r'-/")+<L»«'-(«-2)V-nw'] 
-1.1  fA"-''^    4-   £n  +  l,— 1\     /3^*(nr-nV-iitt»') 
I     i  ^+l,l^'«g«(«''-/")+f[n»-(n+>)V-fi«'J 

(l  I  ,  2,0,2)      />  V"(^-^'>  =  1^  V^— »V-n«,', 

+   *  ^ 3^-«<(;r-/')+<[(n+a)»-nV-2«--ii<u'] 

"t"  ^7  ^  > 
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(il     I  1,2)    />/>  V"^*'"*''^  =  i™'^-f(r-/')-f(;r'-r)+i[(«  +  l)r-(«-l)V-cu-Wj 

(11, 0,2,2)  p''e^^'-''^  =      ^^. v(«.-«v-««,') 

I     1     /2^-((;r'-r)+i[rttJ-(n-2)V--Na,'l 
J-  I  ^'5g3*(ïr'-/*)+/[np-(n+2)V-«c«'J  ^ 

D)     Termes  du  troisième  degré. 

(12,0,0,3)  e*«^^-'''>=    +    ^ny.-1^3g-f(;r-/')+.[(«  +  l)r-«V-«.-«a,'j 

_1_    e^V'.!  V)  V(^-  n+*[(«  -Dr-nV+ctt-nœ'J 

^n^,— 8„8^— 8i(n-— /')+'[(»i+8)p— nV—Sw— ncy'J 
^nç'»8„8-8Ks^— /•)4-'[(n— 8)r— nV+8o»-Mc»'] 

Cl         C3  7   7^ 

Çi    W2  7  7^ 

I      p»i,-l^(«-l)vr,-2^2^'g-2f(;r-/')-<(7r'-/")  +  ^[(n  +  2)r-(n-l)V-2r«--Hco) 
I      pi -1  ^(n-l)f ,2      2    /g2*(;r-/')-f(;r'-/")+f[(n-2)r-(n-l)V  +  2ty-na,'J 
I.    £n,lg.(n+l)v%-2^2    /^-2K;r-/')+((r-r)+f[(n  +  2)c-(«+l)V-2co-W] 

T"  SI    W2  7  7^ 

I      ^«,1  £<"  +  l)f'2    '  2    /g2f(ff-  /•)+i(7r'-/")+f[(»i-2)r-(n  +  l)V+2a»-Wl 

I      pw.O^nsf,— 1         '2g— /(,T— /')+<[(n  +  l)»-nV— a»-»w] 

I      &n,0  ^nif,\        f2^i(iT-r)-\-i[{n—l)v-n\+w—nw'] 
(Mte  formule  se  continue  à  la  page  suivante. 
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^n,-2^(n-2)v,-l„„/2^-f(;r-/')-2<(r-/")4-'[(«  +  l)f-(n~2)V-«-ti«»'l 

^n,2^(ii+2)V%-ly,^/2^-/(T-r)+2/(r^-r)+t[(n+l)P-(n+2)V-w-W] 
S2    ^1  77    ^ 

S2    «1  77    ^ 

^n,-l     /8^-<(s-'-/'')+<[nt;-(n-l)V~iia.'] 

^n.l  ^/ 3^i(;r'-./'')-|-f[nr-(»»+l)V— ww'l 

S8    7    ^ 

I      ^«,-S  ^f  8^-J<(;r -/•')4-<[ni>-(ii-8)V-WJ 

"T   SS     7     ^  > 

(I2,  1,0,3)      />e*''^'-^'^=  ~î{sr''  —  s«^'-^}:yV^'^-^+'f<»+^^^-"^-«— '1 

1  J£«Vf>0  g»if,2 j_3gf(r-r)  +  <[(n-l)i>-«V+ai-»i«'J  ^ 

+  1  c^Vf'^'^yj  3^— 8<(«-— /•j+i[(n+8)r— nV— 8»-na»'J 
2^2  7    ^ 

4-  i  g«f.2^8^i(r-r)+<[(«-«)i'-nV+8«u-«<.»'J 

i  pn -1  c.(«-  l)V.-lr,2v)'/>-2'<^-''>-'('''-^">+'f('»+^>-("-')V~2a.-iiû»l 

2^1  1  V   7  ^ 

'  ^".—1  «(n-Df,!  ^2_/^2i(7r— /*)— i(ff'— /'^+t[(n-2)r-(n— l)V+2«-»iiu'l 
"~^2^»        "^1  7  7^ 

■      i  pn,lg(n  +  l)f -1      2_/g-2*(ff-/  )+{(;r-/')  +  t[(n+2)p-(n+l)V-2a,-»f«,| 

2^1    ''i  7  ^^   ■ 

i  pn.O        /2p-i(r-/')+ï[(»i+l)p-nY-i»-««»'J 

2^2    77    ^ 

Celte  formule  se  continue  à  la  page  suivante. 
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I     i  f  «.-2        /  2^-<(ff-r)-2f(7r'-r)+ï[(«+l)r-(n-2)V-a»-«ai'] 
I     £  ^n,-2        /2^<(;r-/')-2f(;r'-r)+<[(n-l)i>-(n-2)V+a»-»i«a'] 

-L  i^«,2^^'2^<(«— /')+2î<7r'-r)+f[n-l)«-(n+2)V+a,-na,'] 
(12,  0,1,3)      ^V"^'"^'^  =  —  ^  4n-l)y.0^2^/^-i(;r-r)+l[«.-(«-l)V-««'] 


.  i  e.(«+l)f,0-^2    /^<(ff'-r)+<[nP-(n+l)V-na.'J 
2  *»  7  7^ 


U_  i  ^(n-lV,-2^2    /^-2<(ïr-/')-i(7r'-/'')+f[(m-2)r-(n-l)V-2«-na*'J 
^  i  g(M-l)y,2      2    /^2»(n'-/')-Kî^'-/")+<[(»-2)»-(»~l)V+2ai-««'J 

"T  2  ^2  7  7^ 

4-  i  -(n+l)y,2^2„/^2<(;r-r)+f(a'-r)+<[(n-2)r-(n-M)V+2fo-iio»'] 
^  2     2  7   7^ 

ig»f,-l/fn-l,l  4_  £n+l,-n        /2^~<(7r,-r)+<[(*i+l)t-ttV-<y-na»'J 

i^nîP,l{£«-l,l  ^  ^n  +  l,-lj        /2^<(îr-~/')+i[(n-l)t;-nV+«.-na,'] 

ï  ±n-l,-l  -.(n-2)^,-l  ^„/2^-t(ff-r)-2'('T'-/")+<[(«+ï)«'-('«-2)V-a,  -W] 

2^1  *l  77    ^ 

I  ^n-l,-l-.(n~2)y>,l^^/2^f(ff-n-2i(:r'-r)+»[(n-l)P~(n-2)V+«-«co'J 
2^1  *i  '77    ^ 

'  i5«+1,l  c-(«+2)y,-l  ,-,^/  2^-<(r-/')+2<(r'-r)+fr(n+l)r-(n+2)V~«-ncu'J 
-Cl  &!  77     ^ 

*  A»+*»^  -.(n+2)y,l_^/2^f(»r-n+2<(îr'-/")+<[(n-l>-(nf  2)V+«»-n«'] 
2^^  ^  77     ^ 

£  Cf  «-1,0 ^Ji+l,-2\^f  8g-*(ff'-/'')+t[nr-(n-l)V-na»'J 

Cette  formule  se  continue  à  la  page  suivante. 
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l/f»+l,0  £n-l,a\     /8^{(^-r)+<[«r-(ii+l)V-»«'l 

I     l  £n-l,-2     /8g~8<(R'-/  ')+<[iir-(n-8)V-iiw'l 
I     l  ^«+1,5     /8^<(;r'-n+<[»ir-(n+8)V-W] 

(12,2.0,3)    />V"^*-*'>=  —jier""'  +  jÊr'|3?V*^^-^'>+*f^"+^>^-~^-'--"«'J 

i  e>»»y  — 1  ^  3^—8/(7r—/') -KrH  +  8)P— «V— So.-«û»'] 

4  ^1         7  ^ 

1  c.«y>l-^8^8<(jr-n+f[(n-8)r~»iV4-8ai— «cu'J 
4^1       7  ^ 

^-  1  ^1,-1      3    /g-<(;r'-/*')+tT«r-(«-nV-««,') 

(12,1,1,3)  />/>V''^'"''^=  — -{sî"-'>*''-'  +  ^('»-i)f,i}^Y^-<(^'-r)+*["^-(«-i)v-nH 

i  g(n-l)y,-1^2    /^-2Kr-r)-^(ff'-/")+f[(>i  +  2)r-(ii-l)V-2ai-»a»'] 

4^1  VV^ 

Cette  foniiiile  se  rontiniie  ft  la  page  suivante. 
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1  e^^  +  ^V.-Jyn^y'g-SiX.T-  /♦)  +  i(7r'-/")+f[(M+2)«-(n+l)V-2w~na»] 

JL  i{f«-l.l   _L  Çn+\,-l\        f2^ii7r-r)+i[(n-l)v-ny-\-a»-nw'] 

_1_   ^  £«— 1,-1.^1^' 2^— f(7r-/*)-2f(»r'-/")  +  f[(n+l)ç-(n—î)V-«-«w'l 
"T  4^1  77     ^ 

,      I  ^„-i,_l         /2^f(;r-/*)-2Kff'-r)+*[(n-l)t;-(n-2)V4-«-ii«'J 

I     £  ^n+1,1        /3^— <(»r-/')+3i(ir'-/")+^[(n+l)v-(»i+3)V-e.-ii<y'J 
4 

(12,0,2,3)     p'y"^'"~'^=  _i^Jîr,-l^^/2^-ï(;r-/')+f[(n  +  l)r-nV-cu-WJ 

2^1      77    ^ 

i  g(«-2)y,-l        /3g-ï(7r-0-2«?r'— /•')+f[(n  +  l)r-(n-2)V-«-»ico'J 

I  4  ***  /  / 

i.  g'n  +  2)f,-1^^'2^-/(ff-/')+2f(;r'-/")4-f[(n+l)tî-(n-f2)V-a»-n»'] 

1  g(»+2)v9,l^^/3g<(;r-/')+2f(n'-r)+i[(n-l)»-(«+2)V+w~n€e»'] 

^  1  ^n~2,-l     /3^-3/(r'-/")  +  tfnr-(«-S)V-«a»J 

+  £  p«  +  2,>      /:i^3i(r-'-/")-|-jfHr-(«-|-8>V  -hw) 
4^17^  ' 
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(l  2,3,0,3)       p^e'""^'-''^  =  |3y3^-K;r-y)+,[(«  +  l).-nV-«,-WJ 

-L  3      3   »(r-/')+<[(«-l)p-nV+»-««u'j 
•^  8   ' 

8^   ^  "  ' 

(12,2,1,3) />VV"^^-^'^=    i^Yc-'<^'-^''>+'[''^'-("-»^^-''«''J 


8 


1^  8V   V^ 

I     1  ^3^'g-2i(r-/')+t(r'-/")+<[(a+2)i>-(n+l)V-2«.-«a,'J 

r^  8^  V  ^  J 

1^  8v7    ^ 

I      *  --,^'2^-<(;r-/*)+2<(;r'-/'')+<[(n-i-l)»-(n+2)V-cy-n«;'] 
^  8  V  V    ^  » 
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(l  2,0,3,3)      />' V'^'-''^  =  3  ^,3^-.(-'_/")+([n.-(n-l)V-WJ 

I     3      /3^<(n-'-/")+<[«f-(«  +  DV-n«'J 
_i_   ï  _/8^—8i(ff— r)+»[*ic-(n-8)V-«io] 


(13,0,0,4) 


E)     Termes  du  quatrième  degré. 


giii(p— ©')__  g»y,0^4g#(np— nV— nto) 


C4  7]  G 

I         ny,—i     4^-4<(7r-n+<[(n  +  4)»-nV-4û;-«to'J 

I     giivr,4     4g4t(r--/')+f[(n-4)c-nV  +  4a,-noi'l 

I     £w,— l  g(«-l)y^,-l      «    fg~f(n--/')-<(;r'-/*')  +  <[(n+l)»— in-l;V-«-no.J 

I     pn,-l  g(n-l)çr,l  „  8    y(;r-/')-i(7r'-r)'+<[(n-l)p-(n-l)V+«-n«'j 

I 
I     ^n,l  g(n+l)y,-l      8    /^-<(a'-/')+ï(ff'-r)+/[(ii+l)p-(n  +  l)V-ai-n«,'J 

"T  SI     ^8  7   7^ 

<t»i,-l-.(n-l)y,-8^8    /^-8<(«--r)-<(ff'-/")  +  f[(n+8)f--(n-l)V-8«i-no»'] 
Cl         «8  7    7*^ 

*«,-l  -.(fi-Dy.S ^3    /^((;r-/')-<(îr'-/")+#[(n-8)p-(n-l)V+8a.-wce.'J 
SI         *8  7    7^ 

;tn,l  e.(n+l)v',-8„3    /^-8*(ff-n+*(;r'-/")+t[(n+8)»-(n+l)V-8«,-W]   " 
S 1     »8  7    7^ 

pM,l  g(n4-l)v>,3"^8    /^S/(r-/')+<(;r-/")+f[(n-8)<»-<n  +  i;V+8a»-iictf'J 

S  2     «"2  7   7*^ 

^n,0  g.nf .2„  2    ;  2^2<(.T-/')+f[(«-2)c-»V+2a;-n«'J 
S  3     £-2       7    7^ 

Cette  formule  se  continue  il  la  page  suivante. 
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S  3         *3  7    7*^ 

S2     -3  7   7^ 

I     ^••,-2^(n-3)f,-3     3    /3^-3K;r-0-2Kîr'-/-)+<[(»+2)»-(n-3)V-3a»-iioi'] 

I     Ç«,-2g(ii-2]ljp,3      3    »3^3<(«-/')-3i(;r-/'')+f[(n-3)t;-(«-2)V+2a,-Hw'] 
I     ^n,3g(n+3)f,-2     3    /3^-2f(.T-r)  +  2t(r-/-)+/[(n+3)»-(«+3)V-2«-»ia.J 
I     Çn,3g(«+3)^,3      3    /3^8/(;r-/')+3*(T-r)+<l(n-3)t-(ïi+3)V+2oi-ii«»'J 

I     fit,!  g(n+lV,l  ^^'S^fCr-n+UT-y'H'Kw-Or-Cn+DV+w-na,') 

Cs       «1  77    ^ 

^n,-8  -.(n-8)if,l  ^^» 8^f(ff-/')-8/(;r-/")+<t(»»-l>-(»»~8)V+a»-«a;'l 

—  Cs        *l  77    ^ 

£»»,8e(n+8)f,-l„„/3^-f(ff-/')+8<(;r'-r)+»l(n+l)i'-(n+8)V-w-iiw'J 

—  Cs    «1  77    ^ 

;t«,8 -.(«+3)^,1  ^^/8^^(ff-/')+8f(ff'-/")+f[(«-l)ç-(m-8)V+c«-WJ 

—  C8    »i  77    *^ 

I     pii,0^/4gi(np— nV— no»') 

j^n,— 3„»4>,— 8<(7r'-/'')+f[n»-(ii-2)V— nw'l 

—  Ci      7    ^ 

^i«,2     /4g3<(ff-r)+t[«»-(n+3)V-iiw| 

I      £n,4     Mg4l(r-/")+i[iir-(n+4)V-iiio] 

(13,1,0.4)    />e-^^-^'^=    Wer'  +  sr-'j^yV^— »^— > 

I     i  je.iif,-l g»if,— 81      4^-3<(r-/')+»((n+2)P-i»V-3cu-«a»') 

I     i  js"*-,! g»f,8j     4^3/(r-/*)+f[(n-3)r-«V+2t«-n«,'| 

Cette  formule  se  continue  à  la  page  suiTante. 
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2  ^3  7    ^ 


2*3     5y  e 


i^"."U^(«-lH'.0  ç(«-l)f,2|^3     /^K;r-/')-i(;r'-/")-|-iHM-l)t-(«-I)V  +  «;-««»'] 

I     lfin,-\  ^(H-l)v',-2      3    /g-8i(;r-/')-/(;r-/")  +  ft('«+3)''-<.'«-l)V-8a»-na,'J    ^ 

I      '  ;t«,-l -(«— l)st»*J^3^/^3i(r  -/•)     i(ff'-/")+il{K  -y)r-(«  -I)V4-3«»    rua] 
"T  2^1         *2  7    V  ^ 

I.   '  i5«,l  e.(«  +  lH'.-2^3    /    -3i(;r-/')+ù.T'-/"j+l[(w  +  8)c-(n  +  l)V     3<i>-wo*'l 
T"  2^1    *-2  7   7^ 

_l      *  £«.1  -(«+IH',2v)^'»r//»3»<""-''>  +  '^'"^— ''>  +  'K'*"3)''~t«  +  ï)V+3c«-n«'J 
"T  2^1    *2  7  7^ 

"F  2^3    *l         7  7^ 

i"  2^2    «1       7   7^ 

if  «»-2U(«-2V.~l   _L    c(«-2)v'»l  l^2^'2g-2H,T'-/' )+!>€-(«  -2)V-iia»'l 

—  2^2    1^1  "T  -1  17  7    ^ 

2^2       ^  7  7^ 

'  ^«,-«^(n-2)v',1^2     /2^2i(.T-/')-2i(.T'-/*;  +  tl(n-2)c-(w-2)V  +  2w  -M»«J 
2^2        *1  7   7^ 

Celle  formule  se  coiiUiuie  A  la  page  «iiivunlc. 
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2  *»  2     "^  1  'l     I      ^ 

1  A'''2£("  +  ^V.l  yjîy'»g2»ï'T-r)+2i\;r'— /'''l+#|(n~2)r--(w  +  2)V+2fo--«w') 

i  f  «il  ^^'S^-»(r-/')+f(r-/')+f[(n  +  l)»-(«  +  l)V-co-wto'J 

1  Çn,l^^'»g<(îr-/')+/(.T'-/")4tT(n-l)r-(»H-l)V+w-m«'J 

I     i  ^«,-8         /3g^(r-n-8/(r'-/")  +  ff(w-l)p-(«-8)V+r«-m«'j 

(ï  3,0,1,4)        />V^'"'**'>  =  -  £("-l)^ -»5rS^'g-'('^-n-<(^-/''Hmn+l>-(n-l)V-m-»c«'] 

J_  i  £(n-l)V%l  yn3yr^'g'(--/')-»'(r-/")-fi[(«-l)»-(n-l)V4-w-na»'] 

I     1  ^(n  +  lH',-1^3    /g-Kr-n+i(;r'-A'')+t[(ïi+l)r_(w+l)V-«i~«w'l 

-L  I  £(»+l)f,1^8    /^f(r- /•)+f(r-/")+ïï(«-l)r-(n+l)V4-o;--nw'j 

I  g(n-1V,— 8      3^/g  -  8i(r"  /^-/(ff  — /••)+ff(iH-8)r-(n-l)V-8w-n<u'| 

i  c("-ÏV'3yj8    /   Sf(n--/')--f(r'-/")+ff(n-3)r-(n-l)V+8«.-nci;'l 

lc("+^H'-8y,8y^/p-8|-(r-/')  +  f(r'-/")+ir(«+3)»— (n+l)V-.3»i.-iiw'l 

^  wg  /y  zy  c 

Cette  furDiiile  so  continue  ft  la  pige  suivante. 
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2  ^8  7    7^ 

J_  lg»r,"2{^»-l,l      I     ^«  +  l.-n^3^'«^-2f(r-/')+i[(«+2)r~nV-2oi-iia;'l 

'  -tn-l.-l     (n_2V,0„3„f2^-2t(r'-r)+f[np-(n-2)V-iiw'J 

2  ^^         ^  7   7^ 

_i_   "  ;t»— 1,-1  -.(n-2V,«„2„/2^2Kr-/')-2i(r'— /")+tT(»i— î)r-(n-2)V+2w-nc«'| 
"r  2  ^ï  ^2  7    7^ 

I  i  ^«  +  1,1  g(«+2)f,-2^2    /2g-2t(ff-0+2<(r'-r)+f[(n+2)r-(»f+2)V-2t«-WJ 

I  *  fin+1,1  e("+2H',2„2_/9^2t(r-/')+2i(r'-/'')+»[(n-2)r-(n-f2)V+2«i-WJ 

I  1  g(«-l)îP,-l{^«-l,0 £.n+l,-2l        /S^-f(n'-/')-f(îr-n+tr(n+l)r-(n-l)V-w-»f<r,'J 

I  i  g(«-l)f,l  |Ç»»-1.0 ^«+1,-2  j        /8^i(r-/')-^(r'-/")+#[(n~l)i»-(n-l)V+«-W) 

I  ig(»+l)f.-U£«+l,0 ^11-1,21         *8^-t(r-/')+i(r'-.r)+»f(n+l)r-(ii-fl)V-cii-ii«'] 

I  1  g(n+l)f,i  (f '•  +  1,0 ^«-1,21        /8^i(r-/')+f(r-/-)+t[(ii-l)r-(n+l)V+r«-iia,'j 

ï  iîn-l,~2^(«-8)f,-l„^'3^-i(r-/')-8ï(r'-/")+<f(n+l)r-(n-8)V-r«-w«.| 
-Ç2  ^1  77    ^ 

I  ^11-1,-2  ^(n-8)f  ,1  ^^1  8-<(r-/')-8ï(ff'-/")+»[(n-l)r-(n-8)V+w-nco'l 
-C2  «1  77    ^ 

*  fin  +  l,2ç(ii  +  8V,-lviv^'«>,-'(:r«/')+8i(r'-/")+if(»i+l)p-(»i+8)V-a,-nw'J 

-Cs        -1  77    ^ 

Cette  formule  se  continue  ft  la  page  luivante. 
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ï  j^n-l,~l  Çii  +  l,-8j     /4^-2f(n'-r)+ftnr-(n-2)V-WJ 

I     £pn-l,-3     /4g— 4<(r'-</*')+î[np-(n— 4)V— »cu'] 
J.  i^n4-l,8^Mg4<(;r'-n+<[wt-(«+4)V-na»'J 

(13, 2.0,4)    /> V"^'~^^  ==  ~  I î  ^ï""''  ~  î  ^î'"'  —  ï  sj^''^ j ly V'-"^'-""''> 

12^2  4^2        j^^ 

I     (  '  c.»tif,2  ï  g.»ff,0l„4^2/(r-r)+f[(n-2)r-nV+2ctf-n«»'] 

I      ï  ç»v',-2„4^-4f(r-/')  +  <[(n+4)r-«V-4«-ii«'J 
-T  -^2         7  ^ 

a.   ^  c"y'2^4^4f(r-r)  +  f[(n-4)r-nV+4co-ne,'] 
^  4  *2       7  ^ 

£».-l jl^(n-lH',l     I     ig(n-l)if,-l j^3    /gi(ff-/')-t(r'-n+i[(n-l)r-(«-l)V+io-W] 

^  ffii,--lc.(n-l)sr,-ly,3    /  -3t(--/')--t(-'-/'')  +  »T(n+8)t--(n--l)V-3c«-W| 

4  Cl     Si  7  3y  c 

4C1    ^1       ^5y^ 

Cette  foriniile  se  conlinno  ft  la  page  suivante. 
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4^1    ^-l  7  7^ 

i  ^«,lg(«+lV,l  ^8    /^t(T-/')+»(r-/")+t[(ii-8)»-(n4-l)V+8«-W] 

2^2     7    7     ^ 

4^2    7  7^ 

4^2  57  3y  e 

_j_  ip,-2     2    /2g_2t(;r'-/")+«[«r-(«-2)V-««'] 

-|-  iç».2jy2j^'3g2»(r-r)+i[n»-(n+2)V-»icu']    ^ 

-|-  L  ^«,-2^2    r2g-2ï(;r-0-2tXîr'-/")+i[(n+2)r-(n-2)V-2a»-fla,'J 

-L  if»,-2^2    /2^2»(n--/')-2t(;r'-/")+t[(n-2)r-(«-2)V+2a;-W] 

-L  i  p«,2^2    /2^-2i(R--/')+2»(;r'-r)+t[(n+2)p-(n+2)V-2«-nw'J 

+  i  f  !»'2jn^^' V*^«^-0+2t(;r'-/")+t[(n-2)c-(»i+2)V+2o»-W] 

(ï3    II     )    /?/>V"^''"*'^=  i^£(«-l)y.O_£(«-l)f  ~2\      3    /^-tXr-/V«;rW'')+*I(n+l)i^(n-l)V-«»-WJ 

i  ^^Cn-Df.O  __^(n-l),2\      8    /gi(;r-/')-i(;r'-/'0+t[(n-l)i»--(n-l)V+a.-WJ 

4V-2                 ^2  >/7  7^ 
1  ^3(n+l)y,0 ^(n+l)ir.2\     8    /^f(ff-r)  +  /(;r'-r)  +  /[(n-l)p-(n  +  l)V+ce»-W] 

J_  I  c('»-lV.-2^8^'^-8V(îr-/')-f(;r:-/")+»[(it+3)r-(n-l)V-8fu~na,'] 

I     i  g(n-l)f,2     8    /^t(;r-/')-i(ff'-r)+t[(n-8)»-(n-l)V+8«-nio'J 

I     1  g(«+ï)f,-2     8    r^-8t(r-/')+i(;r'-/'')+iI(ii+8)i;-(«  +  l)V-8«-j»«'J 
Cette  formule  se  continue  ft  la  page  suivante. 
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' i  f  »-1,-U^(«-%,-l  J_  g(«-2)^r,l  j     2^  a^~2t(;r'-r)+f[ii»-(»-2)V-n«»J 

i  i£»-'»-î  e.(n-2),-l  „  î-^/ J^-2i(n--/')-2i(r'-/")+t[(»+3)p-(«-2)V-2«_W1 

4^1  *1  7   7     ^ 

i  ^»-1,-l'g(»«-2V,l  ^2    /2g2i(7r-/')-2»(r-r)+{[(»-2)e-(n-2)V+2«-«wJ 

1  p«+I,l  ^(«+2)îr,-l     2    /2^-2i(7r-/*)+2i(;r'-r)+t[(n+2)t-(n+2)V-2o»-««'J 

l^'t+l,lg(«+2)v',1^2    /2^2<(n--/')+2t(;r'-r)+»[(n-2>-(«+2)V+2»-iicB'J 

1  /^"-l.O ^»i+l,-2\        /3g-»(ff-D-f(ff'-/")+»[n+l)©-(«-l)V-«--iitt»'] 

1  ^^"-1,0 pn+l,_2\         ,  8gt(;r-/')-i(ff'-n+t[(ii-l)i>-(n-l)V+«-«»'] 

i  (f '•  +  Î.0 ^n-1,2\^j.'3g-i(;r-n+i(;r-r)+i[(it+l)p-(ii  +  l)V-«-WJ 

i  ^f  n  +  1,0 Çn-1,2\        r3^f(--r)+i(;r'-/")+»[(»-l)»-(«+l)V+ii.-n«,'J 

I  1  ^n-I,-2  /8^-(^-/')-St<ff'-/")+tT('»-l)P-(«-3)V+o*-W] 
I  i  Ç«  +  1,2  /3^-»(r-/')+3t(;r'-n  +  iL(ii+l)p-(n+3)V-a*-»o»J 
1     l  ^n  +  1,2        #8gK«'-r)+8t(;r-/-)+/[(n-l)f-(r»+3)V+a»->ic«'] 
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113,0,2,4;    P     e  —  2''3       77^ 

+    L  c"y»-2  v)  ^v)'  2/,--2i(?r— /')+iL(n+3)o-«V-2a»-W£u'] 

"T  2  *2     7  3y  e 

'  c.(H-2)v',0      a     /2^-2*(.T'-/")+iL«r-(>i-2)V-7ia,J 

4  ^2  7    V     ^ 

'  ^(«+2)v',0_2    /2-2i(r-/")  +  i[«r-(n+2)V-nti,J 

4*2  3y  ^   e 

I     ^  c('»-2)sf,-2^a_/2^-2i(;r-/*)-2t'(;r'-/")4-t[(n+2)p-(n-2)V-2«.-«o>'] 
I      I  e.(n-2:f,2_2    /2^2t(r-/')-2»(«'-/")+tT(n-2)»-(n--2)V+2ai-«<uJ 
I      I      („+2V,-2     2    ,2   _2»(;r-/')+2i(.T'-r)+t[(n+2)r-(n+2)V-2cu-iito'J 
-U  '  5.("+2H',2      2     /2  2t(r-/')+2tXff'-/")+i[(n-2)r-(n+2)V+2a»-/iai'J 

e.(«-lH%-lM  A"'-'   -L  '  £rn--2,ll^y,/3^-i(r-n-i(r-n+t[(n+l)r-(«-l)V--a>-WJ. 

c(«-1)V»»!1A"'-1  -L    '  ^«-2,1  l^_'8^»(ff-/')-t(-'-/"')+t[(«-l)r-(n-l)V+«-«e,'J 

^(n+l)f,--l  jl  ^n,l    I     1  ^«+2,-1  J         /3^-t(ff-/')+i(;r-/")  +  t[(»i4-l)o-(«  +  l)V-cy-«ce»'J 

c^n  +  Of.l  jif  n.l    ^_   l^«+2,-l|         /8gtXr-/')+t(r-r)+t[(«-l)P-(n  +  l)V+w-Kc«'J 

4^1  ^1  77     ^ 

I  p«-2,-l  g.(n-8)y,l  „„/3^»(7r-/')-3tXr-/")+t[(n-l)p-(n-8)V+«-«<w'] 
4^^1  .    ^l  77     ^ 

^  i:n+2,lg.(»i+3)y-I„y,'3^-i(«r-/')+3!Xr'-/')+»[(n  +  l)»-(n  +  3)V-a»-n(«'J 
^  A"+2»^  c^n  +  3)f,l  ^y.'3^i(ff-/')+3iX;r'-/")+t[(n-l)r-(n+3)V+iu-»«'J 

-Cl        ^1  77    ^ 


Celte  formule  se  continue  à  la  page  suivante. 
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I     1^«.2 1  t«  +  2,0\      /4^2t(;r-r)+*[nr-(n+2)V-*iai'J 

I      *  £:w-2,-2„'4^-4/(ff'-/")+^[«P-(n-4)V-wa»'J 
a.  1  A'»+2,2^'*^4t(n-'-  r)+t[nr-(n+4)V-iiail 

(13,3,0,4)   />V"^^-''>=— Ks^'-^  +  er'^}^V'''-'*^-""''> 

|3     nv'.-l      I      ^  g.«V',l  \^4p-2»(r-/')+i[<n+2)r-iiV-2a»-««] 

|8"i        T^S^i         J?^ 
8^1         7  ^ 


'  g.»ty,l  •  4^4K;r-/')+it(n-4)t-nV+4ai-«a»'J 


I     3  p« -1      8    /^-i(r-/')-t(7r-/")+t[(n  +  l)»-(n-l)V-«-«a>J 
l_  3  £:n,1^8    r   »(;r-/')+i(?r-r)+t[(n-l)t-(ii+l)V+cu-iiw]  * 

-h  8  Cl  îy  îye 

_L  1  A^'-l  v)^r)'p-Si(;r-/')-f(;r-/")+»[(n+8)t--(n-l)V-3ci»-«a;'] 

-h  gCi     ^  îye 

_1_    '  £w,l„8    /    -3t(,T-/'>+i(.T-/")+f((n+8)r-(ii  +  l)V-3«-Hw'J 
"T  gCl      7   7^ 
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1 1  g(n-l)v%l     I     1  g(«-l)f,-l  1^8    /^»(r-r)-t(;r'-/")+.[(n-l)c-(i.-l)V+«~««i'] 

)  '      (n+lV,-l     I      ï  g.(n+l)v',ll„8_/^-t(s--r)+i(r-/")+f[(w  +  l)»-(«+l)V-a,-W] 

1  g(«-l)v',-1^3    /g-3t(;r-/')-f(^-/")+f[(«+3)p-(n-l)V-3ai-i»c,'] 

*  ^(n-l)f,l      8    /   8i(n--/')-i(n--/-)+t[(n-3)r-(n-l)V+8«-W] 

gwi  2y3ye 

1  c(*»+ï)v:.l  yj3y,V*^^-/')+t(;r'-~/")+i[(n-8)p-(n+l)V+8fy-n<o'] 

-Li/A^-l»!  -L.  ^»+l,-lj^3^'ag-2«(«--r)+f[(n4-2)t'-nV~2co-n«;'] 

I     i  pn-1,-1^3    /2^-2f(;r'-/-)+<[nr-(n-2)V-n«;'J 

■+"4^1  7   ^     ^ 

-L  l  pn-1,-1     2    /2^-2/(«--/-)-2i(n-'-r)+»[(n+2)p-(n-2)V-2iu-nw'J 

I      ^  tn-l,-l„2    /2^2i(;r-/')-2i(r-r)+t[(»-2)r--(n-2)V4-2w-nc«'J 
"T  8^1  7  7    ^ 

-1.  1  pn+1,1      2    /2g-2t(jr-/')+2t(,T-/")+»[(«+2)»-(n+2)V-2a»-noi'] 

I      ï  pn  +  l,lyj2    /2^2<(.T-/')+2»(n--/")+t[(n-2)»-(n+2)V+2to-n«.'J 
»    8  ^  ^  '    '  , 
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(13,1,2,4)  />/>'V"^'-''>  =  — i{sr'^  +  cyv'.-ij^yv— '•^— > 

4^1         V  V    ^ 
4*-!      7  7^ 

i  p(n~2V,-l     2    /3p-2tX;r-/')-2i(;r'-/'')+i[(n+2)tJ-(n-2)V-2«-fk«'J 

g  £1  7  7^ 

I  g.(n-2)y,l  ^2    /2^2<(;r-/')-2»(;r'-/'')+t[(n-2)i;-(n-2)V+2a»-W] 

8  ^1  7  ^    ^ 

i  ff(n+2)v«  ~1  y)2    /2^-2t(n--/')+2t(r'-/-)+tl(n+2)t?-(n+2)V-2«-n«.l 

i  e.(n+2)f,l      2    /2^2t(r-/')+2i(r'-r)+i[(n-2)i?-<n+2)V  +  2a»-me»'J 

8  ^1  7  7^ 

«L  jif«-^  J.  I^n-2,1|        /3^t(r-A')-«(îr'-n+»[(n-l)»-(n-l)V+«-n«'J 
J_  lifw.l-L  if»+2»-U  ^^'8^-t(îr-/')+»('T'-r)+i[(n+l)r-(n+l)V-w-n«»J 

«L  i.  pn-2,-1        /3g-i(r-r)-8i(;r'-/*')+i[(n+l)r-(n-3)V-«i-no.] 
,      I  çn-2,-1        /3^t(r-/')-3t(ff-/")+i[(«-l)V'-(n-3)V+a»-m«'] 

I     £  ^n+2,1  /3^-iXîr-/')+3t(;r'~/")+»[(n+l)iî-(n+8)V-w-ww'] 

I     i  ^«+2,1  /  8^t(ff~/')+8t(c'-r)+i[(n-l)r-(n+8)V+a»-m«'] 
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(\  1  \    /i'V«(*-«'') -  -.(n-l)v^~l        /3  -i(,T~/')-t(r:'-/")+t[n+l)t'-(n-l)V^w-m«'] 

V'3jO,3,4>/   P    ^  —  8*1  V7    ^ 

2  çin-Dif.X  „y./ 3^î(r-/')-*(.T -/")+t[(n-l)v-(n-.l)V+^«-nio'] 

?  ^(n+lH",-l  y,-y5'8^-i(--/')+»(n-'-/")+t[(«+l)r-(n+l)V-w-m«'J 

gwj  7y7y    e 

i  -.(n-3)y,-l  „„/3^~t(r-/')-3i(ff'-/")+t[(n+l)v-(n-8)V-  w-fiw'] 

i  c.(n-3)ç,l        /8^i(n--/')-8i(;r'-/")+i[(n-l)i;— (n-3)V+tt;-«to'J 

i  c.(n+8)f,-l  yy/3^-i(;r-/')+8*(-'-r)+t[(n+l)r-(n+8)V-w-nftf'J 

i  c(«+3)çr,l         /3  {(r-A')+3t'(;r'-/")+ir(n-l)i>-(n+3)V+«>-n««'| 

gwi  77    ^ 

!     (i.itn-8,1     I     3  £n-l,~l|     /4^-2t(r'-/")+t[nr-(n-2)V-fifo'J 
»    JS^I  *^  8^1  |7    ^ 

I     lifin+8,-1     I     3^n+l,ll     '4^2/(;r-/")+*[nr-(n+8)V-m«'J 
I     1  ^n-8,-1     M^--4<(;r'-/'')+tTnr-(n-4)V-n«»'] 
I     i  &«+3,l„/4^4i(r'-/")+f[nt'-(«+4)V-nci,'J 

/'ti  ^       riV"(*-*'^ —  3      4  i(nr-nV-nw'J 

I  1  „4g-2»(--/')+t[(n+2)i?-nV-2«;-m«.'] 

I  i^  ^4g2t(;r-/')+tT(n-2)v~nV+2«-me/'] 

I  ï   ^4^-4t(;r-r)+f[(n+4)u-nV-4«>-nw'J 

+  Jl  y« */>*'( '?~r)+«T(«-'*)i;-nV+4w-na»'] 
i67  ^  > 
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(13,3,1,4)  />VV"^'"''^=  Agy«5y'g-«^-/')-'(^'-r)+*[(n  +  l)r-(,.-l)V_«-„o,J 

^   16  V    7^ 

4.  A  y.3    /g-<(«'-n+i(:r'-r)+»[(n  +  l)r  -(h  +  1)V~o,-ii»'J 
■^  1 6  V  7 

^  J.^3    #^<(ïr-/')  +  t(r-r)  +  <[(N-l)r-(ii  +  l)V  +  e,-,iiul 

«L  JL  ^^^'g-8<(«'-/')-/(r'-  /")+iT(n+8)»-(n-l)V~8«,-no»'J 

_[_  JL  ^8^'^5i(.T-/'>-t(r'  -/")+i[(n-8)r-(ii-nV+8«-«tt,'J 

-i.  _L^8^'g-3K--/-)  +  <(-'-/")  +  f[t«+8)f-(ii  +  l)V-3«,-««'] 

4.  _Lv)»v,'p^K--/")+»(.T  — /'')  +  ,[(«-3)r-(n  +  l)V  +  3cu-ncuJ 
^   l67    7  ^  J 

(  13,  2.2,4) />VV"^'-'''>=  ^  ^2^  V^-.-nV-n;.'] 

_i_     *    yy2    '3g— 2/(.T-/')H-*[(n+2)r--nV-î>««-na»J 
J_    1  ^2    '•ig2/(;r"/')  +  ff(fi— 2)p-wV+2tt,-i,«,'] 

•^    8     '     ' 

4_  J_y)V^-2'<"     ''>~2,(r-'-/")+/[(,ii  +  2V^(«~2)V-2<«-K«,'J 
'      16  /    7     ^ 

I     J_ynî»^'3^î'(--/')-3/(ff'-/')-l-<f(.,-2)r— ;n-2)V+2«-iiii,J 
I     A^Î»^'î»^-2i(r-/')f2/(r'~/")  +  <r(fi  +  2)r-(«  +  2)V-2a,-«ai'J 

•^    16  7    7  ) 


7Va//e  (les  orbiUs  absolues. 
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(13, 1,3,4)  pp"e'^^''''  =  ^  r^rj'  3^-K.-/')-/(.'-/")+/r(n+i)r-(«-i)v-.-»«,'i 

_i  3  /  3   i(r-/')-»-(-'-/")+/r(»-l)r-(n-l)V+fu-«w'l 

1  16  vv    ^ 

"T"  16VV     ^ 

■^  16VV   ^  ^ 

_L  '    vv''^/>-»("~''>     3/(,T'-/'')  +  /r(«  +  l)r-(n--3)V-ca-ncci'J 

(ï 3,0,4,4)    p  e  ^       —  i^fj  e 


+  iV 


1  V5'4^2f(r'— /")  +  *r"r-(«  +  3)V— ww'l 


+  ï  'y'^^ 


"T"   16   ' 


L  v5'*^*^('^-^')+'i  "''"<" +*)^"~""''J 


Y)     Termes  du  cmqwème  degré. 

(14, 0,0,5)  e'"^'"*^'^  =  —  3Hy,-l^«g-K^-/')+'T(«+lV-nV-..-»«,'] 

I      g.»V%— 3     6g— 8/(.T— /')-f .  [(n  +  3)r-nV— 8w— wo.'] 
Cette  formule  se  continue  A  la  p«ge  suivaiiti'. 
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^n^,—6^^^'-6ii7T—I')+i[(n+5)v—ny-'iw—ntv'\ 
çWf ,5      5   ô/Cff— /')+![(«— 6)*— nV+ôe»— Mw'J 

I     ^w.-l  g(«-l)vf.O^*^'g-«(îr'-/'')+*l«*-('«-ljV~fiw'J 

I     p«,l  ^(n+l)v',0     4    /^<(;r-/")+*[nt»-(n+l)V-n«'] 

^«,-1  ^(«-lH',-2     4    /g-2/(K--/')-t(r'-/")+*[(n-J.2)p~(n-l)V-2«o-w«»J 

p»i,-Ig(n-l)f,2     4    /^2.(;r-/')-i(-'~/")  +  »l(w-2)r-(M-l)V+aa»-nw'J 

^«,lg('*-hl)f,-2^4     #g-2H;r-/')+'(r'-/")  +  t[(n+2)tf-(»i  +  l)V-2w-nw'J 

Si     «4  7    7^ 

iL   f:n,-\  ^{n-\)if,~4      4     f^-Aii;z-i')~i{7T--r)+i[in-\-4)c-{n-\)\-iw-nw'] 
\      ^\         ^4  7J   7J  (^ 

I      £:«,-!  e.(«-l)sr,4      4y/^4»(.-r-/')-'(-'-   /")+'L("-'*)c-  (ij-i;V+4«-«o»'J 
I     pN,l  g(n+l)vf,-4      4     '^-4H.T-/')  +  tXn--/")+i[(n+4)c-(M  +  l)V-4«-«w'J  ; 
I      ^H,l^^it  +  l)tr,4      4     /^4/(,T-/04-t\--/'>-fil(«-4)r-(«  +  l)V  +  4oi-Hu,'J 

^2*8  7    7^ 

>t«,0-.«^,ly.3    #2   <(a--/')  +  tt(n-l)c— nV  +  c;-«o»] 

S2     ^3       7   7^ 

+  A"'-^£<"-2)y»-^7y8^'2^-«(""-'')-2KîT-/")  +  <|(n+l)t7~(«-2)V-w-»o>J 

I 
I      p»,--2g("-2)f,1^8     /2^<(;r-/')-2/(r'-/")+/[(n-l)p-(H-2V  +  w-«o;'] 

I     pn,2^(n+2)iP,-l      8    /2^-f(n--/')+2<(n--/")+i[(n  +  l)t-(ii+2)V-o;-W] 

1     ^«,2^(«+2)y,l      8    /2^f(.T-/')+2i(;r'-/")  +  fr(n-l)»-(«+2)V+»-no/'J 

I     ^n,0     «y.— 8y>8    /2g— 8K«'-/')+f[(n+8>*— nV— 8o»— »o»'] 

_1_    tn,0e.«v,8-_3„/2^8/(,T— n  +  <[(n-3)r— iiV  +  3o»-n«i'J 
I"  ^2     «-8        7    7     ^ 

^«,-2e.(«-2V,-8„3_/2^-8f(ff-/')-2i(ff'-/")  +  f[(n-|-8)c-(«-2)V-8«u-«o>'J 
V»  2         ^'S  7    7*^ 

Cette  formule  se  continue  &  la  page  suivante. 
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^n,-  -i    (M— 2)f,3_3    /2^/(,t-/')-2i(;t'— /")+tL(«— 8)t»— C«-i)Y+8oi-iia;J 
^2         «3  7    7^ 

'irn.î  -.(«  +  2)v,-3      3   /2^-3/(>T-/')-i-2*(7r'-/")  +  i[(ii  +  8)p-(n+2)V-3a.~nù;'] 

*»2     «3  7    7^ 

^n,2  et"-*-*'^)if'3_3_/2    8f{r~/')  +  2i(.T'~/')+*|(M-3)p-(«  +  2)V  +  8(y--na»'] 

T^  S8         -2  7    7^ 

I     ^»*,l^(n+l)ir,0y2    /8^i(.T-/")+t[nr-(«  +  l)V-«(«'J 

p«-3g.(«-3)y,0      2     #3    -5»(n--/")+<[iif-(n-3)V-«a;') 

C3         «2  7    7^ 

Cs    «■2  'y  V   ^ 

Cs       «2  7   7^ 

^8         «2  7    7     '^ 

£n,lg.(n  +  l)v5,-2„2_/3^-2/(;r-/')+Hr-/")  +  fUfi  +  2)r-(n  +  l)V-2a;*-no.'J 

S8     «2  7    7*^ 

*n,l  -.(n  +  l)f,2--2    /3   2iOT-/')+i(7r-/")+»f(n-2)tî-(n  +  l)V+2t«-««»"] 
^8     »2  7    7^ 

I      tn,-8g.(n-3)vr,-2_2    /3^-2*(--/')-8»(a''-/")+ïL(«+2)o-(«-'8)V-2<i>-ii«*'J 
"t"  S8         «^2  U    U     ^ 

I     pu,— 3^(n— 3)y,2      2    /8^2i<ff-/')-3f(;r'— /'')+*[(n-2)i>-(«-3)V+2«,-«a;'J 

I      ^»,3g(n+8)f,-2      a    /3^-2f(ff-/')  +  8/(;r'-/'')+f[(n+2)r--(n+8)V-2«;-iia,'J 

_L  ^».3^(n+8)y,2^2    /3^2itr-/')  +  3Kr'-/")  +  »[(ii-2)c-(M  +  3>V+2iu— n«;J 
"T  C3     «2  7    7^ 

^n,0^wf,— 1---^/4^— <(ïr— y')+<[(n+l)p— nV— w-iiû»'] 

C4    *i         77    ^ 

I      pn,-2g(n-2)iP,-l         /4g-f(7r-/')-2t(r'-y")+tL(M  +  l)r-(M-2)V-to-Mci>'] 

a.   ff",-2ff(»-2.Y,l„„/4^*(;r-/*)-2<(ff'-n+*[(n-l)r-(»-2)V+a»-wtuJ 
"t"  S4         «1  77^  «^ 

I     £n,2  ^(n+2)ic,- 1  ^^'4g-»(»r-/')+2t;;r'-r)+t[(n  +  l)c-(n+2)V-«^nw'J 

I      £»»,2g(«  +  2H',ly.yy'*g»<«'-/*)+2i(T-y")+ii(ii-l)e-(«  +  2)V+w--na;'J 

£j»,-4  g.(n -4)f,-l  „_/4^-/(n--r)- '«»(^'-/'')+i[(«  +  l)t-(«-4)V-«,-ii«;'] 
Ç4       -1  77    c; 

Cette  formule  se  continue  ft  la  page  suivante. 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  II.  253 

jti»,-4^t«-4)f,l     -_'4   H.T— /•)-4K;r'— /•')+t[(n-l)p-(«-4)V+«-«o»'J 
C4         Si  7j7]    C 

A''.<ff('»+*)V'.-l^v)'*^-H«'-/')+4i(r-/")  +  <[(n  +  l)r-(«+4«V-a.-ii«»'J 
^4    *i  77    ^ 

I     pn,— 1     #6^— *(7r'-/")+f[n»-(n— 1)V— HiuJ 

r    £«,ï  y,'5^«(»^'— /")+'l»«'— («+1)V— «cc'J 

e«,-3     /5^-3K-'-/'')+*['*r-(n-3)V-  nwj 

£»,3     /§g8t(;r-y^)+i[iir-(»  +  8)V-«a;J 

I      fiw.ô^ô^ôKa-  — /•)  +  i[«r— («+6)V— wiwj 

(  1 4, 1,0,5)      pé""^'-'^  =      ^  {s;^''  —  sj^'"'  }^  V^''  -y)^-^!»^!)^-»^'--,^»»,  j 

_L.  i.jff«f,-4  5.«V',- 2j      ô^-3i(.T-/')  +  j[(n  +  8)c-nV-   3cu -itw] 

J_  l|£"f.4 ^nv/ij      ô^3i(T-/*)  +  »l(n-8)r— nV+8e»— ««'] 

+   ^  -.«y,— 4      5^— ôi(n-— /')  +  <l'''*  +  *)*'~  nV— ôcw— «a#  j 
2^4  7    ^ 

2  «■4        7    ^ 

-j_  i^w.-Ug^w-Ov'.l  _i.    c.(»-lV-l}^4     /^-i\r-r)+tL«r-(n-I)V-Mcz,| 

I     l  ^,,,-1  i     (n-l)y-,-l ^(n-l)y^,-8|      4     /g-2<(r-/')-«Xn-'-/")+<[(n  +  2)t-(«-l)V-ï«u-««uJ 

,     i^ti,~l  U(n-%,1  ^^„_i)y,8j     4     /g2ï(;r-/*)-KT-/")  +  /[(n-2)r-(n-l)V+ï«-n<o'] 

Cette  formule  so  continue  ft  la  page  suivante. 
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I      *  A**'Mc^"  +  ^H'.l  ^(«  +  l)v',3Ï       4     /    2iVt- /•)  +  tVT-/')  +  il(n-2K-(«  +  nV+2«-«co*J 

^   2^1      1^8  -^S  17    7^ 

'  A"'"^  g.in-lH',-3      4     /^-4ïv--/')— i,T-/")+'HM+4)»-(w-l)V— 4a;-  «to'J 

2  vT  1        ^8  7  7^ 

1  A*»'-""  ct^-^H'.^vn*     Vi(r-/*)-i^îr'-/")  +  4(»-4)»-(n-l)V  +  4«i-»icuJ 

2^1     -3  7    7  ^ 

"Tg^s    t«3  -2         J7  7    ^ 

-r   2^2      i-2  -2        17    7^ 

J_    '    *:"»-2|  ^(«-2)V',2  ^t«-2)v'.0|„3     /2    it--/')^-2/\r'-/")  +  tUM-l)F-(»i-2)V+cu-«.uJ 

i~2^2  1*2  *2  17    7     ^ 

I      '  A*''^!e^''+-)V'.~2 ç(M+2)ç,0ï      3     /3    — i\.T-/')  +  2i(--/")  +  il(«  +  l)c— («  +  2)V— w- wwj 

i"   2  ^2      i^2  ^2  17    7^ 

-r   2^2      1-2  -2  17    7     ^ 

*  i£M.0g.Mv',-2„3     »2    -8i(n--/')  +  *[(ii4-8)t;— nV-3<u-««j'] 
2^^      ^  ^    7 

ï  ;t".0  _.iiy,2„  3    /2    3/(r-/')  +  î[(n-8)c-«V  +  3«.-ncuJ 
2^2      «2        7    7^ 

_L-    '  t«,-2-.in-2)^r,-2„8    /3    -3i(r-/')-2/(r'— /••)  +  *L(«+3)c-(>î-2)V-3«;-ncu'J 
i"    2^3         *2  7    7^ 

_l      '  ^«,—2  -.(.n— 2)9r,2^3„/2-8i(n--/')-2y(.T'— /")+i[(n-8)r-(tt— 2)V+8cu— nw'j 
"T  2^2  2  7   7^ 

l_    ^  jS:«.2  -.(Mf  2)f -2„8    /2^-3f(rr-/')+2t(ff-/")+f[(n+3)r-(n+2)V-8c«-na/'j 
i"   2^2      «2  7    7^ 

Cette  fonuule  se  continue  àja  page  suivante. 
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I     i  p»i.2ç.(n+2)v',2      3     /2^3t(--/')4-2j(r  -/"H'[(n-8)F-(n+2)V+8r«-nfo'j 


n— lW--wcy'l 


i.f«  -3|g(n-3)vM      I     3(n-%,-l  j^3     '3^-3/(;r'-/")+.Tnr-(«-3)V-m«'] 

I     l  ^rt,-l  ^(n-l)v',--l      2^/3^-2/(n— r)-î(r'-/")4ïT(n  +  2)r-(ii-l)Y~2w-ww'J 

l_   '  fin,~l  -.(n-l)<r,l  „2    »3   2t(--/')-'(-'-/'">  +  tr(«-2)r-(n~l)V+2<o-nw'J 
T^  2^8        ^l  7    7^ 

I.   '  >n.l  ^(n+lV,-ly,2     /3^-2K--/')+i(-'-/")  +  i[(w  +  2)r-(w  +  nA^-2(.i-»co'| 
"t"  2^8     *i  7   7^ 

J_   ^  iï«,lc^n  +  lV,l  ^2    /8^2frr-/')  +  »Y-'-/")  +  tT(n~2)r-(»t  +  l)V+2«;-«w'l 

T^  2**^    "'i  7  7^ 

'  A«i— 8  ^(n— 8V,-l„2_/3^— 2K-— /')— 8f(r-/")+tT(n  +  2)r-(n— 3)V-2«i— «a»'] 

2^3        *i  7.7    ^ 

i.£n,-8e(«-8)if,ly.2    /3^2^(r-/')-8/(*T'-r)  +  i[(n-2)r-(w-3)V+3a.-Wfw'l 

2^8  ^l  7    7     ^ 

le»,3ç.(/H-3V,~l„3    /3^— 2i(r~r)  +  3'/(7r'-7")  +  i[(n+2)r-(n  +  3)V-2«»-ww'l 

2>3     ^1  7    7     ^. 

i  A"«8  ^(n+3H',l  ^2    /3   2i(-~r)+S»(r'-r)+'T(n— 2)r-(n+3)V+2«-n«'l 

2^8     -^17  7^ 

J_   '  irn.O         /4^-i(;r-r)-|-/[(n  +  l)p-nV-ft»-nd,'] 
T^   2  ^  *      ^^ 

4-  i^n.O         '4^i(r-r)+»f(«-l)r-nV+c«-nf«'] 

*  ^"."î  V, V) '*/>-'( "-''^    2f(r'-/")+if(ii+l)p-(n-2)V-w-»itt»'] 

Cotte  formule  se  continue  à  la  page  Hiiivante. 
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î  A«|2  ^^'4^-f(îr-/')+2<(r'-r)  +  f[(«  +  l>-(ii+2)V-a»-n«»'J 

2  ^4      7^      ^ 

l_    '  fi»,-4„„/4^— i(r-/')-4i(n-'-/")+*[(n+l)P"(»i-4)V-<«-»i<o'] 
"T  2  ^4        V7    ^ 

I     1  ^«,4    ^/4g-i(r-/')+4/(;r'-/")+tr(n+l)p-(n+4)V-oi-Nw'] 

(  I  4,  0,1,5)        p'é''^'-^'^  =  i  ^(«-l)ç,0^4^,^-i(.'-/-,+irn.-(.-l)V-«a,'] 

_L  1  g(«+l)f,0y.4^'g<(-'-/")  +  *rn»-('»  +  l)V-n«»'J 

2*4  ^    ^^ 

1 -.(n-l)tf,2     4    /^2»(r-/')-tï.T'-/")+/[(ii"2)r-(n-l)V+2w-na>'J 

•  2  ^<  7  7^ 

i  c.(»i  +  l)r,-2_4/^—2/(n-— /')  +  »•(-'— /"■H-»T(n  +  2>''-('«  +  l)V—2t«-n(«'| 

2  ^-*  7  7^ 

î  c('«+l)f'2y,4     /^2f(.T-r)+tX7r'-   /")  +  *f(n-3;r-(n  +  l)V+2ro-ncu'] 

2^4  7  7^ 

I     lg(n-l)f-4      4    /^-4i(r-/')-f(r-/")+fr(t,  +  4)r-(«-l)V-4«»,-nw'| 

I     i  £(«-l)yi<  ^4     /^4*(n--/')— t(r-/'')+fr(«-4)r-(»i-l)V  +  4w-nrei'] 

I     i.^(«  +  l)r-4     4     f^— 4/(;r-/')+t(7r'-/")4-tT(n+4)r-(n  +  l)V-4»-»ia»'l 

I     £  ^(n  +  l)ç',4      4     f^4f(r-r)+<(r-r)+t|(n-4)r-(«  +  l)V  +  4w-H(o'] 

I     l|^n  +  l,~l      I      A«-1.M^«?,-1^3    '3^-i(;r-r)+ff(n  +  l)p-nV-*« 
Cette  formule  se  continue  il  la  page  suivante. 
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-j_  1  f  "~^  ~^  ^<^«-% -1  jy  »jy'*i^-t(»r-r)-2t(;r'-/")+t[(n+l)r-(ii-2)V-«-nc«'J 

-|-  1  f  «  +  1,1  ^("+2)^,1  ^8jy'2^»(îr-n+2t(ff-n+i[(n-l)p~(n  +  2)V+«-i.a,'j 

ijfn  +  1  -1   ^  fn-l.lU^'f,-8     3    /2^-8»(-T-/')+t[(»+3)r-nV-Sc.»-««,J 

~{f  î^^'^^  +  fJ-MU^f.S      8    f2^3«-0T-r)+i[(n-3)u-nV+3iu-WJ 

if«-l,-lg(«-2)f,-8      8^3^-8t(r-n-2t(,T'-/")+i[(H  +  S)r-(n-«2)V-3a;-«ci;'] 

i  f  n-1,-1  g(n  -2H'.3      8    /2^3i(,T-r)-2i(ff-/")  +  i[n--8)r-(n-2)V+8a,-»«'J 

L  f  «  +  1,1  g(»  +  2)if,-3      3     f  2^_siCjr-/')  +  2t(7r'-n+t[(»«  +  8)«-(»J+2)V-3a*-»a»'] 

i  f  «+l,l^(«+2)f,8  ^3    /3^3îX-~/*)+2»(r'-/-)+i[(n-3)r-(ii+2)V+8«»-iitti'J 

•^_  ilf  «-1.0 £«  +  1  --2|^(n-l)y,0      2    /8g— i(7r-n+«I»«-(«-l)V-na,'] 

I     i|e«  +  1.0 it«-l,2lg.(n  +  lV,0„2    /3^»(ff'-r')+tX»r— («  +  l)V-na,'] 

'  p«— 1,-2    (n-8)y,0     2/3  —3t(;r—/")+f[np-(n-3)V~«c»'J 

2^2  «a  7  7    ^ 

I  ;t»+ 1 ,2 -.(tt  +  8)v>,0  _  2    /  3^3»(ff'-/")+t[nP-(n+3)V-»u«'l 
2 ^2         *2  7   7^ 

I      I  j^n+1,-2 f  n-l,0|^(n-iy,-2      2    /3g-2t-0T-r)-f(;r'-/")+*[(n+2)r-(.,-l)V-2a,-iia,'] 

-i_  i{f  «  +  1,-2 f «— l,0j^(n-IV,2      2    /3g2t(^-^)-^(-•--^)+f[v'n-2)p-(n-l)V^-2w-mil'J 
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4.  i/f*»-».2  ^n+l,0l^(n-|-lV,-2      2    /ag-2f(7r-/')+f(ff-/")+f[(«  +  3)e-(n  +  l)V~2«>-n«>'j 

_l      ï  ;::n-l,-2  ^(n-8V,-2  „a„/8^-2i(r-r)-8»(;r'-/")+»[(n+2)r-(n-8)V-2e»-n<u'J 
T"  2  ^2  «2  7    7^ 

_l      ï  ;tn-l,-2  _(n— 3)y,2 _ 2    / 8   2i(;r— /')-3»(-'-r)+t[(n-2)v-(n-8)V+2w— noi] 
T"  2  ^i  ^2  7    7^ 

I     i^«  +  l,2c.(n+3V,-2      2    /3^-2ï(T-/')+3t(r'-/")+t[(n+2)r-(n+8)V-2cu-fku'] 
1     lpn  +  l,2^(n+3V,2      2    /3g2t(7r-r)+8tOT'-/")+*[(n-2)i;-(n+8)V  +  2a;-na»'J 
I     lj^n-1,1     I     ^n  +  l,-lUnvr,-l         /4^-i{r-/')+if(n  +  l)r-nV-<u-mo'J 

I     i.  jpn-1,-1 fin  +  l,--8j^(n-2)y,-l  ^    /4^-»(r-/')-2f(;r'-/")+f[(n+l)v-(n-2)V-«,-n«'J 

4.  i  {  £n-l,-l ^n+1  ,-8  j  ^(n-2)f  .1  ^Mg/(r-0-2i(îr'-/")+<[(»-l)r^(n~2)V+a»-no»'J 

JL  I  /jS^+l.l A»-1,8U<*»+2V.-1  y;y/4^-t(;r-/')+2»(;r'-/")+t[(n+l)tî-  (n+2)V-  w^nw] 

i     21^3  S3  pi  77     ^ 

I     i{p«  +  lJ £»     l,3j^(n+2)t',Iyy/4^t(T-/')+-*2H-'--/')  +  t[^H  -l)i'-(n+2)V  +  a.-ii<u'J 

I  *rn-l -3     (n-4V,-I  <y;y/4^-i(r-  /•)-4t(;r'-/'')+i[(n+l)r-(n-4)V-tt.-na.'J 

2^8  ^1  77     ^ 

i.  ^n— 1,-8  ^(n-4)ir,l  „^'4^t'(r-/')— 4t'(n-'— /•')+î[(n-l)i>-(n-4)V+cw— ma'j 
2  ^8  *1  77    ^ 

X 

i  ^«  +  I,8^(n+4H%-1  y^/4^--t(r-/')+4t(r-/")  +  »[(n+l)r-(fi+4)V-a»-n«;'] 

ipn+l,3-.(n  +  4)y,l         /4   »(r-/')  +  4tX.T-r)  +  »[(n-l)r-(n+4)V+a»-WJ 

2  ^3  *1  7j7j     (^ 

J.il^w-1.0      I      ^n  +  l,-2j     /5g-/(r'-r)  +  /[/iP-(n-l)V-n<u'J 
Celle  formule  se  continue  A  la  page  suivante. 
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J_  ijit»»+Ï.O ^n-l,2|     /ô^f(r-r)+<[nt--(»+l)V-W] 

J_  1  JA'*  +  ^'-'* ^«-1, -3 1^'»^-8«(  «•'-/•  )+»[nt?-(n--3)V-nai'J 

J_  i  j^»-!.-* ^i»  +  l,î|     '»g3i(;r-/")  +  .[nt?-(n+8)V-n«i'J 

I     j^  £n~l,— t     '5^~5i(7r'W')+»[np— (M-6)V-na>'] 

(14,2.0,5)    />V"^^-  ^'>=      l^er"'  +  -sa"^'^  — -sr'''j3yV^'^-''^+*'t^"-*-'>*'-'"'-"-""''^ 

-]-  j-e"^'^  +  is"^~*  i^rnr.sl      6^f(^-/')+f[(«-l)r-nV+«-««'] 

l  2  ^8  -  ^3  \V   ^ 

I  i  p»»f,8 i  ç.»iy,l  l      ô^8.(jr-r)+i[(n-8)r-nV+8a;-ii<uJ 

\  2      '  4^3         I    ' 

'  -.«f,— 3„6^— 5/(n'-/')  +  i[(n  +  6)p— iiV— So»-ftcyJ 

'  -.»»f,8„S^5f(r— /')+^[(n— 6)c-nV+Sa»-WJ 
4^8        7    ^ 

Cl     [-^2  ^^2  4^2  1^7^ 

-T  Çi       j--2  -^2  (7  7^ 

I      <t»,~l|^  g.(n-l)f,2  '  -.(n-l)y,o|_4     /    2t(;r-/')~f(;r'-r')+t[(«-2)r-(n   -l)V+2«> -»a,'] 

'      "^1  \2^2  -^2  |7    7^ 

-T  Cl     J2^2  4^2  1^  ^       . 

T   Cl      |2^2  ^-2  (7    7^ 
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I     i^«,~l^(n-l)if,-2     4     /^-4Hr~/*)~i(;r'-/")+i[(n+4)«-(«-l)V-4tt,-«a»'J 

t     1  *:n,-\  ^(n-l)y,2      4     /    4î:,T-/')~tOT'-r')+ïT(«--4)f-(n-l)V-|-4<w-«co'J 
•     4^1         w2  7   7^ 

4-  i  P"'l  ^("+1^.-2^.4     /_4t'(;r-/')4-»Xn--/")+t[(«+4)r-(«  +  l)V     4(o-nw'] 

-T  Ci     ^2-1  ^  4''i       J7  7    ^ 

/ 
T-  ^2     J2"l        ^4^^  \V  V     ^ 

i»,-'^\Le^in~2)if,-l     I      I  g.(n--2)v',ll      3     /2^-i(r-/')-2t(r-r)+î[(n+l)f-(w-2)V-a»-/.o,"] 

^2  (2-1  T^  4-1  ]V    V     ^ 

^»,-"i  ji  ^t«-2v,I     I     i  4"-2H',-l  !  y,a^'2   i(;r-/')-2t(;r-/")+t[(n-l>-(ii-2)V  +  a'-«c«'J 

C2    Ij""!        '^4^         \v  V  ^ 

^«,2  1  1  ^(n+2)f,-l    I      I  g.(n  +  2)y,l  l  y.  3^'2^-i(;r-/')+2i(ff'-r)+i[(n+l)r-(n+2)V-«i~nai'] 

<*2      \2"'ï  ^  4"'!  |7    V      ^ 

A"'2|  '  ^("+2)^^,1     I      I  g.(«+2)yr,-l  l  ^.8    /2  »(;r-/')+2irr-/")+î[in-l)f-(n+2)V  +  te»~nfc;'J 

C2    [2-1  ^4^1  I  7  ^    ^ 

+  '  itn.O  e.*»fi— 1  ^  3    '  2^— SjXr-— /')+t[(n-|-3)t>— nV— 8<B— nw'l 
-C2     Si  7  î?    « 

_L-   '  ;tn,0     n^r.l      8    /2   3i(;r-/')+t[(n-3)p-nV+3«»-ii«'j 

r   .^2    *i      7  7^ 

i  ^",-2  ^(n-2)sr,-l      3    *2^-8t'(.T-/')-2t(n-'-/")+t[(n+8)c-(ij-2)V-3c«;-na,'] 

^C2         -1  V   V     ^ 

'  i:« -2  c.('»-2)f  ,1      8     #  2^3i(ff-r)-2t'(r'-/")+î[(ii-8)r-(n-2)V+8c«-«c«'J 

4^2       -1  7  7^ 

-C2    ^1  7  7^ 

'  ^n,2g.(ii+2V,l      8„r2^t(r-/')+2i(;r'-/")+t[(n-8)r-(»H-2)V+3a»-«c«'] 

4C3    -1  7  7^ 

2^3         ^    7     ^ 
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t_   '  ^«,"3_2_/3    -3Kïr'-/")+«Tnt?-(»»-8)V-«a.'] 
T"  2  ^3         7    7^ 


'  jtw.-l  ^2    /3^-2t\r-/')-j(;r'-/")  +  t[(«-h2)r-(«-l)V-2io-na,'J 
4*=^3       7  7^ 

-S3         7   ^     ^ 


*  £n,l      2    r3^-2t(--/')+Kr'-/"j  +  t[(n  +  2)c-(n  +  l)V-2c«-na,'J 

-C3    7  7^ 
4^3    7  7    ^ 

t      '  ^n,-8_2_/8^-2i(ff— /•)— 3i(r'-/")+tX(n+2)t?    (n— 3)V— 2tt*-w«;'J 

i-  -^3      7  7^ 

"T  4^8        7  7^, 

»  I     1  £«,8     2    /3g-2i(7r-/')+8t(îr-/")+<[(«+2)e-(«+3)Y-2«»-««;'J 

_i-  l  pn.S      3    /8^2t(r--/')+3t(;f-/")  +  <[(n-2)p-(n  +  8)V+2«i-WJ 

-L  ilgC^+Df.l     I     g(«  +  l)iP,-n^4    /^t(;r'-/")+t[«i— (n+l)V-ncw'] 
I     1 1  e^"-^  V«— ^ g.(n~l)f -8ï^4_/^"2<(7r-/')— .(-'-/")+»[(ii  +2}r-(«-l)V-2w-  no/'J 

T  ^i>-8  ^8  /7  7^ 

J-  i  J£(''+l)?^,-l ^(n+l)îf,-8j      4     'g— 2i(;r-r)-l-*K-0+»T(n+2}r-(n  +  l)V— 2a»— »e»' 

-j_  l|5(»  +  î)f,l  ^(n+l)y,8j      4     /^2t(;r--/')+»(;r'-/")+t[(n-2)t-(«  +  l)V  +  2ai-na;'] 
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i  e.(n+l)iP.-8„4     /    -4t(r-/')+t',;r'-r)  +  tI(n  +  4)f-(«  +  l)V-4a,-fki;'] 

4-8  7  7^ 

i  c('»+lV.8y.4    /   4t(7r-/')+t(n-'-r')+t[(n~4)r-(n+l)V+4ci;-  nw] 

4^8  7  7^ 

4 
-1-  i{^»+l,-l      I     A'*-''M!e*'^'2 ^«V.OI      8    /2^i(;r-/')  +  i[(ii-l)r-».V+»-««,'J 

t     i  ^n-1,-1  j^(n-2)îf.-2_g(«-2)f  ,0  j      8    /2^-t(7r-/0--2t(7r'-/*')+t[(ft+l)c--(n--3)V--«-«o»'J 

I     i  it«— l,-U-.(M-2y,2  ^(n— 2)v-,0l^3-_/2^i(ff-r)-2t(r-/")+t[(M— l)p-(.n— 2)V  +  «-n«] 

^  '      4^1  1*2  ""*2  17    7^ 

«L  L^n-^\,\i^(n+2)if~2 ^(n+2)f,0j     8^2^-i(ff-/')+2i(r-/")+i[(n  +  l)r-(«+2)V~ci;-w<i»'] 

-i_  i  A'*+'»Ue<«  +  2)f,2         -.(n+2)v>,0|„3    /2^i(«r-/')+2/(;r'-/')4t[(n-l)P"(M+2)V  +  «-n«»'j 
'    4^1         1^2  ""^2  (7  7    ^ 

-j-  i/^«+l  -1      I     ^n-l,lUnv,-2      3     /2^-3/(;r-n  +  i[(«  +  8)r-nV-3ai-na.'] 

'     41^1  '     ^1  1^2       7    7^ 

1     £  ^«-1,-1  -.(n-2)f,-2„8_/2^— 8»(ff-/*)-2t(ïr'-/')4*l(«  +  8)r-(»i-2)V— Stu-wo»'] 
T^  4«»1  ^2  7  7^ 

t     1  ^«-1,-1  c("-2V,2„8_/2    Si  n--/')-2t(ff'-/")+il(n-8)c-(n--2)V4  8c«-W] 
•     4^1  *2  7    7^ 

I     l  ;tn  +  l,I  ç(n+2)y,-2_3^2^-8i(R--/')42i(r-  /")4,[(n  +  8)r-(w-f2)V-  3«,-«a,J 

^4^1         ^2  7  7^ 

_I_  1  ;t«  +  l,l  c<''  +  2V,2_3     /2    S*(;r-/')  +  2t(r'-  /' )+/l«w-  8)r^  (n  +  2)V  +  3«i- «a;] 

-r  ^  >  1       ^2  7  ^  ^ 

^   '  {^^   -1.0__^''tl.-2»ç(n-l)f,l     I     gii-l)vf,-Mjy2    /8^-t(,T-/')  +  tt»c-(«-l)V-»t«,j 
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ipn  +  l,2j^(n+8V,l     l     g(n+8)v,  -1  j      2    /3^8t(;r'--r)+î[ni?-(n+8)V-na»'] 

•f  ^(Ca         —  S2  i-i  7  7^ 

I     ilA*»-^'^         ^w-|-l,-2U(»i— l)f,l  „2-_f3^2i(r-/')--/(7r'-/")+t[^n-2)r-(n-l)V+2«.-nc«'] 

"T  4(^2  sTo  /-i  7  7^ 

_L  lj^"  +  l»0 ^n-l,2U(n+l)iP,--l      2    /3^_2»(r-/')+i<r-r)+i[(n+2)p-(n+l)V-2a,-na;'J 

I     ij^n-l-1,0 ^n-l,2U(n  +  l)^,ry.2    /3^2i(r-/')+t(«-'--r)+i[(n-2)i;-(n+l)V+2«--tki,'] 

1  A'»-!.-^  g.(fi-8)y,-1^2    r8^-2»(;r-/')-8t(;r-/")+t[(n+2)r-(«-S)V-2fi»-»i«'] 

4^2  «1  7  7^ 

1  £n-l,-2 -.(n-8)fj  „2y,/3   2t(r-/')-8i(7r'-r)+t[(«-2)*'-(n-8)V+2«-n«»'J 

4^2  ^1  7   7^ 

*  ;»n+l,2^(n-»-8)f,-l  _2    /8^-2i(7r-/')+8i(îr'-/")+»[(ii  +  2  r-~(n+8)V-2«i-no,'] 

^C2  ^1  7   7     ^ 

. '  i:n-Hl,2-.(n+3  ç^,l  _2^/S   2t(7r-r)+8t(;r'-/")+t[(n-2)t?-(n-f8)V+2a;-n«;'J 

4^2  -1  7   7     ^ 

l|^n  +  l,-l     I    ^n-l,U        /4^~f(.T-/')+»[(fH-l)r-nV-«>-iicu'J 

4IÇ3  i-Cs        1^7    ^ 

I     j;_J£n+l,-8 ^n-l,-lj        Mg-t(;r-n-2i(;r'-/')+t[(n+l)t;-(n-2)V-ai-ncu'J 

I     1  jpn+1,-8 ^n-l,-n         M^t-(;r-/*)~2t(n-'-/")+i[(n-l)i>-(n-2)V+«»~ii«,'] 

J.  if^»»-1.8 ^n+l,lj        /4^-i(7r-/')+2t(;r'-r)-|-i[(n  +  l)r-(n+2)V~a,-n«;'] 

I     i  jpn-1,3 £:n-|-l,l  j        M^t(T-/')+2t(7r'-r)+t[(»i-l)i»-(«+2)V+c.»-iicu'J 
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I      '  ;tn  +  l,8„^M^t(n'-r)+4»(;r'-/')+if(n-l)V"(n+4)V+a»-n«>'J 
(14,0,2,5)    //V"^*'-''^  =  ign^,-1^3^,2^-.(._/')  +  »[(n+l)r-nV-c.-«cu'J 

4-  ~  S"^''  77  ^77'  2^«(«'-/')+t[(n-l)i'~  n\-\-to-nw'] 
I     1  ^(n-2)f,-l      3     .2^-t(n--  /•)-2t'(;r-r)  +  t[(ii  +  l)r-(»i-2)V-a,-ncw'l 
1     l     (n-2)vr,l  _8_/2^t(.T-/')-2i(,T'-/")-Ht[(n-l)t;-(n-2)V+«>-fi«;'] 

-r  ^-3         V  V  ^ 

t     '  e.(n+2)y,-l_8    /2^-f(;7-/')+2i(ff--/")+^r(n+l)r-(n4-2)V"Co-n«»'J 

I     1  ^(n+2V,l  ^^    /2^t(r-/')+2i(r'-/")  +  *[(ii-l)r-(n+2)V  +  «,-nw'] 

l  g.nv,-8     3    /2^— 8i(;r— r)+i[(n  +  3)r-nV— 8*u-  wcp'J 

'  '  -.nv,8-_S    /2^3f(«'-/*)+i[(n— 3  r-nV  +  8w-nw'J 

-  ^8       V   ^     ^ 

'  -.(n~2)y^,-3^3_/2^— 8i(rr-/')-2/(;r'— /")-|-t((n+3)r-(n-2)V-S«i-noiJ 

4^8  V  7    ^ 

I  -.(n-2)y,3^3^*2^8/(ff~/')-2i(r'-r)+i[in-8)r-(ii— 2>V  +  8«-iia»'| 

4^8  7  7^ 

ï  -.(n  +  2Y,-3^8--*2^-8/(ff— /')  +  2i(r'— r)  +  i[(n+3)r-(»  +  2)V-3w-i.c«'] 

-w3  7  7^ 

1  ^(n  +  2V.8y.8     /2g8^(r-A')4  2t(r'-/")+ï[(n--8)r-(»f  +  2)V+8c«-i.a»'J 

j.  *^8  /     / 


.  ji-A"'-*^  -4-  1  f-^'Ms^^-^^^'^^TyV^C"*^""'"^'^'^"''"^""'^ 


r— («— 1)V— no»'] 
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iLçn,l     I     l  ^«+2,-1  1  g(n+l)y.O     3    /8^i(7r-r)+t[«*-(ii  +  l)V-Wj 

i  £n-2,-l  -.(n-8)iP,0„3„/8^-8f(«'-n+<[««'-(n-8)V-»ia»'] 

^<»1  *2  U    U     ^ 

'  e«+2,lfi.(n+8)y,0„2„/8^8«»t'--r)+»[nt-(n+8)V-no»'] 

-Cl        ^3  V  7    ^ 

-|-  11  A«.-l  J.  i^n~2,l  I  ^(n-l)f,-2     5    /8^^2<(;r-/')-*(ff'-r)+»[(n+2)«-(n-l)V-2a»-ii»'] 
-L  II  A«.-l  J_  i^«-2,l  jg(n-l)y,3     2'  /8g2f(îr-r)-t(;r'-r)+f[(«-2)»-(«-l)V+2«-n«'J 
-|-  Uf"'^  -4-  if «+2»-l}£<«+lV.-2^3W»g--2f(n--r)  +  <(r-r)+i[(n+2>-(ii+l)V--2«-nc«'] 
-L  lif«.l  -L  iA«+2,-l|^(n+l)ir,2      2    /8g2f(n--rj+t(;r-r)-f<[(«-2)r-(n+l)V+2«--fi«'] 
I     i  pn-2,-1  -.(n-8)y,-2     2    /8^-3»(7r-r)-SK»r'-r)+f[(n+2)t»-(n-8)V-2«;-ne»'J 
,      I  ^«-3,-1  -.(n-8)f ,2  „  2    /  8^2<(»r-n-8f(ïr'-r)+*[(n-2)t?-(«-  8)V+2«-»»a.'] 

"T  -Cl         ^2         ly  ly  e 

1      ^  A*»+2,l  ct"  +  3V'~2  v,'v)'  8/,~2f(;r-/')+8*(;r'-/'')+t[(n+î)t>-(i»+8)V-2o»-iia,'J 
"T  -Cl  ^2  7   ^     ^ 

I     '  A"+^'^c<«+8>^'^  ^2    /8^2f(ff--r)+3K»r'-r)+f[(n-2)c-(«+8)V+2a,-n<w'] 
i-  -Cl  ^2  7   7^ 

I     j  1  fi»,0 1  £»+2,-2 i  p»-2,2  I  ^nf,-l         /4g-i(;r~n-|-f[(n+l)»-nV~o»-n«] 

I     j  I  fin,0  '  /t«+2,-2 '  fin-2,2  I     «y,l         /4^<(ff-/')+*[(«— l)r-MV+«-iiai'J 

-^J-C2  -C2  -C2         j^l      77    ^ 

I  '  A».-'  '  A»»-2'0 1  c.(n-2)y,-l  ^„/4p-<(ff-/'>-2i(;r'-/")+t[(n+l)i»-(n-2)V-«-iio»'] 

\5C2  -C2         1^1  77    ^ 

j  1  fiii,-2 i  ûn-2,0  j  ^(«_2)y,l         Mg*(rr-r)-2f(ff'-r)+t[(»-l)e-(n-2)V+<u-WJ 

^    j  1  £n,2 i  fin4-2,0  l  ^(n+2)y),-l         /4^--i(ff-/')+2i(;r'-r)+i[(n+l)t|-(n+2)V-a»-ii«] 

I  '  A"»^  '  fi«+2,0l  ^(n+2)f,l„„/4^t-(;r--0+2f(r'-r)+ï[(n--l>-(ii+2)V+tt,--»i«'] 

(5C2  -S2        1*1  77    ^ 
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-C2  ^i  77    ^ 

-C2        Si  77    ^ 

^  en+2,2  -.(ii+4)if,l  ^-^' V('-''>+<'("'-'")+»K«-l)«'-(«+*)V+«-«û''] 
~C2  «^1  77     ^ 

)  '  e«,--l    l_  *  ;t«-2,l         *  ^n-f 2,~8  l  „/fi^-f(r'-r)+*[nt?-(»i-l)V-w«'J 
)  '  £n,l    I      >  ;tn+2,-l  I  ;tn-2,8  l  _/C   f(r -r)+f[n»-(n+l)V-»iai'] 

+  Î2^S  -Cs  |7     ^ 

I     I  i  Cn,8 l  tn+2,1  J     /5^8f(ff-r)+f[«t»-(n+8)V-ii«*'] 

I  .  1  ^«—2,— 3„/6^—5<(.t'— /")  +  *[»»«— (n-6)V—»o»'J 
I"  ^Ca  7     ^ 

r   l^n+2,8     /5gfîf(;r'-r)+<[nr-(n  +  5)V-WJ 

(14,3,0,5)    />V"<^-^'>=      jis;^.^+  |s«r.-2_3  ^Jç^ûj^5^-*(.-m*^(«+l)-^^^^^ 

+  )  '  e.»?,— 2     l_  3  -.«^,2  3     ny,0  l„5^<(ff— /')+t[(«— l)»-nV+w— wo»] 

18^2  "»"  8^2  8-2        (7   ^ 

I     (3  -.ny,-2 I  çf*9M  y.ap~8/(r-r)+i[(n+8)r-nV-8«-ncw'J 

+  18^2  8-2      Jî?« 

+  (  3  _ti€r,2  *  -.iiîf,ol^5^8f(r— r)+i[(n— S)r-nV+8o»— lïcu'J 

\8^2  8^2       (7    ^ 

I      ï  g.Hîp,-2     5^-6{(r-r)'+<[(n+5)t-«V-5o»-»a.'| 
-h  8  *2  7  ^ 

+   ^  -»»y.2^5y,5*(r— r)+*r(n— f.)r-nV  +  5«»— ncw'J 
8^2       7   ^ 

Cette  forranle  se  continue  à  la  page  suivante. 
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lçn,lî^in-^\)ip,\  ^  ^(n+l)^,-l  j     4    y(r-r)+<[nt-(n+l)V-«a.'J 

^'•,--ljig(»-l)f»l     I     3^(n-l)^,-lj      4    /^--2*(r-/')-<(ïr'-/*')+<[(n+2)«--(ii-l)V--3«-n»'] 

^« -1  1  i  g(«-l)f -1     1     3  ^(ii-l)sr,l  I      4^^2«r-/')-<(»r'-/")+*[(n-2)p-(n-l)V+3«»-na»'J 

A«,l|ic<"  +  l)î»,l  4.  3      (i,+i)^,_l\      4    /^~3/(;r-/*)+<(ïr'-/-)+f[(ii+2)r-(n+l)V-3«-n«J 

^",1  (ig(«  +  % -l  «L  1  g(«+l)f|l  1^4     '^3'(«'-/')+'(^'-/")+«T(»-2)t'-(«+l)V+«a»-ii«J 

1  ^*»,-l  ^(n-l)r.--l  ^4^^~4t(7r-/')~i(ff'-/'')+<l(»H-4)i»-(»i-l)V-4o»-«a»'J 

1  /r«,-l  -.(«-l)f,l--,4_/p4<(H'-/')-<(ïr'-/")+<l(»i-4)t»-(n-l)V+4«-»»«] 

8  Cl       ^1  7  7^ 

1  fin.l  c.(«+l)^.-1^4-./^-4»(r-/*)+f(;r'-/")+<[(n+4)p-(ii+l)V-4«-»a,'J 

gCi   ^1  rj  fje 

gCi   -1  V  ^^ 

gCa    7  7    e 


1     3  *„,_2     8    /  2^-f(»r-/')-2t(ff'-r)+f[(n+l)t»-(ii-2)V-w-nctf'] 

-r  gC2      7  7^ 

I     3  ^.-2     3^3^<(îr-/')-2f(»r'-/")+<[(«-l)r-(n-2)V+«i-«o»'] 
J.  3  ^«,2^8„/2^^<(;r-/')+2f(7r'-/")  +  *[(ii  +  l)«-(»i+2)V-<u-ii«'] 

-r  gCî  7  7  ^ 

-t-  g  C2     7   7     ^ 

*  it«,0^3^/2>,— 8i(»r~/')+i[(n+8)»— nV— 3o»— n»J 

8C2   7  7  ^ 

'  jt«,0^8    /2^8K «■—/') +*[(»- 8)©— «V  +  Sw—mir'J 

3C3  7  ^  ^ 

Cette  formule  se  continue  à  la  page  suivante. 
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O-  i  A*'-*y>  Vit>-«^'f~O-2<(»'-/'0+'[(«-|-8)r-(n-2)V-S«-Wj 
-f  8  C2        7  7^ 

J-  1  f  «.2      8    /  2^-8/(T-n+2t(»r'-r)+f[(n+8)t-(n+2)V-8<»-ii«'] 
-L  i  A«.2y)  V  V»('^-n+2i(rr'-/0+<[(n-8)r-(n+2)V+8»-ii»'] 

(14,2,1,5)  ^y6*"(^-^'>=      Il  er^)"''  +  |4«-i)..--2_i^(»--i),,o  l^Y^-i(^-n+*h.--<.-i^ 

4-  lip(n  +  l)f»2  _i     £  g.(n+lV,-2 «  -.(n+Dy.O  l  ^4    /^f(7r'-r)+t[iir-(ii+l)V--W] 

^\8^3  «^S^î  ^^2  (V7^ 

^  Il  £(»-l)f.-a i  g(«-l)f,0  j      4    /^-2<(«--r)-f(r'-r)  +  f[(n+2)i»-(n-l)V-2a»-i»a»'] 

4-  !  1  p(n-\)f,2 l     („_l)y,o\  y,4    /^2/(«wr)_f(;r_r)+*[(n-2)f»-(ii-l)V+2o»-n«'] 

4-  )  i  e(»+l)f.-^ 1  c(»i+l)f,0  \  y,4    /^-îi(;r-r)+/(jr'-r)+<[(n+2)i>-(«+l)V-2a»-nii»'] 

•    l4^2  8-2  j7  7^ 

I     I  i  g(n+l)y,2 £  ^(«  +  l)y,0  j      4    /g2/(7r-/')+<(r'-n+*[(ft-2)»-(i»+l)V+2«-W] 

I      '  e.(n-l)v^,-2     4    /^-4f(;T-/0W(7r-r)+*[(n+4)»-(n-l)V-4«-iicM'] 
-f-  8  £3  7    7^ 

1^8^  7    7^ 

I      '  -.(ii+l)iP-2^4^^~4<(7r-/')+t(;r-r)+/[(«+4)r-(n+l)V-4<u->io»'J 

-t-  8  ^2  7  7^ 

-h  8  ^2  7  7^ 

-n-l,-ll  I  -.(n-2)y,l    1     ^  g.(ii-2)y,-lL3„/2^-<(;r--r)-2i(;r'-/'')+f[(n+l)r-(«-  2)V-«-ii»'] 
Cl  J8^l  ^4    ^  |7  7    ^ 
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i{£«+i.-i  j.  fi«-i,n^»r.-i^«^'i^-3<(x-r)+<(v«+3)»-iiv-i«»-iM»j 

g  Cl  £i  7  V    ^ 

gCi           ^i  7  7    ^ 

gCi  Si  7  7^ 

gCi  ^1  7  7^ 

-L.  i  j  f  «-Ï.3 ^«+1,0  j     3    /8^K»r-r>+<[»i«'-(»+l)V-W] 

4C3  7  7^ 

I  i  ^»+l,«^«    /8^8«(ff'-r)+*[iii»-(ii+8)V-iia»'] 

I  I  j  ^n+1,-3 £n-l,Ol     «    /8^-2<(ff-r)-<(îr'-n+/[(»+8)»-(ii-l)V-2«-if«] 

I  1 1  pn+l,~« pn-1 ,0  j     «^/ 8^«(>r-r)-<(jc'-r )+ *[{ii- 2)v-(n~l)\ -k-^m-nw] 

I  1{  ^n-1,3 ^n+l,Oj     2    /8^-«(ff~n+f(ir'-r)+<[(«+2)«--(n  +  l)V-2a,-n«] 

I     i|  ^tt-1,2 ^~+1.0|^3^'8^5f(«'-/')+'(ïr'-r)+/[(ii-2)»-(ii  +  l)V+î«-W] 

Cette  formule  te  centiDue  i  la  page  luiraote. 
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_i_  '  ^tt-l|-3v>'v)''/>-2i(jr-/')-3i(it'-r)+i[(n+2)»-(n-8)V-2«i-»o»'J 

i-  gC2       7  7^ 

_i_  '  itii+t,2^2^f8^t(ff-/')+3t(;r'— /••)+i[(n-2)«— (»i+3)V+2<u— «a»'] 
(14,1,2,5)  />/>'V»^'-^^=:  l{e;^-2_^«,.0j^3^,2^-/(.-n+i[(«+,),-nV-«^W] 

4-  i(  S"^»*-^ ^»y»,Oj      8    /2g<(ff-/')+f[(«-l)r-nV+cu-ii<«'] 

I      ï  J  ^(«-3)y,-2  «(»>-2)f,0  I  _8„/2^-f(»r-n-2i(7r'-/")+<[(*t  +  l)P-(ii-2)V-«-ii«'] 

T"  3(^2  -a  17  7^ 

_L  *  I  -.(n-2)«p,2  ^(n-2)y.,0 1  ^  8^/  2^<(îr-/')-2i(r'-/")+'r(»-l)«'-(«-2)V+«-ii«i'J 

•    si  ^2  2  J7  7    ^ 

_1_   '  I  ^(n4-2)<p,-2  e(»+2)y.O  I  -^8„r  2^-/(;r-n+2i(;r'-r)  +  i[(n+l)i7--(«+2)V-«-n«] 

"T  81^2  ^2  17  7    ^ 

4.  i{  g(«+2)f,2 ^(n+2)y,0j      8    /2gt(;r-r)+2f(;r'-/")+<[(n-l)o-(n+2)V+a»-n«'] 

t_   ï  ^»ic>,-2^3^/2^-8f(;r-/')+f[(n+3)»-nV-3«-iici,'] 
"t-  4  ^2  7  7^ 

_J-   '  -.ny»,2-^8_/2>^<(7r-r)+<[(»-8)»-nV  +  8«-»«'] 
-f-  -£3       7  7^ 

_l_  I  .(n-2)f,— 2^3^/2   _8/(;r-/')-2t(7r'-/")4-»l(n+8)r-(ii-2)V-8«-««w'] 
1"  8  ^2  7    7^ 

1.   '  ^(«-2)f,2_8^/2^8i(ff-/*)-2»(n-'-/")+*[(n-8)t»-(n-2)V+8w-na»'J 
"t"  g  ^2  U    U     ^ 

I      ^  -^(n+2)y,-2^8„/2^-8<(H'-/')+2»(r'-r)+i{(n  +  3)»-(n+2)V-3a»-«a,'J 
•f   g  -2  7    7^ 

I      '      (n+2)^,2„8„/2^/rîr-/*)+2K'r'-/")+»[(»-8)«'-(«+2)V+8a;-ii«,'J 
"T  g  ^2  ^    7     ^ 

I  i  C»-2,l      I     l^n,-l  h  g(«-l)f,l  4.ç(ii-l)ir,-l  j^2jy/8^-»(«'-r)+<[«i»-(n-l)V-ii«'] 
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i  ^«-î,-l|g(»i-3)y,l     I     ^(ii~8)f,-l  j     J^/8^-8<(ïr'-/")+<[»r-(n-8)V-n«'] 

j  i  £«+2,-1    I     lcn,\  lg(«+l>V,-l  ^2^'8^-«(r-/')+<(;r'-r)+t[(ii+2)r-(«  +  l)V-2e»-iia»'J 

j  1  ^n-|-t,-l    I     £  ^n,l  J  g(»  +  l)f,l      »    '8^f(îr-r)+<(«--n+*[(ii-2)p-(ii  +  l)V+2o,-««.') 

I  >5n-2,-l  ^(«-8)f,-l  ^2„f  3^-2;(jt^r>-8*(îr'-.r)+<[(ii+2)»— (n-8)V-2a»-iMi»] 
8  Cl  ^1  7    7^ 

8^1        ^1  V  7    ^ 

'  A*+2»'  -.(n-|-8V.Î_«^/8^2<(jr-r)+3i(.T'-r)+ff(«-2)»-(«  +  3)V+2«-iiû»'] 

gCl  ^1  7    7^ 

I     I  ï  fin-2,2    I     I  An+2,-2  »  ij„,o  l        /4^-f(ff-r)+ <[(«  +  ! )p-nV-«-im»'] 

^  14^2        8C2      \y)yi  « 

J-  j  i  Ç«»-2 i  ^n~î,e  I  ^    /4^f(r-r)-2'(î^-/'')+<[(«-l)t-(«-2)V+«-ii«'] 

I     j  i  ^«,2 £  ^11+2,0  \  ^^'4^-i(«'-/')+2*(;r-r)+tT(n+l)t-(ii+2)V-a,-ii«'J 

_L  j  i  ^.« i  ^n+«»0  I  ^jy'4g'(«--r)+2Kîr'-/")+<[(«-l)»-(«+2)V+«-»i»'] 
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JL.  l  ^n-2,-2        f  4^-<(n-/V«(«'-r)+#[(n+l)»-(n-4)V-a»-ii«'] 

_|.  i  ^n-3,-2        /4^f(;r-r)-'*<(?r'-r)+<[(n-l>-Kn-4)V+«-na,'] 

^  i  ^n+2,2        /4g~<(;r-n+4<(îr'-n+<[(n  +  l)f -(M+4)V-«-««'] 

I     i  fin+2,2        /4 -i(ïr— r)+4<(;r'— r)+<[(ii— l)p— («+4)V+«--n«'l 
^  3  <•  2         77    «^  , 

(14,0,3,5)  />'V"^^-*'>=  _|4«-ï)i^>o^«^' V^«'-^'>+*f''^-«"-^>^-''^'i 

3  e.(n+lV,0y,2    /S  <(«'-r)+<[n*-(n+l)V-W] 

gfc2  7   7^ 

1  p(n-3)f,0„2    f 8^-8<(r-r)+<[nr-(n-8)V-W] 

8*2  7   7     ^ 

8  »2  7  7^ 

I     3     (n-1  V,«  «,  V  V<(«"-0-»(«'~/'')+»r(»«-2)«-(»-l)  V+2«-»ia»'] 
^  8  ^*  7  7^ 

^  3  g(n+l)^,-2     2    /  8g-2«;r-r)+i(>r'-r)+<[(«+2)i'-(»»+l)V-2»-«e»'] 

4-  3  g(»»+l)<P.2'^2^'  8^2<(jr-/')+f(7r'-r)+*[(n-2)»-(n+l)V+2a»-n«'] 

J_  1  g(»-8)f,— 2'     2    /8^-2«(7r-r)— 8*(ff'— r)+<[(»«+2)f-(«-3)V-2»-W] 
o  '     ' 

-L.  £  g(»--8)f,2_2    /8^2<(7r-r)-8<(«'-^r)+<[(n-2)t;-(n-8)V+2e>-na,'] 
I     £  -.(n+8)^,-2      2    / 8^— 2i(7r-r)+8l(R'-r)+<[(ii+2)*-(«+8)V-2«-«»'] 

-r  g*2  7  7^ 

I     1  ^(»+8)f,2      2    /8^2<(ff-r)+8<(7r'-r)+<[(n-2>t>-(«+8)V+2e>~iio»'] 

3  j  ^n+1,-1     I    ^n-l,l  I  g«v,-l  ^^'4g-f(r-n+*[(n  +  l)t--nV-a»-iitt.'J 

Cette  formule  le  continue  h  la  page  tnivante. 
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1 1  ^"+8,-1    I     3  ^«+1,11  ç(n+î)f,l^^'4g<(«>-r)+2i(>i'-r)+<[(n-l)v-(n+2)V+«-ii«'] 

i  ^-8,-1  ^(«"-4)50,-1        /4g~<(^-r)--4<(3t'-r)+<[(n+l)«-(»i-4)V-o»-W] 

i  >5«+8,l  ^(«+4)f  ,-1  «^'4^-l(îr-r)+4f(3t'-r)+<[(ii+l)i»-(n+4)V-«-fi«'} 

8  Cl         ^1  177    e 

i  fi«+8,l  p(n+4)tP,ly^f  4^<(ff-r)+4i(n'-n+<[(i»-l)»~(n+4)V4»-««'] 

-j.  j  i  Çn-8,2 3  Çn-1,0   I     3  ^n+l,-î  I  j^/ »^-<(«'-r)+<[»»»-(»-l)V-««'J 

J     (  1  fi*— li~î-^  i  en— 8,0 1  ^f  »g-8<(«'-r)+<[»>»-(«-8)V-»i»'J 

^  j  3  fin+1,2 £  Çn+8,0  l  ^f  »g8<(n'-/")+<[iit-(»t+8)V-«»'] 

I     £  £n-8,-2^f  »  g-fi<(«'-r)+ <[«t»-(n-ft)V-iia»'] 
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(14,4.0,5)  />v«(-'=  -lier'  +  |er--'l7V«-'->+'f<"-^»>'-^-'-"'i 

[   I       .«,-1     I     I  ^nf,ll^6p8t(ff-r)+<[(«-8)«-nV+8«~n«'] 
i_  _.«y.,-l  „6--5/(7r-/')+'[(«+»)v-«V-«a.-«o.'] 

—  76^1      7^ 
,      3  ;tn,-l     4    /^-/(;r'^r)+f[n*-(n-l)V-ti<«'J 

I      3   ^,1      4    /g<(«'-r)-f[iii»-(n+l)V-»t«'] 

I       ^    fin,-1^4^f^-2<(;r-0-<(T'-r)+/[(»i+2)t-(n-l)V-2«-n«] 

,       I    >»,_!      4^/^2f(ff-n-f(îr'-r)+<[(n~2)f>-(«-l)V+»a»-»i«'] 

"t"  ^  Cl       7  7«^ 

_l_    *    ^H,1^4^/^-2<(«--/')+Kff'-n+'[(«  +  2)r-(«+l)V~2«»-ti«'] 

J_     ^    fiii-1^4_f^-4J(ff-/')-<(ff'-/")+f[(n+4).-(ii-l)V-4«-»id,'J 
"T"  76  ^1        V   7  ^ 

,       t    >j»,_l      4^f^4i(7r-/')-<(îr'-n+'r(»-4)r-(«-l)V+4ai-W) 
+  76^1         ^V^ 

J_    '    fii«,l^4^/^-4K;r-r)+f(»r'-r)+f[(n+4)»-(ii  +  l)V-4«-n»'] 
"T"76^1    ?  7^ 

_1_    '    ;5»i,1^4    /^4i(;r-r)+<(«'-/")+^[(i«-4)»-(îi+l)V+4«-W] 
"T  76  ^1     7  ^  ^  ^ 
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(i  4,3,1,5) />VV-<^-''>=  —j^ie'r'^'^'  +  e<--^)^'-^},yV6-'<'^-n+'[— (-i)v-wj 

A{e(«+i)f»^  j-  ç(»i+i)f,-ij^4^y(»r'-n+<[»»-<«+i)v~ii»T 

i   ^    c.(«-l)f,-l  a.    3    -.(ii-l)f,ll^4-^'p2i(7r-r)-<(»r-n+<[(ii-a)»~(»i~l)V+2«-ii»'] 

I    ï    -.(•1+1)^,1    I      3    -.(«+l)f,--n„4„f^-ïf(îr--/)+f(JrW')  +  *[(»i+2)»--(«+l)V-2«-n»] 

16*1  V  V^ 

*    e<»-'>f'lv)*r)'/>*'(''-'')-K'-/'')+<[(«-'*)»-(»«-l)V+4«-n«J 

16^1  ^^^ 

*    -.(«+l)f,l«,4    /p4<(ff-r)+<(îr'-^r)+f[(ii-4)r-(«+l)V+4«-n«'J 

I     _3_J>ii-l,l     I    ^ii+l,-nj^8    /î^f()r-/')+i[(ii--l)r-«V+«-W] 

I      3   ^n-l,~l      8    r3p<()r-/')-a<(ir'-/")  +  *[(»-l)«-(«-3)V+«-nw'J 

I     _3_  fin+1,1      8    /3g<(ff-/')+2<(;r'-/'')+<[(«-l)t»-(ii+3)V+a>-iiiuT 

I     _L{^»-1,1     I     fin+l,-lj     8    /2^-8<(7r-/')+<[(n+8)v-iiV-8»-n«J 
Cette  formule  se  continue  k  la  page  luirante. 
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+    '   ^n-1,— 1  ^  8^'  2^-8<(ïr-D-«(if'  -D+<r(n+8)»-(n-»)V-8«-fi«'J 
76^»  7  7^ 

,       I    >»-l,-l      8^/V<(ff-r)-3««'-r')+<[(n-8)t»-(fi-a)V+8«-ii«u'j 

I     i_  ^n+l,l ^ 8    / 3^-8<(«--r)+2i(ïr'-r)+<[(n+8)t»-(n+2)V-8«-iiiB'] 

a.     '    e»+l,1^8„/«^8<(îr-r)+3<(jr'-r)+<[(«-8)i>-(»+2)V+8«-na,'] 
^  76^1  7  ^     ^  ' 

(14, 2,2,5)  p^p"e'^'-''  =  —  j  I  er»'  +  \  s^'"'  j  ^«^'»e-^^-/')+f[(«+i)-nv>a>-wj 

\8^1  '4^      |7  7    ^ 
j  i_  g(n-2)f,l    I     l  g(i.-2)f',-l  j      8    /2^-i(ff-r)-2'('r'-n+<[(n+l>-(»i~2)V-«-»«'] 

j  J_  ^(n-2)y,-l    I     i  ç(n-2)y»,l  l      8    /2^f(,r-r)-2<(«:'-r)+<[(n-l)»-(n-2)V+«-»«'] 

j  ±  ç(n+2V,l   J     i  ^(m-2)ip,-l  1  ^8    /  t^-<(;r-n+2<(>t'-r)+<[(n+l)«-(»i+2)V-«-ii«'] 

I  ±  c'(»+%.-»  4.  i  fl.<''+2><^'^  t  -,8    /2^l(7r-r)+2<(ïr'-n+f[(n-l>-(n+2)V+«-ii«'] 

^    c.»f ,— 1  --  8„/  2^— 8*(îr— r)+<r(«+8)»— nV— 8*— no»'] 
8  ^1  7   7^ 

i  giif,1^8    /2^<(ff-r;+<[(n-8)»-«V+8a»-fi«»'J 

L  -.(n-2)f,-l_8^/2^-8<(»-r>-2((w'-/'')+<[(i»+8)»--(n-2)V-8o>-ii«l 

,6^1  7   7^ 

L  jei»-2V,l  y,8    f  2p8f(7r-r)-2<('r'-/")+»T(«-»)«^(«-3)V+8a»-no»'] 

16  ^1  7  7^ 

^    -.(n+2)y,-l„8^/2p-3<(;r-/')+2ï(7t'-/")+<[(n+8)i»-(n+2)V-8«~n«'] 

76^1  7  7^ 

"    -.(n+2)y,1^8    /2^8f(ïr-/')+2<(jr'-r)+i[(ii-8)p-(n+2)V+8«-W] 

Cette  formule  se  pontioue  &  U  page  sulTaote. 
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+  j  JL  A*+»»-l  4-  -i  A«»ï  \yy«^'8g-3<(ïr-/')+<(jc'-r)+<[(ii+2)»-(ii+l)V-î«-n»'] 

O.    '   ^ii-S.-l-,î^'8^-2*(ff-/')-8<(»r'--r)+<[(i»+l>i>-(»-8)V-2«-fi«'] 
^  Î6^1  7   7^ 

I       ï    ;tfl-3,-l^2    /8^2<(ff-r;J~8««'-r)+f[(ii-»)»-(ii-8)V+2«-fla.'J 

^Ï6^i  7  7** 

I     JL  A«+a»^  Y)  V 8p-2i(ïr-r)+8<(a'--/-)+i[(n+2)»-(i»+8)V-2«-fi«] 
'     l6^1  7   7     *^ 

»    Î6^i         7  7^  > 

(14,1,3,5)  yt>/>'V<*-*'>=— -^{ei»-'>^»*  +  e<.-i)i..-i}y^YV*<'^-^>+*t"-^'-^>^-«'^ 
±|ç(«+iv.i  J.  g(»+i)f,-u^«^'8g#(«'-r)+<[ii»H:ii+i)v-w] 

L{g(»»-8)ir,l     I     ç(«-8)r,-ll      2    f8^~8i(;r-r)+*[n»-(»-8)V-««] 

L{ç(»+«V.J  +  ç(«+8HP.-lj^2^/8^8<(7r'-r)+<[ii»-(ii+8)V-««'] 

/ 

._  J.  ^(»i-lV.--l^«^'8g-2*(;r~0-<(»r'-n+<[(n+2)p-(ii-l)V-2«-ii«'J 
Cette  formule  te  cootioue  &  U  page  suiTaote» 
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J.  e(*-l)P»^  ^»^'8^9i(jr-/')-<(;r'-r)+i[(ii-3)i»-(ii~l)V+2a»-n«'] 

l6*l  7  V    «^ 

,5*1  7  7^ 

'    p(«-8)iP.--l^«y./8^-2«»r-r)-8i(ff-/-)+<[(ii+9)»-(n-8)V-2«-n»'] 

i6*i  7  7^ 

—  76^»  7  7^ 

ï    c.(»«+«)f  1-1 V) V'  8/>-2<(»r-/')+8<{«'-n+'[(«+2)«-(«+8)V-8«-lto'] 

—  Ï6^i  7  7^ 

_L  c^(»+«)f  il  V,  V  »z)^îr-O+8<(n'-/'0+<[(n-9)«-(«+8)VHr2«,_,l«'] 
i6  ^1  7  7^ 

I   j_Lc«-8,i  I   _3^^ii-i,-i  j      /4^-<(«--r)-a<(ff'-r)+<[n+i)»-(«-ï)v-«-n«'] 

"T"\l6^l  ^l6^l  (77    ^ 

i_    *    ftii-8,-l^^/4^-<(îr-/')-«<;r'-r)+<[(n+l)»-(n-4)V-«-n»'J 
"•    Ï6^i  V7    ^ 

't"76^1  77    ^ 

"TTô^l         77    ^  > 
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(14,0,4,5)  iO'V"(^-'>  =  —  I  ejf.-i^3y'V*^'r-r)+«[(«+i>~»v— w] 

4  ^^  77    ^ 

i  ç(«— 2)f.l™'*^<(«'-r>-5<(jr'-.r)+*[(n-l)tf-(n-2)V+«-n«'] 

1  g(»+2)f,-l^'*g-<(^^-^)+«(J^'-^)+f[(n+l)1^-(n+2)V-•-«l«'J 

16     *  /  / 

16^1  77    ^ 

16  ^  /7    ^ 

^  {±f  J-4,1^  i^n-2,-ll     /6^~S»(R'-r)+<[n»-<«-»)V-W] 
^  ±  ^«+4,1     r  6^<(îr'-r)4-<[«f-(n+e)V-ii«'J 


-r)+<[ii»-(i»+8)V-W] 
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(14,  5,0.5)    /> V»<--'>  =         ±yj^^-Hrc-n-^ilin+l)^nY-^<^n<.^ 

~  I6V  ^ 

+    5  -,  f^— W(îr- D-^-iUn + «)r— «V— 8«— «•'] 
«1.  ^-«•^W(;r-r)+<[(»— «>^«V+8a»— IM»*] 

4.  J.^*^'r-r)+<[(n-e)«-HiV+6«-n«'] 

X    '  -,4^'/»-«(*f-r)-l(ji'-r)+f[(fl+2V-(n-l)V-2<»-n«'] 
T"  8  7  7^ 

» 

J_   1  ^0^<(«-r)+<(<f-n+<t<»-î)t-<*+l)V+8ii»-na»'] 
J_  J.^4    '^i(>r-r)-f(«'-/*)+f[(H+4)^(«-l)V-4»-ii«»'] 

J.  _L  ^4    /^-4«(«^r)+<(n'-r)+<[(n+4)i»-(n+l)V-4«-n«'] 

a.  i-  -^4   / u<(îr-r)+«[n'-r)+<[(n-4)f-(n+i)V+i«-^'] 
+  32  ^  7  ^  > 
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(14,3,2,5)  /0VV-^^-''>=         ^^Y»^-.(-n+t[(„+l)i,-nV-«,-W] 

I     J_  ^  8    #2^t(«--/*)+t[(n-l)r-nV+a;-nwJ 
^  16V   7    ^ 

I     J_      8    /2^-i(r-r)-2i(;r'-/')+t[(ii+l)r-(n-2)V-a»--»c«J 


JL    *    v)8^/2p-8/(;r-r)-2/(ff'-r)+tT(ii+8)r-(«-2)V-8«-fi«'J 

I     _i.^8    /2^Sf(ff-/')-2/(T-/')+t[(n-  3)r-(»i--2)V+8«-H«'J 

J-    "    ^3    /2^-8f(r-/*)+2/(ïr-/-,+*[(n+8)i'-(ii+2)V-3«-»i«'] 

-1-     *    ^S_/2J5/(,T-/')+2t(ff^'-/")+i[(n-3)r-(ii  +  2)V  +  3a»-Ho»'J 
"T    557  7    ^  ♦ 

(14,2,3,5)  />VV«(""^'>  =      ^,^,'3^_s(.-r,+.[..-(«-i)V-w] 

l_     '    y,2    /8   -3/(ff-/-)+t[ii»-(«-3)V-i»«J 

I     _L^2^'8^ï(7r'-n+*[fir-(»+8)V-n«'] 

J_    3  «-2^/8^-2t(r-/")-#(r'-/")+«f(»'+2)r-(»»— ï)V-2a.-iia,'J 
+  ^77     ^ 

C«*tt«'  roriiiiil"  HC  coiitiniio  ft  la  page  xiiivaiilo. 
Traité  des  orbites  absolues.  3f5 
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32 


^  A  yy^    '8g-2t(--0+i(T'-n+t[(«+2)p-(n  +  l)V-2c«-fia;'] 


4.  _L yo^yy' 8g-2i(n--r)-8/(;r-/")+t[(n+2)r-(n-8)V-2«-«o,'J 
r   32  /     / 

I     J_  ^.2    '  ;i   2,(,T— A*)— 3i(r— /")+i[(n-2)p— (n— 3)V  +  2<«-»«»'J 
1"  327    7 

I.     ^   ^2„'Sp-2»(n--r)+8tX;r-/")+<[(n+2)r--(ii+8)V-2«-na»] 

'327    ?     ^  > 

(14,1,4,5)     />/>'V"('-^'>=         ^^^M^_i(.-r)+ir(n+l),-nV-a,-n.o] 

^  I6V7    ^ 

+    -  ,y>n'*^-»(»r-r)-2i(;r'-r)+f[(n+l)t;-(n-2)V-«-n<u'J 

I      '  ^^Mp-t(r-r)+2t(;r'-r)+t[(n+l)r-(n+2)V-o.-»«'] 

I      ^  ^,-,'4  t(7r-r)+2t(w'-r)+»[(n-l)t>-(n+2)V+«»— no;'] 
"T    8  77    ^ 

I"  32  /  / 

r  32  // 

I     J_  ^^'4^<(--/')+4i(r-/')+»[(»i-l)r-(n+4)V+«-n«'] 
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(  1 4,0.5,5)        p'^e""''-'^  =      -^  ^^,5^-,.'-r,+([„.-(n-i)v-.«] 

I      5       /6^-8K«'-/'')+<[n»-(«-8)V-na;'] 
+  32?^ 

!     _5_     /»^8/(ff-/")+<[n»-(n+8)V-no»'J 
JL  ±^'«g-«»(îr'-/'0+»r»»-(«-»)V-««'] 

On  pourrait  quelquefois  être  forcé  daller  plus  loin,  très  rarement 
toutefois  dans  les  cas  des  grandes  planètes:  mais  puisque  les  expressions 
générales  des  termes  du  sixième  et  du  septième  degré  deviennent  extrême- 
ment prolixes,  je  préfère  d'en  calculer  indépendamment  d'après  les  for- 
mules (4,  s,  s')  ou  (4',  s,  s'),  en  temps  et  lieu,  les  termes,  du  reste  peu 
nombreux,  qui  acquièrent  des  valeurs  appréciables. 

Pour  la  formation  des  expressions  (i  1',  0,0,2),  (i  1',  1,0,2), ...,  (14',  0,5,5) 
je   renvoie  à  la  règle  donnée   déjà  à  l'occasion  des  termes  du  degré  zéro. 

60.  Les  expressions  que  nous  venons  d'établir  dans  le  numéro  précé- 
dent, se  vérifient  de  diverses  manières.  D'abord,  si  l'on  avait  calculé  les 
termes  de  l'ordre  s  de  la  fonction  yo^"^'"^""'' ^  ^^  aurait  trouvé  les  termes 
de  l'ordre  s  +  i  appartenant  à  l'expression  du  produit  ^'■*"^/)"  a*"^'"*'^  tout 
simplement  en  multipliant  l'expression  de  Tordre  s  par 

De  la  sorte,  on  pourra  contrôler  toutes  les  formules  (10,  s,  s',  i), 
(i  I,  s,  s',  2),  .  .  .  ,  (14,  s,  s',  5),  le  nombre  s  étant  plus  grand  que  zéro. 
De  même,  la  vérification  d'une  formule  (10',  s,  s',  i),  .  .  .  ,  (14',  s,  s',  5) 
s'opère  en  multipliant  les  formules  (9',  s,  s' —  1,0),  .  .  .  ,  (13',  s,  s' —  i,  4) 
par  l'expression  de  />'. 
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Mais  on  pourrait  aussi,  au  moyen  de  multiplications  faites  par  p\ 
calculer  les  produits  dont  il  sagit,  et  on  obtiendrait  ainsi  des  résultats 
servant  à  vérifier  les  formules  du  dernier  numéro.  Dans  ce  but,  on  devrait 
exprimer  p*  au  moyen  des  arguments  î;  et  V.  Ce  mode  de  contrôle  étant 
toutefois  assez  laborieux,  lorsqu'il  s'agit  de  produits  d'un  ordre  élevé,  je 
me  restreins  à  n'en  donner  qu'un  seul  exemple. 

Si  l'on  suppose,  dans  les  expressions  (lO,  o,  i,i)  et  (i  i,  o,  i,a),  n  égal 
à  zéro,  on  obtiendra  l'expression  suivante  de  />'  renfermant  les  termes  du 
premier  et  du  deuxième  degré.     Les  voici: 


2?^ 


4.iyg*(:r'-r)-.-V 


2^1        77  ^ 


2^1      7^  ^ 


En  multipliant,  par  les  deux  premiers  termes  de  l'expression  mise  en 
évidence,  la  formule  (11,0,1,2),  et,  par  les  autres  termes  de  la  dite  ex- 
pression, la  formule  (10,0,1,1),  la  somme  des  produits  obtenus  de  la  sorte 
doit  être  égale  au  produit  ^'V"^""'^,  en  n'y  considérant  que  les  termes  du 
troisième  degré.     On  obtient  en  effet: 
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iM«+ï)y»l  -L  5îr.»^^^'«g»(«•-^)+î»(/t'-n+^(n-l)p-(n+«)V+a,-n«•] 

-i-  i(A''-»'-»  -L  ^J,l\^'3^-S<(r'-r)+t[itr-(ii-»)V-WJ 
I     i/^i  +  l,!      I      Ct.l\^'3g8i(«--r)+t[MP-(»i+3)V-ii«'] 

L'expression  mise  en  évidence  devant  être  identique  avec  celle  que 
nous  venons  de  donner  moyennant  la  formule  (12,0,2,3),  on  ne  saurait 
remplir  cette  condition  à  moins  qu'on  n'ait: 

g.(n-2)f,-l  (n-l)f,-l     I         y.l 
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(n-^i)ç,^l   __      (n  +  l)y,-l      I        y,-l 
Si  ^1  T^   ^l         > 

Mais  en  substituant,  dans  ces  équations  de  condition,  les  valeurs  des 
coefficients  e  et  ^  qu'on  a  données  dans  les  n**'  29  et  30,  on  s'aperçoit 
facilement  de  l'identité  des  équations  dont  il  s'agit. 

On  a  ainsi  établi  une  vérification  profonde  des  résultats  obtenus 
relativement  aux  produits  />'e*"^'~'''^  et  />'V"^''  *'^;  mais  ce  qui  est  le  plus 
important,  c'est  que  cette  vérification  entraîne  celle  d'une  grande  partie 
de  nos  développements  exposés  dans  le  livre  présent.  Ce  principe  étant 
trouvé  légitime,  il  ne  paraît  pas  nécessaire  de  vérifier,  par  le  procédé  in- 
diqué, toutes  les  formules  du  numéro  précédent,  vu  qu'elles  sont  obtenues 
indépendamment  par  deux  personnes. 

Une  dernière  remarque:  si  l'on  admettait  les  notations 

S)  =  ù)  —  G]         fi}'  =  û>'  —  G'^ 

on  pourrait  changer,  dans  toutes  les  formules  du  numéro  présent,  t;  en  v, 
v'  en  v'  et  w'  en  fi}'. 

61.  Nous  allons  maintenant  chercher  les  termes  dépendant,  et  des 
fonctions  diastématiques,  et  des  fonctions  anastématiques.  Le  principe 
de  leur  calcul  étant  fort  simple,  on  les  obtient  sans  peine:  cependant, 
puisque  leur  nombre  est  très  grand,  en  considérant  tous  les  termes  jusqu'au 
cinquième  degré  inclusivement,  leur  exposition  causerait  un  travail  assez  con- 
sidérable, si  l'on  voulait  mettre  en  évidence  tous  ces  termes.  Mais  heureuse- 
ment, il  y  a  seulement  un  nombre  plus  restreint  de  ces  termes  utiles  à 
nos  recherches,  tandis  que  les  autres  deviendront  insensibles  dans  l'ex- 
pression  des  inégalités.     Parmi   les   termes  exerçant  une  influence  sensible, 
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il  y  en  a  un  certain  nombre  du  deuxième  degré  dépendant  du  produit  d  une 
fonction  diastématique  par  une  fonction  anastématique;  il  y  a  encore  des 
termes  très  importants  du  troisième  degré,  dont  les  coefficients  sont  formés, 
ou  par  une  fonction  diastématique  multipliée  par  un  facteur  du  second 
degré  par  rapport  aux  fonctions  anastématiques,  ou  par  une  fonction  ana- 
stématique multipliée  par  un  facteur  du  second  degré  relativement  aux 
fonctions  diastématiques.  Parmi  les  termes  du  quatrième  et  du  cinquième 
degré,  il  y  en  a  seulement  très  peu  qu'il  faut  considérer:  ceux-là  sont 
principalement  les  termes  devenant  élémentaires  par  l'intégration.  Je  com- 
mence par  m'occuper  des  termes  du  premier  et  du  second  degré. 

Il  s'agira  d'abord  des  termes  provenant  du  développement  des  produits 
j  coswfl  et  j'  cos  nH  y  oh  Ton  peut  mettre  v  —  v'  ou  v  —  v'  au  lieu  de  fl, 
vu  qu'on  ne  tiendra  compte,  à  cette  occasion,  que  des  termes  du  premier 
degré  par  rapport  aux  fonctions  anastématiques. 

En  employant  toujours  les  notations 

y  =  v—G;  V  =  v'  —  G\ 

■»  =  »—G;         l'  =  »'  —  G\ 
on  aura  facilement,  en  vertu  de  l'expression  (49)  du  n*^  23,  les  suivantes: 
(15)     j  =  I  sin  (v  —  *  —  (i2  —  0))  ;         j'  =  T  sin  (v'  —  »'  —  {ii:  —  0')), 
ou  bien  celle-ci: 
(  1 6)  i=—\  i/e-'<^-^)+^^-^>  +  \  î7e'<^-^>-'^"-*> 

2 
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De  ces  expressions,  on  tire  immédiatement,  en  considérant  les  formules 
(9,  0,0,0)  et  (9',  0,0,0),  les  termes  du  premier  degré  par  rapport  aux  fonctions 
anastématiques.     Les  voici: 


G)     Termes  du  premier  degré. 

(  I  7,  0,0,.,0,l)  J6'»<^-^'>  =  —  i  i2^-Kl-^)-h^[(n+l)— V-n«'^5j 

(17,  0,0,0,;..)  jV"<^-^>  =  —  i  ^J'^-f(^-^)+q--(n-l)V-(«-l>.'-5'J 

(17',  0,0,1,0,.)  je»"<^-^'>  =  —  i  i  Jg-Ki?-«)^nvWn+l)V'-(«+l>îi+5j 

,(17',  0.0.0,1,1)  3V-<^-^'>  =  —  i  i2>g-<(i/-é^)-'[(«-i)T-i.r-«c5+.r] 


2 


Evidemment,  la  dernière  de  ces  formules  résulte  immédiatement  de  la 
première,  en  y  changeant  3  en  j',  v  en  v',  v'  en  v,  V  en  V,  I  en  F, 
Q  en  Q'y  0  en  0'  ©'  en  fi>,  S  en  ^'  et  n  en  — n.  De  même,  par  les 
changements  mentionnés  la  troisième  formule  dérive  de  la  deuxième,  et 
vice  versa. 

Maintenant,  pour  avoir  les  termes  du  deuxième  degré,  il  faut  d'abord 
considérer  les  relations 

(18,,)  }6*"^"-''>    =    —  i  f /g-'(û-^)  +  <(T-d)  +  .,.(V-T') 
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I     ii2>gt(^-^')-«(v-«>')+«*(«+lKv-T') 


2 


(18.3)  a/>a^'"^^-'')  =  —  i  ?T6-**(^"-^>+*^^-V"*''"''^ 

(18.4)  jX'»(^-^'>  =  —  ^  i  r6'»(^-^'^+»(^-^'y*"(«-'K^-^'> 

ainsi  que  les  expressions  analogues  provenant  du  changement  de  p  en  p'. 
En  y  introduisant  les  valeurs  (10,0,0,1),  (10,  1,0,1)  et  (10,0,1,1),  il  en 
résultera: 

H)     Termes  du  second  degré. 

(19,  0,0,1,0,2)     ie'"^'-"'^  =       !/^;'^r-i^7g-i(r-/-)~f(i?--«)+*f(«+2)v-«v- ù,- «,«'-.-] 

+  -  is**^'^  ^  J^t(;r-/')-t'(/.'-W)+t[nv-iiV+à»-nà.'-£?] 
TVaiVc  rfM  orW/^5  absolues.  37 
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(19,0,0,0,1,2)       3V*-<^--^'^=         i^V^«-l)v^-1^7'g-K;^-/V*(l^-^')+*[(n+l)v-(«--l)V-ro-(n-l)cù'-^'J 

4-  -  is^**"^^*"'^     2>gf(7r-/')-<(J7-W')+*[(n--l)v-(n--l)V+(5-(ii-l)«»'-5] 

•  1  {^n-^,-^    / j/^-f(.T-r)- f(//-^')+f[»v-(«-2)V-(ii-i)à»'-,rj 

1  ^n-l,l     /jrgf(;r'-/")-<(i?-f?')+<[nv-nV-(n-l)rî»'-ir] 

" 1  ^g(n  +  l)y,-l     j/^-<(ff-r)+»(i7-^)+f[(n  +  l)v-(ti+l)V-o>-(ii+l)<54  5'  | 

i^-^(n+l)y,l     Jp^f(n--r)+t'(^--»')+'[(»-l)v-(n+l)V+6-(»t+l)à>+d] 

I     i  ÎA"+'  -^  ^'2>^-<(-'-r)+f(i/-»')+i[iiv-nV-(n+l)«»*'] 
J»  l|*f  «  +  M  ^'2>g'(-'-n  +  '(^-«')+»T'«v-("+2)V'-(ii+l)âi'+5l 

(  19,  ,,0,.,0,2)     ipe'^^^'^''  =  —  i  i^  Je-«ï-/ VK/^-«)+*[(«+2)v-nV-..-.c.--.Vl 

1  •    Jgf(,T-0-'(^-^)+tT«v-nV+ài-nc«'-5j 

_l     '   •    ^i(7r-r)+f(W-6*)+fr(»»--î)v-«V+ài-ncù'+5] 


(19, 0,1.1,0,2)  î^'e-(^-^'>  =  _  li,'7e-<-'-'">-<^-''>+'f<-+^>^-<'-'^^'-"^' 


-if] 


4     ' 
■"  4    ' 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  II.  29  !• 

(lo  1,0 o  1 2)        A'/>e*"^^~^^  = - îV/'g-'(«^-n-*(^-*'')+»t(*«+i)v~(«-i)v-c&-(«-i)«i'-5] 

(19,  0,1.0,1,2)  3'/>V"^'-''^  =  _  I  .^,j,^^f(.-/'')_i(i/-^',+,[nT-(«-2)V-(«-l).ô'-ô'J 

1  ^    / J'gf(;r'-/'')-t(i/-y)+i[iiv-iiV-(n-l)«>'-5'J 

I     1  ^•^'2'g-<(n-'-/'')  +  Ki/-^')4-tl«T--i«V-(n+l)i«'+5j 
4 

I     1  ^^'2y(ïr'-/")+ï(i/-éy)+i[nv-(«  +  2)V-(ii  +  l)cù'+d'J 
»     4     / 

Pour  avoir  les  formules  (19',  0,0,1,0,2),  etc.,  c  est-à-dire  les  développe- 
ments de  56'"^'"""^  etc.,  exprimés  moyennant  les  variables  v'  et  V,  il  suffit 
de  changer,  dans  les  formules  précédentes,  j  en  3',  j'  en  j,  etc.,  et  n 
en  —  n. 

Une  partie  des  termes  du  deuxième  ordre  par  rapport  aux  fonctions 
anastématiques  seules  sont  donnés  déjà  dans  le  chapitre  précédent,  savoir 
ceux  qui  sont  contenus  dans  les  expressi^lis  de  cosnJÏ;  pour  déduire  les 
autres,  qui  nous  seront  nécessaires  plus  tard,  on  établira  les  formules 

(20)  i^  =z-p -  p^-2»(^-^)+2»(v-^) l  j^^w^-m^iKv-h 

—^LT^  i  r2g— 2«(i^— ^)  +  2t(v'--5)+ît(v— v') 

2  4 

__  £  7/2 £  J/3g-2t(//— é*')+2t(v-^')-2t'(v— v')  ,      ^ 

2  4 

'    V  3^2i(i2'-^')-2/(v-,>')+2t(v-v') 
~4        ^ 
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/22)  «'    =  !./2'g-»(^'-^)+i(//-<^')+i(v-v-.V4iV') 

I     £  ^j/^t(/.'-H)-t(//-«)-i(v-v'-,V  +  5) 
4 

4 


4 


£  ^//y(/.'-ey)-ï(//-'^)-»(v-v'-iV+'V') 

4 

£.^-2J'^-î(/^-^)-i(i?'--6^')+/(T+v'-5-5') 

4 

dont  les  trois  dernières  sont  obtenues  en  considérant  comme  constantes,  les 
fonctions  élémentaires  M^^^^^^  et  Te^^''^\  ainsi  que  les  arguments  v',  ^  et  d'. 
J'ajoute  encore  la  formule 

^26)  3'-L  = £^/3g-2tti^-^')+2(v'-5')    I    £^2V*^^"'^"'^^''''^''~^\ 

On  tire  facilement,   des  expressions  signalées,   en   n'y   ayant  égard  qu'aux 
termes  du  deuxième  degré: 

I)     Ternies  du  second  degré  dépendant  des  fonctions  anastématiques  seules. 

(2  7,   0,0,.,0,2)  a  V'<^-^>  =  ^  Pe^n.-ny-..^ 

£  Jîg— 2i(i.'-fy)+i[(«  +  2)v-«V~Mu»'-2iVJ 

4 

— -iC 
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(27,  0,0.1,1,2)  3j'^*''^''~^^  =       i  jj'g-ia^-<y)+Ki^'-^')+/t(«+i)v-(«+i)v-(«+i)«ù-5+irj 

4 
4 
4  ' 

(2 7,  0,0,0,2,2)  j' v^^-^'^  =      i  /' v["^~"^-'-J 

1  2'3g-2iW-^')+/[nv-(«-2)V-(«-2)a»'-25j 

4 

1  J'2^a/(i/-6^)+f[nv-(n  h2)V-(n+2K+2.V'J 

4  ' 

(2  7,  0,0.2',0,2)  J  ^  e*''<^-^')  =   _  I  i/ V^'^^^^^^  +  't("  +  ^^^-"^-"'^-2''J 

ttV  4 

(2  7,  0,0,I',',0,2)^  (^£\  V''^^-^  >  =  i  /2g.[«.-„V-n<.'] 

*    4 

I     1  j2^2f(l'-«y)  +  f[(fi-2)T-«V-»«'+2dJ 
'    4  ' 

(2  7,  o  o  1'  I  2)  a'  -Ig*"^^-'''*  =        L  i//'^-»a-*-<^)+»(^-'^)+f[(«+i)v-(«+i)v-(n+i)cù'-5+5j 

\     /  J    )  î    >  »  /  ^   (iv  4 

4 
4 
^  4  ' 
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(2  7, 0,0,0,2,2)  3'  ^  e'""^'-''^  =  —  -  ^/' v-'^" -^'>+'^''^-^«-^>^^<'-'^^'-^*'' 

M  l  ^J'2g2'(i/-«')+*[«v-(ii+2)V-(«+8)à.'+2»rj 
4 

Evidemment,  on  pom-ra,  dans  toutes  ces  formules,  échanger  les  indices 
simultanément  avec  w  en  —  w,  et  on  parviendra  ainsi  à  exprimer  les  fonc- 
tions dont  il  s  agit  moyennant  les  variables  v'  et  V. 

62,  Les  termes  du  troisième  degré,  dont  il  s'agit  maintenant  de 
trouver  les  expressions,  se  divisent  en  deux  groupes  bien  distincts,  l'un  de 
lautre.  Le  premier  groupe  renferme  les  termes  du  troisième  et  du  premier 
degré  par  rapport  aux  fonctions  anastématiques,  je  les  £^ppelle  termes  à 
caractère  anastématique,  et  l'autre  groupe,  les  termes  du  deuxième  degré 
par  rapport  aux  fonctions  anastématiques,  multipliés  par  une  fonction  diasté- 
matique  du  premier  degré:  ces  termes  seront  nommés  termes  à  caractère 
diastématiques. 

Pour  déduire  les  termes  du  premier  groupe,  voici  quelques  formules 
utiles:  ^ 

(28)  5'  =  —  1  i/V<''-^'+'"'-  •'>  +  l  j/V^'-«»-^-*> 

0  o 

(29)  j'j'   =  1   .j,jy(l._^Vi(._à')+.(v-v) 

4 

l  ^^3 J'g-2i(/-'-é*)  +  *l/.''-«^')+»(v-25+5')+t(v-v') 

o 


1  ^j2j'^2/(l'-é^)+<(i:''-é/')4-f(~8v+2|+5  )+<(T-v) 

8 


I     1  ^  j3^'g-3t\/.'-«)-*(//-H)+f(8v^25-ir)-f(v-v) 
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(30)       J3'^=  i^^jj,2^nsj-m-iiy-ôy 


4 

I     1  ^  J2'2g-f(i:^-«)-2/(i/-^')+t(Sr-iV--2,>)-?t(T-v') 

o 

(31)  3'  ^    =    -^  5  eT  S^-i(//-(9')+<(T-*')-t(T-T')       I       3  ^J/  8^<(/;?-«>-f(T~,y)  +  t-(T-T') 

o  o 

En  multipliant  ces  expressions  par 

g<n(v— v')   __   ^in{y—\—m) 

on  aura  immédiatement  les  termes  à  caractère  anastématique  du  troisième 
degré,  dont  les  coefficients  sont  indépendants  des  fonctions  diastématiques. 
Il  paraît  donc  inutile  de  les  reproduire  ici. 

Quant  aux  termes  à  caractère  anastématique  du  troisième  degré  qui 
se  trouvent  multipliés  par  un  facteur  diastématlque  du  deuxième  degré,  on 
les  obtient  facilement  par  substitution  des  expressions  du  groupe  C  dans 
les  formules  (18,1),  (18,2),  (18,3),  (18,4),  ainsi  que  dans  celles  qu'on 
déduit  en  multipliant  les  formules  (18,1)  et  (18,2)  par  />*,  par  pp'  ou  par 
/)''.     On  arrive  de  la  sorte  aux: 

J)     Termes  à  caractère  anastématique  du  troisième  degré. 

(32,   0,0,1,0,3)      J^'"^^-^'^  =  \i[V/yj'''  +  Ê^''^']  /a-(^-^)+*r(n  +  l)v-.V-ncù'-^J 

'  4-e.tf -2^2  T^-îf(r-/')--t(/>-«)+fr(ii  +  8)v-nV-2<5-fiw -5] 
2    ^  V    ^^ 

Cette  formule  se  Motlnue  ft  la  page  luivaote. 
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2        2  / 

J-  i  |A«'-^  g(«-i)f -1  ^^' j^-f(«--/')-t(r'-/'')-*(.'>-«)+tr(«+2)v-(ii-i)v^âi-»i<D'-dj 

+  -ê^"''  g(«+iv»-i  ^^'j^-*(ff-n+K^'-n-<(x/-f?)+*r(«+2)T-(n+i)v-cù-Mài'-5j 

1  ^;ff  »,-2     f  »J^-2<(,-r'-/")+/[(n+l)v-(n-2)V-ii«i'-5j 

1  ^•Ô»,2     /2jg2/(;r'-r)+f[(n+l)v-(n  +  2)V-ifài'-iV] 

-|-  1  ^•^nf,~2     2j^-2f(r-/')+fa'-<9)+f[(n+l)T-«V-2ô-itr«'+.VJ 

-j-  1  y-gi»r,2     »J^2f(r-  /•)+tX^-^)+'[(«-3)v-iiV+2f5-ii« +dj 

1  --^tn,-!  An-X)iî-\  „^/  T^~y(s--/')-^V-r)+<(^.^-^)+tï»iv-(ii--l)V-««-iici'+d] 

2  *>  l        ^'l  77 

2*<^1        *I  77^^ 

1  •^nJ^(n  +  l)y,-l^-^/7>,--f(;r-r)fKîr'--r)+t(i2~^)+^tiv-(n  +  l)V-r«-»iô'4  5j 

2'>^1     ^1  77  ^^ 

-[-  i  ^-^11,-2     /2jg-2/(r'-/")+f(/.'-«)+ir(»»-î)^-(«-2)V-*'û +5] 
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(32,0,0,0,1,3)  jV-(-^')  = 

i  ^y»i-i)f,2^«/'g«<(«'-r)-*(û'-«')+<[(»i-2>-(«-i)v+2«-(ii-])«'-d] 

I     i  if  »-l.l  Q^VA  ™'2'^f(îr-D+l(jr'-r)-'(^-»')+<[(«-l)^-»V+ài-(n-l)«i'-d'] 

+  -  eV»+^>1P'')n^Pg2K'r-n+<(^--»')+<[(«--2)T-(n+l)V+2à»--(ii+l)cD'+*'J 

iif«+l,l^(«+2)f,-l        'J/g-*(7r-/^+<(;r-r)+tXi7-d')+<[(n+l)T~(n+2)V-w-(«+l)«+ 

IifH+l,l^(n+2)f,l        /2'^Kff-/')+<(^-r)+f(i2'~^)  +  /[(n-l)v-(n+2)V+<ù-(«+l)«>dl 

I     iifn+1,2     #2j>^2f(T--r)+f(l/-«')+<[nv-(n+8)V-{«+l)«5'+5'J 
'TVaiM  (iM  orfrtJM  abaolueâ.  3g 
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(32,  ,,0,1,0,3)  pie"^''-'''  =      -^i{e7''  +  £Ïf.-i)^'7e-'(^-^^+'t("+'>^-"^-"^'-^^ 

_1_  i  ^•^»»f,1^32e2Kïr-r)-<(i;/-^)+«[(ii-l)T-nV+2ài-ii<5'-5j 

l  ^'f  «.-1  ^^' Jg-*(/r-r)-<(7r'-r)-*(i^-»)+'[(«  +  2)v-(n-l)V-ù>-nà»'-dJ 

i  jCn-i  ^^' J^<(/r-r)-/(ïr'-/'0-<(X^-<?)  +  *[nv-(n--l)V+<5-nô'-5] 

lif^^'V»^  J-  g»»f-n^«Jg«i:'-^)+'[(n-l)v-nV-iiài'+d] 

i^*g»if,1^2j^2f(R'-/')+Ki^-«)+*[(«-8)T-»iV+2<5-ifô'+5] 

I     1  if  »»-!  ^^/ Jg-K'r-/')-<(îr'-n+K^-^)+<[«v-(n-l)V-w-ncD'  +  dJ 
«L  1  if  *»'-^  ^jy' J^*(ïr-r)-<(îr'-n+'(^-É>)+<[(»-2)T-(n-î)V+ôi-ni5'+d] 

(32,    1,0,0,1,3)    />3V«(^-^')=         li(e(-l)y,l  +  e(«-lV,-l)^2p^-i(//^é^)+<[nv-(n-l)V-(n-,)^^^^^^^ 

4-  i  |y«--l)f .-1  ^«7>^'-2<('f-'')-»(^--^')  +  *[(n+2)v--(n-l)V-2<ù-(n-l)û'--5'] 
4 


I     iig(«-l)f,l  ^22/gSi(n'-/')-<(iy-é^')+'[(n-2)v-(ii-l)V+»à»-(ii-l)cù'-d'] 
Cette  formule  se  contluue  ft  la  page  suirante. 
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i  ^A«-^'-*  ^^'J'g-f(»r-r)-f(«-'- /••)-<(//-  «•)+f[(n+l)T-(n-3)V-«&-(tt-l>ô'-5'] 

l^^n-l,--l        /jr>^f(ff-r)-<(ff'-/'')-*(i/-»')+f[(n--l)T--(n-2)V+(5--(n-l)d'---5'] 

\  ^«-1,1        /J/g-<(R'-/')+t(ff-/")-<(i/-6^') f /[(n+l)v-»V-«»-(tt-l)à»'-  5] 

i  ^g(»+l)f  ,-1  ^2j>g-2i(«'-n+ W-e*)+f[(n+2)T-(ii  +  l)V~2t&^(iH-l)à'+5'] 

-J-  1  iA»+l -1  fiffTe'  '(«•-0-<(ïr'-/'')+'(i/-^)+tT(ii  +  l)v-nV-cD-(n+l><ô'+d'J 

I     I  ^n+lj        /2>^-i(r-r)+K«'-/'')+'(i/-<^')  +  '[(»«+l)v-(»+2)V-«i-(n+l)«ù'4  5'] 
_f.  i  ^«+l,l^^'J'g'(/r-r)+f(jr'-r)+W--»')+*[(«-l)v-(«+2)V+iS-(n+l)^'+5'] 

(32,0,1,1,0,3)   />y"<^-^')=        l^V^«-l)^'-^îyîy7e-^^-''>-^^-'>-'(^-^>+'f^«+^^"-<"-'>^-^-"^^ 

î     i  ^yw-Df  .1  ^^'/^'(«— r)-i(T-/'')-*(i/-é^)+<[nv-(n-l)V+cù  -I.W -d] 

-1_  iîg(«+l)f,-l^^'Jg-'(ïr-n+K»r'-n-'(^-»)+<[(»+2)T--(ii  +  l)V-<S.-iicù'-5j 

4 

Cette  formule  se  continue  à  la  page  suivaute. 
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i^g(»-l)y,-l^^'Jg-f(ïr-r)-<(;r-r)+<(i;>-6^)+f[nv-(n--l)V--âi-r«'  +  .>J 

i  ^yn-Df,!  ^' J^*(ff-r)-f(»r'-r)+<(X^-«)+i[(n-3)v-(»-l)V+<5-ttw +5] 

I^g(n+l)f,-l^^J^-l(;r-/')+i(ff'-r)  +  f(i2-6y)  +  ftnv-<»i+l)V-w-n6'+5j 

i ^^(n+lV,l        / j^i(ff-/')+,(;r'-/")+f(i;/-6^)  +  f[(n-2)v-(n+l)V+ô-nài'+dJ 

+  -iff**"^'^     I    ^n+l,-l\^'2/g'(û-<^)+»'[(«-l)v-nV-»fài'+5] 
I     i^-^«-l,-l^'3jg-«*(îr'-/")+<(^~<^)+'[(n-l)v-(n-2)V-iicD'+dJ 

(32     o  I  O  I  3)  />';tV"^^""'^=  i^'c<«-2)y,-l        /p^-i(;r-/')-t(îr'-/'')-i(i;/~é#')+<[(«+l)v-(«-2)V-cù~(n-l)tD'-5'J 

I     1  ^-^(«-5)^,1  ^^/ J/g<(;r-/V»(îr'-/'')-f(X?'~é^')+<[(n-l)v-(n-3)V+cÔ-(n-l)«'~5'J 

JL  1  ^g«y,-  l^^'/'g-»(^-/')+K^'-/'')~'(^ -l-é^')+f[(n+l)v-nV-ài-(n-l)«'~5'] 

+  -  is"^'^  ^^'2>g<(ff-r)+H'T'-r)-<(i/-^')+<[(n-l)v-nV+à>+(n-l)<ù'-5'j 

ii(f«-2»ï  -J-  ^«,-l\jy'2/'g-Ki^-«')+<[nv-(«-l)V-(n-l)«ù'-*'] 

i  ^p«-2 -1^'2  J'g-2»(îr'-/'')-f(i2'-^)+i[nv-(n-S)V-(n-l)à>'-d'] 

4  ' 

i  ^fin,l     /32>^3f(;r'-/")-<(//-É^)+»[nv-(n+l)V-(n-l)à;'-5'J 

i  is"^ -^  ^jy'/'g-i(r-/')-<(îr'-/")+'(^-«')+»[(n+l)v-nV-à»-(n  +  l)ài+^J 

i^c«iP'^7n^'Pg»<'^--^'>--*(^'-n+K^-6^')+<[(«--1)^--nV+<D-(n+l)<ô'+d'] 

Cette  formule  se  continue  à  la  page  suirante. 
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I  . 


(32,  2,0,1.0,3)  ^y-<--^'>  =  _  ii5y^J6-'^^-^^+»[<»+^>^-'«^-«— *T 

i  ^jy  3  J^2f(n'-n-<(j;/-^)+<[(n-l)T-nV+2<5-n<ù'-dj 

I     i  ^-     2  jg2t(;r-/')-K(i'-6')+<[(H-l)v-nV+2«>-n«»'+i'J 

(32,  2,0,0,1,3) p'j^'e'^(^-^''=—Ur]U'e-''''-^''^^^^^^^ 

i  ^^22>g-2f(ff-/')-f(û'-6>')  +  <[(n+2)T-(n-l)V-2fû-(n-l)à>'-5'] 

i  ^^2jr>^2t(«--/')-'(i^-É'')+«[(»^-3)v-(n-l)V+2i5-(n-l)<ù'-5'] 

4    ' 
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(32,1.1,1,0,3) />/>y"^^-^'^-—iii?5y'Ie-'<^-^>-'^'^'-^''^-'^^^ 

i  ^^^/ Jgf(ïr-r)-<(ïr'-r)-<(i2-«)+*[nv-(n-l)V+à»-nc5'-5] 

^  'i'TiW  rz,K»r-r)+<(?r'-r)-ïai-é^)+ï[nT-(n+l)V+cô-iiô'-5] 
+  -  i^^'/g-*(''^-n-<(T'-r)+<(^^-É^)+'[«T-(n-l)V~tD-nà.'+î'J 

(32,1,1,0,1.3) />/>'îV"^^-'')=—i%T6~'<'^-^^-'<'^-^'>-«^^-^^^ 

i^'v^v.'  p^<(Rwr)-<(R'-r)-i(/?'-é^)  +  <[(n-l)v-(n-2)V+ài-(n-l)i«'-d'] 

I 

i  •       /  J/g-i(7r-r)+i(«'-r)-K^-^)  +  *[(ii  +  l)v-nV-ài-(n-l)«>'-5'] 

1  ^-       '  J'gi(7r-r)+i(»r'-n-<(/?'-^)+»T(«-l)v-nV+e«-(n-l)à'- J'] 

+  -  i7n7n'Pg-»('f-0-«'(»r'-n+<(i/-^')+'[(n+l)v-nV-cD-  (n+l)<5'+5'] 

I     i^^^'pg'(«'-/0-<('r'-n+t(^--^)+*[(n-l)v-nV+ài-(n+l)d»'+d'j 
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(32,0,2,1,0,3)     ^'y"(v-v')^_  J^^/a J^-f(l2-é^)+fï(«+l)T-nV-««,'-5j 

i  -•    '«  7V,-2<(«'-r)-*(i2-é>)+<[(i»+l)v-(n-2)V-nû'-5] 

4    ' 
I     1  ^jy'  «  Jgî»(r'-r)+f(i2-^)+<[(n-l)v-(n+a)V-ii«'+5j 

(32,0,2,0,1,3)  ^'Y6'"^'^''^=— :J«'?''^^~'^'^'^^'''^''"^""'^''~^"~'^^^^^^^ 

i  lyj  2  j/^f(a:'-/'')-<(i7-©')+<[nv-(ii+l)V-(«-l)û'-*'] 

I     1  ^^'«2'g*(i/-<90+^[nv~(»+l)V-(n+l)cà'+5'] 

La  règle  générale  relativement  au  changement  des  lettres  marquées 
par  un  accent,  et  non  marquées,  simultanément  avec  celui  de  n  en  — n, 
s'applique  aussi  aux  formules  dernièrement  obtenues;  il  convient  toutefois, 
d*en  donner  un  exemple.  Eeprenons,  dans  ce  but,  Téquation  (11,  0,2,2),  et 
faisons-y  entrer  les  changements  dont  il  s'agit.   Il  en  résultera  immédiatement: 

3^in(v~v')  _.  1      3^-<[nv'-nV'-n(D] 


I     i^«g-2<(a--r)-*[nv'-(n+2)V'-nA] 
47   ^ 
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Multiplions  finalement  cette  formule  par  celle-ci: 

ce  qui  nous  donnera: 

^  W«(^-V)__  i^-^«J^-HX?-»)-<[«v'-(«+l)V'-(«+l)«'+d] 

1  ^•^«2g-2<(;r-r)-<(i2-d)-<[«v'-(n+8)V'-(n+l)â>'+d] 


C'est  précisément  le  résultat  auquel  on  parvient  en  changeant,  dans  Téqua- 
tion    (32,  0,1,0,1,3),  /?'    en  /?,  j'  en  j,  V  en  v',  v'  en  v,  etc.  et  n  en  — n. 

63.  Venons  finalement  aux  termes  à  caractère  diastématique  dépendant 
d'un  facteur  anastématique  de  degré  pair. 

Les  expressions  des  fonctions  nH  que  nous  venons  de  rassembler,  dans 
le  chapitre  précédent,  ainsi  que  celles  qui  en  dérivent  par  différentiation, 
donnent  naissance  aux  termes  dont  il  s'agit  maintenant:  d'abord  si  l'on  y 
introduit  l'argument  V  au  lieu  de  v';  ensuite,  si  l'on  multiplie  les  ex- 
pressions mentionnées  par  un  facteur  de  la  forme  /?V"  •  Evidemment,  des 
termes  de  la  nature  envisagée  proviennent  encore  par  l'ensemble  de  ces 
deux  procédés.  On  reconnaît  facilement  que  les  termes  à  caractère  diasté- 
matique renferment  dans  leurs  coefficients  un  facteur  diastématique  de 
degré  impair. 

Un  terme  quelconque  du  développement  général  de  cos  nH  ayant  la 
forme 

T  =  K  cos  (n(v  —  v')  +  mv'  —  i^  —  ï»'  —  i(Q  —S)  —  ï{û'  —  S% 

m  ,  n  ,  i ,  i'  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  et  K,  un  produit  de 
degré  pair  par  rapport  aux  fonctions  anastématiques  multiplié  par  un 
facteur  numérique,  on  obtient  les  divers  termes  qu'on  cherche,  en  in- 
troduisant, dans  l'expression 

_8^'8'^t[n(v-v')+mv'-l(i2-»)-î'(i/-^')-i5-i'd'] 
P  P     ^ 

-_   g-tI(i;/-«)-*i'(i/-»')+t[mv-l5-l'd']  ^8     /8'g.(n-in)(v-T') 
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les  valeurs  quon  a  données  dans  le  n°  59.  En  opérant  de  la  sorte,  et  en 
ne  considérant  que  les  termes  affectés  des  prenoières  puissances  de  rj  et  de 
7]',  on  parviendra  rapidement  aux 

K)      Termes  à  caractère  diastématique  du  troisième  degré. 
(33,1.3)      cosfi  = 

\et^-'73{P  +  /")  cos[2v  —  Y  —  iô  —  B'  —  in  —  r)] 
+  \eV'v{^'  +  n  cos[-  V  +  0)  -  CD'  +  {tt-F)] 

—  l(\'-'ri'{P  +  /'»)  co8[v  —  S'  —  (;r'  —  F')] 

—  Î^\''VV"  +  n  cos[v  -2Y  —  Si'  +  {n'  —  /•')] 

—  \e\-'rjP  cos[2v  +  Y  —  m  +  &  —  û  —  {jt  —  F)  —  2{ii  —  0] 

—  '- sf-'r^r  cos[Y  +  5)  +  (5'  —  2»+  {ir—r)  —  2{Q—  9)] 
+  '-^{•'rj'r  cos  [v  +  2V  +  S'  —  2^  —  (;:'  —  F')  —  2{Q  -=-  S)] 
+  Jel'-'y/'  cos[v  +  s'  —  2S  +  (;r'  —  F)  —  2{Q  —  9)] 

—  '-sf'vjF^  COS[2V  +  V  —  S  +  S'  —  2*'  —  (JT—  r)  —  2(i2'  —  ^0] 

—  Jer-'oy/'"  cos  [V  +  5*  +  55'  —  2^^'  +  (tt  —  T)  —  2(5'  —  9')] 
+  J^î-'îy'/"  cos[v  +  2V  +  ©'  —  2»'  —  {Te  —  F')  —  2{ii'  —  #')] 
+  '-$]'-' rj'I"  cos[v  +  S'  —  2,y'  +  (y  —  O  —  2{Q'  —  &)] 

—  i£r'-'îy/7'cos[2v—V  — S  — ©'  —  #  +  #'— (jr—r)  —  (i2—e)  +  (i2'  —  ^)] 

—  iêî''iy//'cos[— V+  S  — «}'  — îi  +  îi'  +  (;r  — /•)  — (i2—  #)  +  (£'—»')] 
+  \  ^{'-'rj'IF  cos  [v  —  S'  —  Ai  +  »■  —  (ff'  —  r)  —  {Q-^9)  +  {ii'  —  9')] 

Cette  formule  se  continue  A  la  page  suivante. 
Traité  des  orbites  absoluts.  39 
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+  '-^{•'rj'II'  cos[v  —  2V  — 5)'  — ^  +  d'  +  {7r'—r')  —  {Q—  6)  +  {û' —  ff)] 

-\-j£f'r3^I'cos[2v  +  V  —  5i  +  S}'—'»  —  &'—{7:—r)  —  {Q—e)  —  {Q'—8')] 

+  i el'-'rjir  cos [V  +  ®  +  «5'  —  *  —  ^'  +  (ff  —  r)  —  (û  —  #)  —  {Q'  —  <?')] 

—  i|l-'V-^/'cos[v  +  2V  +  S'  — î»  — S'  — (;r'  —  O  —  (Û—  (9)  — (.12'—  ^)] 

—  '-Vr^rj'ir  cos  [V  +  ©'  —  s  —  ,?  +  (r-  —  T')  —  (i2  —  »)  —  (Û'  —  W')]. 

,  ,       9  cos  H 

(34,  «,3)      ^7-  = 

—  \£\'-'yj{P  +  /")  sin  [2v  —  V  —  S  —  ©'  —  (ff  —  0] 

—  i£r'iy(/»  +  /'")  sin  [—  V  +  S  —  S'  +  (;r  —  F)] 
+  \^\'-'vV"  +  n  sin  [v  -  ©'  -  (JT'  -  O] 

+  \  el'»  iy'(/'  +  /'^  sin  [v  -  2  V  -  ffi'  +  (;:'  -  T')] 

+  isï-'oy/'  sin[2v  +  V—  ©  +  5'  —  2^  —  (;r—  T)  —  2(ii—  »)] 

+  .  .., 

(35, ',3)    pcosH  = 

—  '^rj{P  +  I")cos[2v  —  Y  —  B  —  ai'  —  {ir—  F)] 

—  i57(7»  +  /")cos[— V  +  ®--5}'  +  (^— r)] 

+  |îy/'  cosfav  +  V  —  ©  +  ©'  —  2*  ~  (JT  —  r)  —  2(i2  —  S)] 
+  |57rco8[V  +  ffi  4-ffi'— 2S  +  (?r— O  — 2(i2— #)] 
+  |îy/'*  cos[2v  +  V  —  ©  +  ©'  —  2*'  —  (;r  —  O  —  2(i2'  —  0')] 
+  i;?/"  cos [V  +  ©  +  S'  —  2Îi'  +  (;r  —  I")  —  2(i2'  —  #')] 

Cette  formule  se  continue  ft  la  page  suivante. 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  II.  307 

+  '-rjH'  cos[2v  —  V  —  S  — S'  —  d  +  ^'_ (jT—  /•)  —  (i^—  0)  +  (iJ'  —  S')] 

+  \yjjr  cos[—  V  +  S  —  ©'  —  *  +  *'  +  (r  —  /•)  —  (i2—  »)  +  (i^'—  »')] 

—  i  jy //' cos  [2  V  +  V  —  ®  +  ffi' —  ^  —  ^' —  (r  —  r)  —  (  û  —  W)  —  (i2' —  é^)] 

—  Joy/r  cos[V  +  S  +  ô5'  —  ^  —  ^'  +  (;r—  Z")  —  {U—S)  —  {ii'  —  »')]. 

-,  V  3  008  ff 

(36,1,3)     /o^7-  = 

|î7(/»  +  /")  sin  [2v  —  V  ~  ®  —  S'  —  (;r  —  /')] 

+  lrj{r  +  I'^sm[-Y  +  S-  B'  +  {tt-  F)] 


—  I^r  sin  [2v  +  V  —  S  +  ©'  —  2*  —  (îT  —  r)  —  2(i2  —  i9)] 


(37,1,3)       p'cosH  = 

—  î iy' (7 »  +  /'»)  cos  [v  —  S'  —  (ff'  —  7^')] 

—  i57'(7»  +  7")  co8[v  —  2V  —  55'  +  {it'  —  7")] 

+  lr}'r  cos [v  +  2V  +  ©'  —  2^  —  (;:'  —  T)  —  2{ii  —  $)] 

+  |5y'7'  cos [v  +  i5'  —  2»  +  {n'  —  F)  —  2{ii  —  S)] 

+  iiy'7"  cos  [v  +  2V  +  S'  —  2*'  —  (ff'  —  r)  —  2(5'  —  »')]     - 

-h  |iy'7"  cos  [v  +  S'  —  2»'  +  {n'  —  7")  —  2{Q'  —  9')] 

+  '-rj'ir  cos[v  —  5J'  —  ^  +  îi'  —  (j/  —  T')  —  (i2  — -#)  +  {ii'  —  B")] 

+  iîy'77'  cos[v  —  2V  —  ffi'  —  îi  +  *'  +  (ff-  —  7")  —  (û  —  #)  +  (i2'  —  6')] 

—  \riU'  cos  [v  H-  2V  +  ©'  —  5  —  d'  —  (jr'  —  r)  —  (û  —  é^)  —  (i2'  —  &)'\ 
~\riir  cos[v  +  ©'  —  i»  —  *'  +  (;:'  —  P')  —  (i2  —  é^)  —  (i2'  —  B% 
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(38,1,3)     p-^^  = 

iW  +  7")  sin  [v  —  S'  —  (;r'  —  /")] 
+  g37'(^'  +  n  sin  [v  —  2  V  —  ®'  +  (;r'  —  H)] 
—  Itj'P  sin  [v  +  2V  +  ffi'  —  2^  —  (;r'  —  F')  —  2{ii  —  6)] 

.     .    .    j 

(33.4.3)  C0S2i/  = 

^  £^'-'iy(i'  +  /'*)  cos  [3v  —  2V  —  ffi  —  2(5'  —  {tt  —  F)] 
+  îsf''?(^'  +  I"^  cos[v  —  2V  +  s  —  255'  +  (ff  —  r)] 

—  î^î'"''7'(^'  +  n  cos[2v  _  V  —  2S'  —  (;r'  —  F')] 

—  Z^^riV"  +  n  cos[2v  —  3V  —  2S>'  +  (^r-  —  /")] 

—  i  e^'jy/'  cos  [v  +  2V  —  55  +  2S'  —  2^  ^  (;r  ~  r)  —  2(i{  —  «)] 

—  ie^-'5y/'cos[— V  +  2V  +  5)  +  2f5' —  2^  +  {::  —  I)  —  2{ii—  0)] 
+  i^î'^jy^"  cos  [3V  +  2ÔJ'  —  2^  —  (jT-  —  rO  —  2(i2  —  <?)] 

+  i?î'-' V-^'  cos  [V  +  25J'  _  2*  +  (;r'  —  P)  —  2(Û  —  «)] 

—  '-sl'^-'r}!"  cos[v  +  2V  —  ©  +  2t5'  —  2^'  _  («■  _  T)  —  2{ii'  —  0')] 

—  i  £?''•-' 37/"  COS[—  V  +   2V  +  ©  +  2©'  —  2#'  +  (ff  —  r)  —  2(i2'  —   »')] 

+  Jfî''y/'*  cos[3V  +  2©'  —  2^'  —  (;:'  —  r)  —  2(ii'  —  6»')] 
+  i|î'-'oy'/"  cos[V  +  2©'  —  2^'  +  («•'  —  r)  —  2(i2'  —  0')] 

—  s'/--'7}ir  C08[3X—2Y— (0—210'—^  +  »'— {TT—f)  — {a  — 0)-{-  (H'—ff)] 

—  £^'3777'cos[v  —  2  V+  ©  —  2©'—  »  +  d'+  (r — /•)  —  (ii_  #)  +  (ii'_  »')] 

Cette  formate  se  continue  ft  la  page  suivante. 
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+  cî'-'iy'/i'  cos[2v  —  V—  2®'— ^  +  l'~{it'—  /•')  —  {ii—  B)  4-  (i}'—  é^)] 
+  e{'yj'ir  cos[2v  —  3V—  2(5'— J-\-  *'+  (a'— O  — (û—  S)  +  (i^'— #')] 

+  ey-^ir  cos  [v+ 2V—  ©  +  2©'—  tf  —  S'—  (ff — r) —{ii~e)~  (û— #')] 

+  e^'-'5y77'cos[—v+2V  +  fi)  +  2ffi'—^—^'  +  (jr— A")  — (Û~©)— (£'—#')] 

—  f î''3y'77' cos  [3V  +  2Ô5'  —  d  —  d'  —  (;r'  —  T')  —  {ii—0)  —  {Q'  —  0-)] 

—  er' riW  cos [V  4-  25)'  —  *  —  i^'  +  (;r'  —  T')  —  {H—B)  —  {Qf  —  «')], 

,  >  3cos2H 

(34,  =«,3)         '-^^  = 

—  £^-'57(7»  +  7")  sin  [3v  —  2V  —  S  —  25)'  —  (;r  —  T)] 

—  £^''7(7'  +  7")  sin  [v  —  2V  +  5)  —  25)'  +  (tt—  r)] 
+  ^\-'ri'{P  +  7'*)  sin  [2v  —  V  —  25)'  —  (;:'  —  7")] 

+  ^Vi{P  +  A")  sin  [2v  —  3V  —  25)'  +  (;r'  —  F')] 

—  2s^-'îy77'  sin[3v- 2V-5>-  25)'-^  +  ^'-(ff-7;) -(i!  -  #)  +  (i?'-  #)] 

—  2£'/'rjir  sin  [v  — 2V  +  5)--  255'— ^+  ^'  +  (;r— P)  — (i2—  #)  +  (i2'—  #')] 
+  2f '•-'5y'77'  sin[2v  —V—  25)'—  *  +  *'—  (;r'—  7^')  —  (û  —  #)  +  (i2'—  ^)] 
+  2fî''5y'77'sin[2v  — 3V— 25)'— ^ +*'+(??'+ 7")— (i^—#)  +  (i2'—^)], 

(35,2.3)     -  pcos2H  = 

-\ri{P  +  7"')cos[v-5>-(jr-70] 

—  \rj{P  +  7")  cos[3v  _  2V  —  5)  —  26)'  —  (ff  —  /')] 

—  J3y(7»+  7"')cos[v  — 2V  +  5)  — 25)'  +  (jr— /')] 
+  iîy7''  cos[3v  —  Gi—2d  —  {i:—r)—  2{ii  —  #)] 

Cette  formule  se  continue  à  la  page  suivante. 
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+  '-YjP  C0S[V  +  B  —  2»  -{■  {Z  —  r)  —  2{ii  —  ë)] 

+  '-Tjl'^  cos [3v  —  S  —  2»'  —  {t:—  r)  —  2{û'  —  0')] 

+  iiy/'*  cos[v  +  ®  —  2^'  +  (s-  —  r)  —  2{ii'  —  0')] 

+  '-r}P  cos[v  +  2V— «5+  2â)' —  2»  —  {i:  —  r)  —  2{îi  —  0)] 

+  Jjy/'cos[— V  H-  2V  +  55+  2(5'— 2»  +  (jr  —  F)  —  2{ii  —  0)] 

+  ijy/"  cos  [v  +  2V  —  ®  +  25)'  —  2^'  —  (;r  —  r)  —  2(i2'  —  0')] 

+  ^5y/"  cos[—  V  +  2V  +  ©  +  2©'  —  2»'  +  {7r—r)  —  2{Q''—  0')] 

+  '-r]ir cos[3v—2Y— Si—  215'— -^  -{■  &'—{7r—r)  —  {ii—  0)  +  (Q'—0')] 

+  '-r]ir C08[v—  2Y  +  (5—2(5'  —  &  +  »' -\-  {tt—  F)  — {ii  —  0)  +  [Q'- 0')] 

—  \rjir  cos  [3v  —  ©  —  î>  —  d'  —  (ff  —  r)  —  (û  —  »)  —  (ii'  —  &)] 

—  \rjir  cos[v  +  ©  —  5  —  d'  +  (;r—  T)  —  (i2—  #)  —  {Q!  —  &)] 

—  \  Tjir  cos  [V  +  2  V—  ©  +  2©'—  &~l-  —  {Tt—r)  —  {ii—0)  —  {Q'—  0')] 

—  i3y/7'cos[— v+  2V+©+  2©'— ,V—ii'+(jr—rj  — (£—#)  —  (£'— »')] 
+  '-Yjir  cos[v  —  ©  +  ^  —  ï>'  —  (;r—  O  +  {ii  —  0)  —  {W  —  0')] 

+  '--^11'  cos[—  V  +  ©  +  5  —  ^'  +  (a- —  r)  +  (û—  #j  —  (û'  —  #')], 

,     ,  s  a  C082ff 

(36,2,3)    p-^^  = 

\rj{P  +  7")  sin  [3v  —  2V  —  ©  —  2©'  —  (jr  —  T)] 
+  -iy(7»  +  7")  sin  [v  —  2V  +  S  —  2©'  +  (jr  —  T)] 


2 


577'  sin[3v  —  (5—2»  —  {7r—r)—2{Q—  0)] 

Otte  formule  se  continue  ft  la  page  suivante. 
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—  \rjP  sin  [v  +  fiî  —  2,y  +  (;r  —  r)  —  2{Q  —  S)] 

—  i 57/"  sin  [zy  —  B—  2»'  —  (tt  —  r)  —  2{Q' —  9')] 

—  '-rjl"  sin  [v  +  55  —  2^'  +  (tt  —  r)  —  2{Q'  —  S')] 


—  Tjir  sin  [3v  —  2  V—  s  —  25J'  —  îi  +  #'—  (tt—  T)  —  (i2  —  »)  +  (£'—  ^)] 

—  577/' sin  [v  —  2  V  +  55  —  255' —  ^  +  d' +  (s— r)  —  (Û  —  »)  +  (i2' —  »')] 
H-  ly//'  sin [^v  —  S  —  »  —  7^'  —  {ir—  r)  —  {Q  —  0)  —  (il'  —  ^.)] 

+  3y//'sin[v  +  55  _  ^  _  ry  +  (ff  _  r)  —  (û  —  #)  —  (i2'  —  »')], 

(37,2.3)  p'C0S2H  = 

—  i  5y'(/»  +  7")  cos  [ V  -  (;K  -  r')J 

—  Jîy'(/'  +  /")  cos  [2V  —  V  —  255'  —  (ît'  —  7^')] 

—  ioy'(/»  +  /'»)  cos[2v  —  3V  —  255'  +  (jt'  —  T')] 

+  '-Tj'P  cos[2v  +  V  —  2^  —  (î:'  —  T')  —  2(5  —  8)] 

+  '-TJ'P  cos  [2V  —  Y—2»-\-{7t'  —  F')  —  2{Q  —  &)] 

+  iî?'/"  cos  [2v  +  V  —  2,y'  —  (s-'  —  F')  —  2{Û'  —  »')] 
+  ^  7'/'*  cos  [2v  —  V  —  2^'  +(?:'  —  -T')  —  2(i2'  —  S')] 

+  ir}'rco8[3y-^2(5'  —  2»—{if—r')—2{Q—e)] 

+ '-rjT  cos[V  +  2î5'—2»+{7:-  —  r)  —  2{Q—e)] 

+  i  57'/'*  cos  [3  V  +  255'—  2&'  —  {7:'—r')  —  2{Q'  —  ^)] 

+  i;?'/"  cos  [V  +  25J'  —  2,y  +  (jr'  —  T')  —  2(i2'  —  &)] 

+  ijy'//'  cos[2v  —  V  —  255'  —  d  +  *'  —  (ff' _ T')  —  (iii  —  ^)  +  (i?*—  «-)] 

('«tte  formule  le  continue  ft  la  page  suirante. 
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+  i  riir  cos  [2 V  —  3V  —  2&  —  ,y  +  ê'  +  (;r'  —  T')  —  (i2  —  ^)  +  {Q!  —  »')] 

—  \riIT  cos[2v  +  V  —  #  —  5'  —  (jT'  —  T')  —  (i2—  ^)  —  (£'—  »')] 

—  ^V^/'  cos[2v  —  V  —  é>  —  *'  +  (tt'  —  T')  —  (fi  —  ^)  —  (i2'  —  ^)] 

—  \  yj'ir  cos  [3V  +  2&  —  »  —  *'  —(;:'  —  T')  —  (i2  —  ^)  —  (û'  —  (9')] 

—  Jjy'//'  cos [V  +  2S'  —  ^  —  ^'  +  (,:'  —  T')  —  (i2  —  «)  —  (i2'  —  &)] 
+  joy'//'  cos [V  —  îi  +  ^'  —  (;r'  —  T')  —  (i2  —  e)  +  (fi'  —  ^')] 

+  \yj'ir  cos[—  V  —  ^  +  ii'  +  (;r'  —  T')  _(£_#)  +  (fi'  _  ^)], 

C,S  \  .3C082H 

(38,2,3)  P  gy  = 

J57'(/'  +  /")  sin  [2v  —  V  —  2©'  —{■r'  —  F')] 
+  i V(^'  +  n  si"  [2v  -  3V  -  2ffi'  +  (;r'  -  T')] 

—  iîy'/'  sin  [2v  +  V  —  2^  —  (jr'  —  F')  —  2(fi  —  (9)] 

—  \ri'P  sin  [2v  —  V  —  2^  +  (s'  —  T')  —  2(fi  —  0)] 

—  i  7'/"  sin  [2v  +  V  —  2,y  —  (j/  —  r')  —  2(fi'  —  #')] 

—  i 5y'7"  sin  [2v  —  V  —  2W  +  (n'  —  P')  —  2(fi'  —  9')] 

—  rj'ir  sin  [2v  —  V  —  2S'  —  ii  +  *'  —  (;r'  —  P')  —  (fi  —  #)  +  (fi'—  #')] 

—  îy7/'  sin  [2v  —  3V  —  2®'  —  ,5»  +  îi'  +  (r'  —  J")  —  (fi  —  »)  +  {Q'  —  #')] 
+  3y'//'  sin  [2v  +  V  —  ,V  —  W  —  (r'  —  F')  —  {Q  —  ff)  —  {Q'  —  8')] 

+  Tj'ir  sin  [2v  —  V  —  ,y  —  ,?  +  (ff'  —  T')  —  {Q—S)  —  {Q-  —  #')]. 

En  continuant  ces  développements,  on  trouverait  des  expressions  dont 
le  nombre  des  termes  deviendrait,  de  plus  en  plus,  insupportablement  grand, 
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tandis  que  très  peu  d'entre  eux  acquerraient,  dans  les  théories  des  planètes 
principales,  des  valeurs  appréciables.  En  conséquence,  il  ne  parait  pas 
opportun  de  poursuivre  le  chemin  dans  lequel  je  suis  entré,  bien  que  les 
résultats  déjà  obtenus  ne  soient  pas  sans  intérêt,  pour  élucider  la  nature 
des  termes  cherchés.  Mais,  en  m'abstenant  de  donner  les  formules  défini- 
tives représentant  les  fonctions  dont  il  s'agit,  je  vais  en  revanche  indiquer 
les  expressions  complètes  de  e*N'-^')+"n^']  ^  ^g<[n(^-^')+>nT']  ^  ^  appartenant  aux 
valeurs  de  n  depuis  o  jusqua  5,  et  de  m:  —  2  ,  o  et  +  2,  ces  valeurs 
toutefois  restreintes  à  ne  donner  la  somme  n  +  m  pas  plus  grande  que  5 . 
Les  termes  appartenant  à  d'autres  valeurs  de  n  et  de  m  ne  causeront  guère 
des  inégalités  sensibles.  Les  formules  qui  suivent  ne  renferment,  bien 
entendu,  que  les  termes  du  premier  degré  par  rapport  aux  fonctions  diasté- 
matiques. 

Voici  les  expressions  dont  il  s'agît,  et  qui  se  déduisent  presqu'immé- 
diatement  en  vertu  des  formules  générales  données  dans  le  n*^  59:  elles 
nous  ont  servi,   d'ailleurs,   à  calculer  les  expressions  (33,  1,3)  ..  .  (38,2,3). 

(39,  a)  è"'^'  =  —  eîi^'^îyé-^'^^>+*tv+3v-cD+2«'] 

a.   ^«,-l^'g^(»r'-n+'[V+î«] 

(39,  b)  e^'-^^  =  —  ef'-^îyé-*<''-^'>+'t^^-^-'^-'^'J 

gf,l^g'(ïr-n+<[-V+û-i&'] 

(39,  c)  .  e'^^^^'^  =  —  ef.ï^e-<(^-n+i[«T+v-ô+û'] 

gf,-l^g<(ïr~/')+*[V+ô+ô'J 

Traité  des  orbites  absolues.  40 
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(39,  d)  C^'-*^'>  =  —  5Î*''-*gye^'-^+'t'""'''-*-»^'^ 

(39,   g)  e^«T-4T)  ^    _   ^4y,-l^^-<(,r-r)+<riv-4V-«-4*1 

J.    ^4,-1     /^-<(jt'-r)+t[4T-8V-4«'J 

(39,  h)  e**^^-^'>  =   —  g8y.-l^e-'(»r-r)+<[4v-8V-«-8û'] 

g8f,l^f(n--r)+t[«T-8V+ô-8û'] 

I      ^8,-1     /^-<(«'-r)+<[4T-2V-8«5'] 
I     ^8,1     /g<(îr'-n+<[8T-4V-8«'] 

(39,  i)  e*^»^-'')  =  —  ef'~*,ye-'<«^^>+«*^-^-^-'J 
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(39,  j) 


(39,  k) 


(39,  1) 


(39,  m) 


(39,  n) 
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g4y,l^g«(»r-r)+<l8'-'*V+i5-4«'J 

+   f*»-*»'g~*('^-^*'>+*t*^-*V-4«'] 

I      ^2,l^'gi(»r-/'')+»[4T-»V~26'] 


fi.5f  »1  -,/,<(ïr-r)+/[4v-8V+«-8wT 


315 


I      p3,l     /^<(ït'-r)  +  i[5T-4V-8«J 
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(40,  a)  2/?e"^'        =       ^^-«^-/O+iEv+av-ô+w] 

I     ^^t(ff-r)+t[-v+2V+i5+2ù'] 

(40,  b)  2/>ô'^'-*''>    =       ^e-^'^-^'^+'t^^-^-^-^'J 

(40,  c)  2/?e^'+''^    =      ^e--^'^~n+»UT+v-.ô+«>'j 

(40,   d)  2/>e^^^-'^'>    =       ,  ^g~i(;r-/')+.T2.-8V-cD-Sài] 

(40,  e)  2/>e'^^-''>  =       ^e-^''-''^+^'^-'^-^-^*^'^ 


(40,  f)  2/?a^*^        =  rje- 

I  ^g»(îr-/')+»iT+à»J 

(40,    g)  2/?e*^^^~'"'^  =  50^ -'('f-/*)+«[»^-4V-cù-4«ù'J 

I  ^gt(T-r)+»Tv-4V4à>-4iD'J 

(40,    h)  2/?e^*<^"''^     =  gyg-»>-/')+i[4y-8V-«>-8côJ 

(40,  i)  2/?e*^'^~^>  =  ^e-'('^-''^+*t*^-^-*^-*^'J 

(40,  j)  2/?e^''~*^'>  =  3yg-<(«-/')+tT4v-6V-cô-5«i'] 
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(40,  k) 


(40,  1) 


(40,  m) 


(40,  n) 


(41,  a) 


(41,  b) 


(41,  c) 


(41,  d) 


(41,  e) 


(41,  f) 


2/,^4tXv-T')    __  _»(„_/')+i[6v-4V-t5-4cù'J 


,f(;r— /')+i[8v— 4V+«Ù— 4<Ù'] 


+  ^^ 


I  jygi(;r-y)+f[8v-2V+iù-3cù'J 

2^5<(v-v')    »«  ^-i(ff-y>+i[6v-5V-«-««'] 

I  jyg»(»r-/')+»[4v-6V+cù-6«ù'J 

2/^g'(«^-8^')  =  ^^-t(;r-/')+i[6v-8V-cà-8w'] 

I  ^^i(;r-/')+i[4T-8V+«-8c&'] 

2/^'gî<(v-v')  _-  »g-*(/r'-/")  +  l[2v-V--2«ù'] 

I  jy'gt(»r'-r)+ï[2v-gV-2<&'J 

2/>V'  =  jy'g-<(«-'-/")+<[2v+V] 
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(4 1  ,   g)  2p'é^^-^'''  =  ^'g-i(.'-r)+i[2v-3V-4«  j 

(41,  h)  2^V^^-^'>    =         ^'^-i(.'-rmT8v-2V-3..'] 

(41,   i)  2/>'6^»^-"'>     =  5y'e-i(^'-n+tT8v-<i>'J 

I     ^'gi(?r'-/*')+il8v-2V-<ô'] 

(4 1  ,  j)  2^'e*^«^-^^'>  =  ^'g-t(:r'-/")+,t8v~4V-C«,'J 

(41,  k)  ip'e'"^'-''^  =      ^'g-it/"-n+44v-8v-w] 

(41,1)  2p'e'^''-'''^  =  5y'g-K-'-/")+i[4v-V-2a1 

-1-  ^'^i(ff'-r')+i[4v-8V-îdi'] 

(41,   m)  2/>'6*'<^-^'>     î=  ^,^^.'-/")+i[6v-4V-5cD] 

-L  jy'^îr'-r')+i[6v-6V-«<&'] 

(4 1 ,  n)  2^V^*^-'»^'>  =       ^'^-i(^'-r')+i[6v_2v^3«>'] 

Avec    ces   formules   sous   les   yeux,   on  écrira,  et  presque  sans  calcul, 
les   termes   de    cosnHy    ou   bien    ceux   de  p  cosnE  ^  p' cosnH  y  p , 

p' ,    appartenant   à   un    certain  argument  dépendant  de  v  et  de  V. 

En    effet,    puisque   les   divers   termes   de    coswS"  donnés  dans  le  n°  50  se 
mettent  sous  la  forme 

T  =  l  cosL  cos  [n(v  —  V)  +  mv']  —  l  sîn  L  sin  [n(v  —  v')  +  mv'], 
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d*où  il  découle: 

pT  ==  l  cos L,p  ces [n(v  —  v')  +  mv']  —  l  ^uL.p  sin  [n(v  —  v')  +  mv'], 

ainsi  qu'une  formule  analogue  de  p'T,  il  suffira,  pour  arriver  au  résultat 
cherché,  de  prendre,  des  formules  que  nous  venons  d  exposer,  le  terme 
appartenant  à  largument  dont  il  s'agit,  de  multiplier  son  coefficient  par  î, 
et  d'ajouter  à  son  argument  Tangle  L. 

Ainsi  par  exemple,  s'il  s'agit  de  mettre  en  évidence  les  termes  du 
troisième  degré  à  caractère  diastématique  s'obtenant  de  l'expression  de  cos  y  H, 
et  dont  la  partie  de  l'argument  qui  dépend  de  v  et  V  sera  v  seul,  on 
trouvera  tout  de  suite  l'expression  que  voici: 

_L_cos  7H=  —\i{P  +  r^  cos[v  —  m'  —  iTt'  —  r)] 

+  Jiy'r  cos[v  ^&  —  2»^{7t'  —  r)  —  2{ii—  S)] 
+  Jy/''  cos  [v  +  s'  —  2W  +  {tt'  —  r)  —  2{Q!  —  ff)] 
+  Irj'ir  cos  [v  —  &—  »+»'—  {TT'—r)  —  {Q—e)  +  {Q'—0')] 
+  l  rlIT  cos  [v  —  S'  +  *  —  *'—  {7t!—r)  +  (i2—  B)  —  (Û'—  »')] 
—  f3y'//'cos[v+©'— *  — *'  +  (;r'— rO  — (Û-»)  — (i2'— ^)]. 

On  se  convaincra  facilement,  en  inspectant  les  formules  exposées  précé- 
demment, que  les  termes  omis  dans  l'expression  de  cos  yH  que  nous  avons 
donnée  dans  le  n°  50,  ne  contribueront  en  rien,  en  ne  considérant  que  la 
première  puissance  des  fonctions  diastématiques,  aux  termes  de  la  forme 
envisagée. 

En  étendant  les  procédés  que  nous  venons  d'expliquer  aux  termes 
d'un  degré  plus  élevé  que  le  troisième,  il  y  aurait  très  peu  à  ajouter  aux 
règles  précédentes.  S'agirait-il,  par  exemple,  des  termes  du  quatrième  degré 
par  rapport  aux  fonctions  anastématiquçs  et  du  premier  degré  relativement 
à  oy  ou  à  07',  on  les  trouverait  tout  simplement,  en  introduisant,  dans  les 
expressions  du  quatrième  degré  du  n°  50,  les  valeurs  précédentes  de  cos  2v', 
cos  (v  —  v'),   etc.     Mais  si  l'on   cherchait  des  termes  affectés  d'un  facteur 
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diastématique  du  troisième  degré,  il  faudrait  dabord  qu'on  mît  en  évi- 
dence les  termes  du  troisième  degré  des  fonctions  cosv',  cos(v  —  v'),  etc. 
ce  qui  s  effectuerait  en  introduisant,  dans  les  formules  (12,  0,0,3),  .  .  .  des 
valeurs  spéciales  de  n,  et  en  ajoutant  aux  arguments  certains  multiples 
pairs  de  v .  Après  en  avoir  trouvé  les  résultats,  les  termes  demandés  s'ob- 
tiendraient comme  auparavant. 

H  pourra  se  monti'er  avantageux,  à  certaines  occasions,  d'exprimer  les 
cos  nH  de  la  manière  que  nous  avons  indiquée  dans  le  numéro  51,  c'est-à-dire, 
au  moyen  des  fonctions  J  et  j',  de  leurs  dérivées  et  des  fonctions  trigono- 
inétriques  des  multiples  de  l'angle  v  —  v'.  Pour  opérer,  dans  les  expressions 
qui  se  présentent  alors,  les  transformations  .destinées  à  remplacer  l'argu- 
ment v'  par  V,  ainsi  que  pour  établir  les  expressions  des  produits 
pl^e^^^~^\  etc.,  il  serait  utile  de  s'être  procuré,  un  tableau  renfermant  les 
expressions  transformées  de  tous  les  produits  dont  il  s'agit.  Mais  comme 
un  tel  tableau  se  dresse  presque  immédiatement,  en  vertu  des  formules 
(20) — (26)  et  (39) — (41),  je  me  dispense  de  le  communiquer. 
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Développement  de  la  fonction  perturbatrice. 

Dans  les  équations  différentielles  dont  l'intégration  porte  sur  la  dé- 
termination des  coordonnées  d'une  planète  comme  fonctions  du  temps,  on 
donne,  avec  Lagrange,  aux  composantes  des  forces  troublantes  la  forme 
de  dérivées  partielles  d'une  seule  fonction  nommée  fonction  perturbatrice. 
Cette  fonction,  symétrique  par  rapport  aux  coordonnées  des  diverses  planètes 
et  ne  dépendant,  ni  immédiatement  du  temps,  ni  des  dérivées  des  coor- 
données, est  néanmoins  dune  nature  tellement  compliquée  qu'il  n'y  aurait 
aucun  espoir  de  parvenir  aux  intégrales  des  équations  du  mouvement,  ni 
même  à  des  valeurs  approchées  de  ces  intégrales,  si  Ton  voulait  retenir  les 
dérivées  dont  nous  avons  parlé  sous  leur  forme  primitive.  Il  en  naît  la 
nécessité  de  développer  la  fonction  perturbatrice  d'une  manière  telle  qu'on 
en  puisse  détacher  les  termes  exerçant  l'influence  la  plus  considérable  et 
qui,  mis  au  lieu  de  la  fonction  totale  dans  les  équations  du  mouvement, 
les  rendent  intégrables  au  moyen  d'approximations  successives. 

Déjà,  plusieurs  méthodes  d'effectuer  le  développement  dont  il  est 
question  sont  mises  en  usage;  mais,  de  ces  méthodes,  il  faut,  lorsqu'il 
s'agit  d'établir  la  théorie  absolue  d'une  planète,  éviter  toutes  ceUes  qui 
n'ont  pas  le  caractère  purement  analytique.  Il  faut,  en  d'autres  mots,  pour 
atteindre  le  but  proposé,  éviter  les  procédés  d'interpolation  et  se  restreindre 
à  n'employer  qu'un  mode  de  développement  tel  que  les  diverses  quantités 
variables  d'où  dépend  la  fonction  perturbatrice,  les  fonctions  diastématiques 
et  anastématiques  non  moins  que  les  fonctions  trigonométriques  ordinaires, 
soient  mises,  algébriquement,  en  évidence. 

Parmi  les  méthodes  purement  analjrtiques  maintenant  en  usage,  il  suffit 
de    mentionner    celle  de    Laplace,    notablement    perfectionnée   par  Poisson 
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et  Leverrier;  celle  de  M.  Newcomb,  laquelle,  au  fond,  repose  sur  le 
même  fondement  que  la  méthode  de  Laplace;  la  méthode  de  Hansen 
et  finalement  la  méthode  de  M.  Backlund  qui  dérive  du  même  principe 
que  celle  de  Hansen,  et  qui  ofEre,  au  calculateur,  au  moins  les  mêmes 
avantages  que  celle-ci,  mais  dont  le  mécanisme  paraît  plus  simple  que  les 
procédés  de  Hansen. 

La  méthode  que  je  vais  employer  dans  l'ouvrage  présent,  offre  les 
mêmes  avantages  que  les  méthodes  de  Laplace-Leverrier  et  de  Newcomb; 
mais  elle  n  est  en  même  temps  aucunement  inférieure,  ni  même  au  point 
de  vue  du  calcul  pratique,  à  celles  de  Hansen  et  de  Backlund,  notamment 
si  Ton  emploie  les  tables  de  M.  Masal;^  elle  tient,  pour  ainsi  dire,  le 
milieu  entre  les  méthodes  énumérées.  J'en  ai  donné  d'ailleurs,  il  y  vingt 
cinq  ans,  un  aperçu  rapide.^ 

Mais  avant  d'entrer  dans  l'exposition  du  détail  de  la  méthode  dont  il 
s  agira,  je  vais  rappeler  certaines  propriétés  de  la  fonction  perturbatrice  qui 
nous  seront  utiles  dans  la  suite. 


CHAPITRE   I. 
Généralités  sur  la  Fonction  perturbatrice. 

64.  La  fonction  perturbatrice  étant  formée  par  une  somme  de  termes 
tout  à  fait  semblables,  on  pourra  examiner  ses  propriétés  essentielles  et  exé- 
cuter formellement  son  développement  en  ne  considérant  que  des  formules 
relatives  à  un  seul  de  ces  termes.     Néanmoins,  il  sera  utile  de  mettre  en 


*    Masal,    Tables    de    l'intégrale 


2 
(I  — a'sinjp')» 


[Astronomiska  iakttagelser 


oeh  undersôkningar  pâ  Stockholms  observatorium.     Vol.  IV.      189I.] 
'  AstroDomische  Naehrîchten.     Vol.  LXX.      1868.. 
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évidence,  tout  d'abord,  l'expression  complète  de  la  fonction  perturbatrice, 
vu  qu  on  doit  tenir  compte  simultanément,  dans  le  calcul  des  inégalités  du 
deuxième  ordre  ou  d'un  ordre  plus  élevé  par  rapport  aux  masses  troublantes, 
de  plusieurs  des  termes  mentionnés. 

Prenons  pour  l'unité  des  masses  celle  du  soleil,  et  désignons  par 
w^  ,  Wft ,  .  .  .  les  masses  des  diverses  planètes  a  ,  6  ,  .  .  .  .  Posons  ensuite, 
en  désignant  par  f  un  facteur  constant  inaltéré  pour  toutes  les  planètes  et 
dépendant  des  unités  de  temps  et  des  distances  qu'on  a  choisis: 

/4  =  />Wa,         /ii  =  M,     .   .   .  ; 

désignons  par  x^  ,  Pa  j  ^a  y  ^b  y  -  •  -  l^s  coordonnées  rectangulaires  rapportées 
à  des  axes  fixes  se  coupant  dans  le  centre  du  soleil,  et  admettons  finale- 
ment la  notation 


ii.,  =  //; 


«*«<  +  Vkyi  +  titzi 


[{X,  -  x.y  +  (y*  -  y,y  +  {zt  —  z.YY  [x]  +  y]  +  z^^ 


Cela    étant,    la    fonction    perturbatrice    complète    relative    aux    forces 
troublantes  qui  sollicitent  la  planète  a  sera: 

a,  =  a,,,  +  ii„., ^  ii,^,  +  .... 

On  écrira  de  même: 

ii,  =  ii,,^  +  Q,,  +  ii,^,  +  .  .  .  , 

etc.; 

et  on  aura,  en  admettant  les  notations: 

fia  =  f{^  +  wO;       /^  =  /"(a  +  »0;    e^- 

rl=icl  +  ijl  +  z\\         r\  =  xl-^y\'\-  z\\     etc., 
les  équations  du  mouvement: 

d^llk    iMfk  ^  dût 
dt'    "*"    r\         ai/*' 

d'^Zk    .   HkZk  _  ^Qk 
de    "*"    rî    ""  d^t  ' 
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Dans  la  suite,  lorsqu'il  ne  sera  pas  nécessaire  de  distinguer  les  diffé- 
rents indices,  on  pourra,  en  considérant  une  planète  quelconque  k  attirée  par 
une  autre  l ,  omettre  ces  indices  et  écrire  x'  ^y\  z'  au  lieu  de  Xi  ^  iji  ^  z^ 
en  sorte  que  Ton  aura: 


(0 


d*x  f^/Jtx 
dt*  +  r' 

_9Q 

~  9x 

df  "*"  r' 

~9y 

d*z  fiz 
df  "*■  r* 

dz 

ainsi  que  lexpression 


XX  +  yy   +  zz 


En  admettant  encore  la  notation 

A'  =  (a;  -  xr  +  (y  -  y'Y  +  (^  -  ^r, 
l'expression  de  la  fonction  Q  sera  donnée  par  la  formule 


(2) 


ii  =  tx' 


I 

xx  +  yy'  +  zz 

A 

r* 

65.  Dans  ce  qui  précède,  la  fonction  perturbatrice  a  été  exprimée 
comme  fonction  de  coordonnées  rectangulaires  rapportées  à  des  axes  fixes, 
mais  cette  fonction  s'exprime  aussi  moyennant  des  coordonnées  relatives  à 
des  directions  variables.  En  effet,  si  nous  désignons  par  f  ,  î?  ,  C,  f ',  3y',  C  les: 
coordonnées  rectangulaires  des  planètes  k  et  Z,  ces  coordonnées  rapportées  à  un 
plan  mobile  passant  par  le  centre  du  soleil,  et  que  nous  supposions  qu'on  ait: 


(I) 


(II) 
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et 


^x'  +  yif'  +  zz"  =  çf  +  rjtj'  +  ^' 


A'  =  (e  —  f  )'  +  (,  —  5y')'  +  (C-  O'. 


relations,  dont  la  vérité  est,  du  reste,  immédiatement  manifeste. 

Mais  considérons  encore  un  troisième  système  d'axes  rectangulaires  et 
mobiles  ayant  aussi  l'origine  dans  le  centre  du  soleil;  désignons  les  coor- 
données de  la  planète  l  rapportées  à  ces  nouveaux  axes  par  ^l  ,  rj[  ,  Cij  et 
admettons  les  relations 


(III) 


En  comparant  ces  expressions  des  coordonnées  x',  y',  z'  avec  les  expressions 
(II),  on  obtiendra  sans  difficulté  les  équations 


(IV) 


(  f  =  Ae,  +  A,73[  +  A,C{, 


-4  ,  -4j  ,  -^2 ,  B,  etc.  ayant  la  signification  signalée  dans  le  n°  54,  notamment 
dans  les  équations  (9),  (9')  et  (3"). 

Entre  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  perturbatrice  relatives  aux 
coordonnées  des  divers  systèmes,  il  existe  quelques  relations  utiles  à  rappeler. 

On  obtient  d abord  celles-ci: 


aC' 


,(3) 


3y 

dû  dû 

â7  =  «^^  +  /^^ 


dri 

dû 


dû 


»  dr,  "^  ^■*  d: 
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d'où  Ton  tire  la  suivante: 
(4) 


ai?  ,     ai?  ,      ai?       .ai?  .      ai?  ,    ^^Q 
^a-7  +  y^j^  %T  =  ^7  +  '^a,-  +  ^aT 


On   déduit  encore   des  relations  signalées,  en  ayant  égard  aux  expres- 
sions (c),  (c'),  (c")  du  n°   i6,  les  suivantes: 


(5) 


.a^ 

', — 
aar 


ai?v 


ai?         /.ai»        9Q\  .    -  (^^Q  .ai?\  .  (  iQ  ^a£\ 

ai?        ai?         /.ai?        dS\  ,    .  /..ai?  .ai?\  ,  /  dû  .aj2v 

d'où  il  découle,  réciproquement: 

r.ai?        9û         /  iû        ai?^  ,       /  ai?  ai?\  ,  /  ai»  ai?\ 

.ai?      .ai?      a  /  3J2        3^\  .   a  /  9i?  ai?\  ,  ./  ai?  a£\ 


(5') 


ai?      .ai?         /  a£        ai?\   ,       /  ai?        ai?\    ,     /  ai?        ai?\ 


Passons  maintenant  aux  relations  où  figurent  les  coordonnées  polaires 
des  deux  planètes.     Nous  admettons,  comme  auparavant,  les  expressions 

a;  =  r  cos  b  cos  Z ,         x'  =  r'  cos  6'  cos  Z', 
y  =  r  cos  6  sin  Z,  ^  =  r'  cos  6'  sin  /', 

z  =  r  sinby  z'  =  r'  sin  6' , 

^^'  +  î(y'  +  -s^-s?'  =  ^^'  cos  ^, 
ce  qui  nous  donne,  immédiatement: 
(6)  A'  =  r'  +  r''  —  2rr'  cosi/^, 

I  rr'  cos  H 


(7) 


iii  =/i' 
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Avec   les    expressions   signalées,    on    parvient  facilement  aux  relations 
suivantes  entre  les  dérivées  partielles: 


(8) 


dû 

dr 


aJ2  ,      dû  ^      dû 


dx 


dz 


dû 


dû 


dl         ^  dy       ^dx' 

dû              .    ,        jdû          .    ,    .    jdû  .  jdû 

-7-  =  —  r  sin  ft  cos? r  sin  b  sin  / h  r  cos 6  —  , 

do  dx  dy  dz 


ainsi  quaux  relations  inverses  que  voici: 


(80 


dû  _ 

dx 


—  = 


mil  dû  ,  A  jdÛ         *    .dû\ 

1  zr  +  cos  /  r  cos  6 sin  6  -r   , 

cos  bdt  dr  do  * 


cobI  dû  ,  .  , 
— T  rr  +  8in  / 
cos  6  dl 


,dû        .    ,dû\ 
r  cos  0 sm  6-r    > 

dr  do 


dû  .    ,dû  ,         y  dû 


On   'déduit   encore   les   formules   données    ci-dessous,  dont  la  première 
n*est  qu'un  simple  renversement  de  la  deuxième  des  équations  (8): 


(9) 


X- 


.3^ 

'3y 


9Si       m 


~y^-îr' 


9Û 

de  ' 


dQ 

^7  = 


Binh^mldû  jdû 

cos  b     dl  db 

sin 6  cos/  dû  ,      .    Tdû 

cos  b     dl  db 


66.     Figurons-nous    maintenant    qu'on    veuille    choisir  les  coefficients 
a  ,  ^ ,  ^ ,  a,  ,  .  .  .  ,  a',  /9',  .  .  .  de  manière  à  avoir  toujours: 

C=o;         C,'  =  o, 

ce    qui   amènerait    la   nécessité   de  déterminer  les  coefficients  dont  il  s'agit 

conformément   aux   règles   du    deuxième    chapitre   du  premier  livre.     Nous 

aurons  alors: 

^  =  r  cos  t?  ;  7j  =  r  sinv  y 

Ç[  =:  r'  cos  v'  ;  rj[  =  r'  sin  v', 
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et  nous  parviendrons,  en  vertu  des  équations  (IV),  aux  expressions 

f  =  r'  {cos  {v'  —  r)  cos  I  —  sin  {v'  —  T)  sin  2'  cos  J] , 
(lo)  Yj'  =  r'[cos{v'  —  r)8\nI  +  sin  (t;'  — T)  cos  J  cos  J}, 

C'  =  —  r'  sin  Jsin  {v'  —  T). 

En  mettant,  dans  les  équations  (8)  et  (9),  ^,  07 ,  Cet  t;  au  lieu  de  x,y  yZ 
et  Ij  ainsi  que  rfj  au  lieu  de  cos  bdb,  et  en  faisant  finalement  Cégal  à  zéro, 
on  aura  tout  de  suite: 


('0 


â7' 


dû      dH 


'ac 


9w 


et  puis,  les  relations  réciproques: 


(II') 


ai?  mivdQ  .  9j2 

—  = —  +  cosv— , 

9c  r    au  ar 

ai?  cosyai^   .      .       dQ 


Après  avoir  obtenu  les  relations  précédentes  entre  les  dérivées  par- 
tielles, nous  allons  en  chercher  les  expressions  qui,  du  reste,  dérivent 
très  facilement  des  différentes  formes  par  lesquelles  on  a  représenté  la 
fonction  perturbatrice.     Nous  aurons,  en  effet,  par  Téquation  (2): 


('2) 


--/i' 


dQ 
dû 
dû 


X  X 


-A 


A* 

.\y  —  y' 
\   A' 

Z  —  Z 


+  1 


A' 


+ 


sr 


et  nous  obtiendrons  des  expressions  tout  à  fait  analogues,  si  nous  rempla- 
çons, soit  dans  l'expression  de  Q,  soit  dans  les  équations  (12),  x  par  $, 
y  par  tj  et  z  par  C=  o.     Il  viendra  ainsi: 
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3a9 


(IJ) 


97) 


=  —M 


=  —fl- 


V—V  4.1.1 


I         I 


A' 


Maintenant,  en  considérant  les  relations  suivantes  qu'on  obtient  facile- 
ment en  vertu  des  équations  (lo): 

^f  +  oyoy'  =  rr'jcos  {v  —  I)  cos  {v'  —  r)  +  sin  (t;  —  I)  sin  {v'  —  r)  cos  J} 
=  r/cosi/, 

^rj'  —  oyf  =  rr'[—  sin  [v  —  I)  cos  {v'  —  I')  +  cos  {v  —  I)  sin  {v'—  T)  cos  J} 

,  9  C08  ff 


=  rr 


dv 


on  parvient,  moyennant  les  équations  (ii),  aux  formules  que  voici: 


(14) 


9r 


r'  —  rr  cos  H       r  cos  H\ 


—  fïrr 


A' 

I  I 


'«    p 


ay 


formules   qui  s'obtiennent,   d'ailleurs,   au  moyen  de  dîfEérentiations  directes. 

Mettons    encore    en    évidence    une    relation    qui   nous  sera  utile  pro- 
chainement. 

En  comparant  la  formule 


aJ2  ,    , 

d  cos  H        ^ 


I  1 


qu'on  obtient  facilement,  avec  la  troisième  des  équations  (13),  il  résultera: 

dQ       C      3J2 


(15) 


aC        rr  a  cos  H 
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Mais,  puisqu'on  a  (équ.   3  du  n°  47): 

cos  H  =  cos  (v  —  v')  +  h , 

la  formule  trouvée  s'écrit  de  la  manière  suivante: 

(  f.\  ?^  =  ^?^ 

^^^^  9C        rr'ah* 

On  pourra  se  servir  de  ce  résultat  pour  obtenir  une  expression  re- 
marquable de  la  dérivée  — . 

Dans  ce  but,  reprenons  la  troisième  des  équations  (3),  et  introduisons-y 
d'abord  les  valeurs  (11)  des  dérivées  par  rapport  à  $  et  3y .  Il  viendra 
ainsi  : 

-—  =       a  A sm  t;  --  +  cos  V  — 

9z  *\        r  dv  dr 


I    û  h  ai?  ,     .      ai? 

+  3^1-  cosi;  —  +  smv  — 


En    considérant   les   formules   (D")    du  n**  22,  le  résultat  obtenu  se  trans- 
forme aisément  en  celui-ci: 

r— =  smtcosfv  — 6)— +  sintsm(v  —  6)— +  cost^^, 

expression   qui,   en   vertu  des  équations  (46)  du  numéro  cité,  s'écrit  de  la 
manière  suivante: 

^    '^  a^         i  +  gdvdr  "^  ^  ar   "^  V  ^  {i  +  g)'  \dv)   r  ah  ' 

Mais  dans  cette  formule,  il  faut  encore  exprimer  la  fonction  C'  au  moyen 
de  j,  de  j'  et  des  dérivées  de  ces  quantités. 

Pour  y  parvenir  promptement,  considérons  les  équations  suivantes  qui 
découlent  immédiatement  des  formules  (18)  du  n°   53: 
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sin  JsinS'  =  sin  i  sin  (e  —  e')  cos  (9'  +  G') 

—  (cos  i  sin  i'  —  sin  i  cos  i'  cos  (0  —  0'))  sin'(9'  +  G'), 

sin  J"cos  r  =  —  sin  i  sin  (o  —  0')  sin  (9'  +  G') 

—  (cos  i  sin  V  —  sin  i  cos  ê'  cos  (0  —  0'))  cos  (0'  +  (?'). 
On  en  tire: 

sin  J  sin  (v'  —  ^')  ="  —  sin  i  sin  (0  —  0')  cos  (v'  —  0') 

—  (cos  i  sin  i'  —  sin  i  cos  i'  cos  (0  —  0'))  sin  (v'  —  0')  ; 

et  maintenant,  si  nous  rappelons  l'expression  de  cos  (0  —  0')  que  nous  avons 
donnée  dans  le  n°  51,  que  nous  remplacions  cosi'  par  la  valeur 


i-^ini'^(i  +f), 


que  nous  introduisons: 


I  dl 

sin  i  sin  (v  —  0)  =  j  ;  sin  ê  cos  (v  —  0)  =         _  -.- , 

sin  i'  sin  (v'  —  0')  =  j'  ;         sin  i'  cos  (v'  —  0')  =  — J^  % , 
^  /        u  7  \  ^         l  +  g  dv 

et  finalement,  que  nous  mettions  le  résultat  ainsi  obtenu  dans  la  troisième 
des  équations  (10),  nous  aurons: 

i^  =  cosû'  —  J  cos  (v  —  v')  -\ — .1-/  sin  (v  —  v') 

r  ''  0         \  ^    *     l  +  g  dv        ^  ' 


r  i  ^    i  ^  1 


-    sin  (v  —  v') 
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Avec  cette  expression,  on  obtiendra  de  l'équation  (i7)_la  suivante 

dû 

'3h 


dh 


^'^^         '^^-TTgd-v^  +  i-^  +  ^y-i  — (TTf)W  ) 

_[jeos(v-vO-^^|sin(v_vO]v/i-a'-T^(|y 

ce  qui  est  la  formule  demandée. 

67.  Lorsqu'il  s'agit  de  développer  effectivement  les  dérivées  de  la 
fonction  perturbatrice,  on  pourra  opérer  de  deux  manières  distinctes.  On 
les  trouvera  d  abord  en  développant  les  diverses  expressions  que  nous  avons 
mises  en  évidence,  dans  le  numéro  précédent,  mais  on  les  obtiendra  aussi 
au  moyen  de  différentiations  directes,  si  Ton  a  établi,  préalablement,  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  perturbatrice  elle-même. 

Nous  allons  prochainement  développer  la  fonction  perturbatrice  dans 
une  série  trigonométrique  procédant  suivant  les  multiples  de  langle  H. 
Par  cette  opération,  on  obtiendra  d'abord  les  divers  coefficients  comme  fonc- 
tions de  r  et  de  r'.  Mais  puisqu'on  va  exprimer,  finalement,  r  au  moyen 
de  la  fonction  p  et,  r'  au  moyen  de  /?',  il  conviendra  d'effectuer  les  diffé- 
rentiations par  rapport  à  ces  dernières  quantités. 

Admettons  le  développement 

(19)  i!  =    (/,   -f   2C/j  COSi?+   2Î7,  C0S2fl+   .  .  .  , 

les   Un  s'exprimant  au  moyen  de  la  formule 

ou  bien  par  celle-ci: 

(i^)  ^«  "^  ;:^  +  ^  +  •  •  •  ) 

les  A^  ainsi  que  les  B^  étant  des  fonctions  de  r' 
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En  vertu  de  ces  expressions,  la  dérivée  partielle  de  la  fonction  ii  par 
rapport  à  r  s'obtient  immédiatement;  mais  il  nous  faut  chercher  la  relation 

entre  les  deux  dérivées  partielles  —  et  — , 

Dans  l'orbite  périplégmatique,  nous  avons  la  relation 

l  +p 

entre  r  et  /?;  mais  la  valeur  de  r  tirée  de  cette  formule,  après  y  avoir 
remplacé  p  par  îycos(t;  —  o)  —  (;r —  /')),  n'est  pas  identique  avec  la  valeur 
vraie  du  rayon  vecteur,  qui  est  affecté  des  actions  périodiques  dépendant, 
quant  à  leur  ulus  grande  partie,  des  configurations  des  planètes.  Les  termes 
représentant  ces  actions  seront  appelés  inégalités  diastématiques. 

Désignons,   dorénavant,   le  rayon  vecteur  dans  l'orbite  périplégmatique 
par  (r),  et  mettons 

en  sorte  que  nous  aurons: 

(21)  (»  =  ^co8(i;  — ûi  — (;r— D), 

=  îy  cos  (v  —  (b  —  {tu  —  F)) , 

Posons  encore: 

p-{p)  =  R, 


M 


a  a  ^ 

;  ~  (7)  ==  ^' 


les   fonctions  B  et  f ,  renfermant,  toutes  les  deux,  les  inégalités  diastéma- 
tiques, sont  liées  entre  elles  moyennant  une  relation  très  simple,  à  savoir: 

(23)  2?  =  (.-^'K. 

Entre  les  dérivées  partielles  relatives  à  /> ,  (/>)  et  R,  on  peut  d'abord 
signaler  les  relations 

dû  _  JÛ^  _  dû 
dp  ""  d(p)  ~  dû' 
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auxquelles  on  peut  ajouter  la  suivante 

dû  ___       I       dQ 
dB'^  î—rj'dÇ' 

Maintenant,    si  nous  différentions  la  relation  entre  r  et  p,  û  viendra: 

dr  _         a(l  —7^*) 

OU  bien,  en  admettant  la  notation 

(24)  {c)^fia{i—7]'): 

En  vertu  de  cette  expression,  on  parvient  au  résultat  demandé,  savoir: 

dp  "  d{p)  ""        (c)  dr  ' 


(25) 


formule  qui  peut  être  vérifiée  facilement  en  y  introduisant  la  valeur  de  H 
donnée  par  Téquation  (a)  ou  par  Téquation  (^S). 

On  obtient  immédiatement,  en  différentiant  le  développement  (a): 

l^  =  nAoT^-' +  {n  +  i)A,r^  +  .,., 
d'où  Ton  tire,  en  vertu  de  1  équation  (25): 

__  n(c)"  A^ (n  +  iXc)^-^^ j^ 

—      ]^{r+  p)«+i        /^'^^i     (I  +  />)»+2     •  •  •  ' 

mais    c'est    justement    cette    expression   qu'on  obtient  en  différentiant,  par 
rapport   à  />,    l'expression    (a),    après   y   avoir   remplacé    r   par   sa   valeur 

ic) 
,  , .     La   formule    (25)    se    trouve   ainsi   vérifiée.     Le    calcul   n'aurait 

pas  changé  beaucoup  si  Ion  était  parti  de  la  formule  (y9). 
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Cela  étant,  si  les  U^  étaient  développés  suivant  les  puissances  de 
(/?) ,  (/>')  ,  6  et  f,  nous  obtiendrions  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  p 
moyennant  la  formule 


(26) 


r-  =  T7-T  +  2t7TC0S^+   2— ^C0S25^  + 


La  dérivée  partielle  par  rapport  à  v  se  trouve  immédiatement  en  uti- 
lisant l'expression 


(2  7) 


==  2 17,-^ —  +  2U^  —:^^ h  .  .  .  , 


dv 


dv 


dv 


opération    qui   exige,    toutefois,    que   les  coswBT  soient  donnés  par  les  for- 
mules que  nous  avons  rassemblées  dans  le  n°  50. 

Mais    on  pourra  aussi   parvenir  au  résultat  demandé  ^en  employant  la 
formule  (7)  du  n°  49.     On  aura,  en  vertu  de  cette  relation: 

(28)  Q  =       CTJ^  +  2  Î7j  cos  w  +  2  Î7j  cos  2w  +  •  .  • 

+  2{^,,,cr, +  «;,itr. +  ...}h 

+  ..., 

où  Ion  a  écrit,  pour  abréger  un  peu,  w  au  lieu  de  v  —  v'.  * 

Maintenant,  nous  remarquons  que  la  relation 

dv        9v 

est  visiblement  légitime,  ce  qui  nous  permet  de  conclure  lexpression  suivante: 


(29) 


9S 


—  =  —  2  Î7j  sin  W  —  4Î7,  sin  2 w  —  .  . 


9v 


+  2 

^1   3v     «    ^»   av   ^  •  •  • 

+ .. 

. 

+  2{9\,U,   +  ¥,,,U,   +  ...} 


ah 

3v' 
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Les  dérivées  partielles  des  fonctions  V„,n  s'obtiennent  aisément  en  vertu 
des  formules  indiquées  dans  le  n°  49.     On  aura,  en  effet: 

-^  =  — 4smw:        —^==0 


av 

= 

0; 

3v 

= 

I  2  sin  w 

= 

1 2  sin  w 

av 

= 

0 

etc. 

9v 


Quant  aux  dérivées  partielles  des  fonctions  A  ,  /^^,  .  .  .  ,  on  les  obtient 
en  différentiant  lexpression 

h  = sin  i^(i  +  f)  sin  (v  —  e)  sin  (v'  —  9) 

—  ^  sin  i'(i  +  f)  sin  (v  —  9')  sin  (v'  —  6') 

+  -sini'sini''(i  +  f)(i  +  f ')  cos  (9  —  6')  sin  (v  —  O)  sin  (v' —  6') 

[voir  les  formules  du  n^  51]  ainsi  que  les  puissances  de  cette  expression, 
Dans  les  cas,  en  effet  assez  fréquents,  où  Ion  peut  égalçr  h  à  h^  [voir 
éqv.  (4)  du  n^  47],  on  emploiera  tout  simplement  les  expressions  (5,  a), 
(6  ,  a)  et  (6 ,  b). 

En  différentiant  l'expression  précédente  de  h,  il  viendra: 

--  = sin  è^(i  +  f)  cos  (v  —  9)  sin  (v'  —  9) 

—  ^  sin  i''  (  I  +  f ')  cos  (v  —  9')  sin  (v'  —  9') 

+  -  sin  i'  sin  i''(i  +  f)(i  -f  f)  cos  (9  —  9')  cos  (v  —  9)  sin  (v'  —  9') 

^  *  av  ' 
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d  où  Ton  tire,  par  un  calcul  tout  à  fait  semblable  à  celui  du  n°  5 1  : 


cosw 


(30)    '^ iri±iA+i±£.'^l 

^"^    ''  9v  2I1  +  g^dv~  l  +  g  ^  dvj 


w 


.    i(l+fXl+f'), .  ,/-9»    ^j     ,       ,,-a  , 

I  (I  +  fXi  +  f) 


[FTWTTAÏÏ%  +  »'''i}-' 


En  ne  retenant  que  les  termes  du  second  degré,  on  aura: 

(3-)  t=-{â+j'%)^-+ï{{ïï+>-h-+>'%-  . 

formule  qu'on  obtient  aussi  en  différentiant,  par  rapport  à  v  seul,  Téqua- 
tion  (10)  du  n®  51,  et  en  éliminant  la  seconde  dérivée  de  3  au  moyen  de 
l'équation  approchée 

Il  est  en  effet  visible,  par  l'équation  (55),  du  n°  23,  que  la  somme  for- 
mant le  premier  membre  de  Téquation  indiquée  ci-dessus  est  une  quantité 
du  premier  ordre  par  rapport  aux  forces  troublantes. 

Quant  aux  différentiations  directes  par  rapport  à  t;  ou  v,  il  faut  re- 
marquer qu'on  doit  les  effectuer  avant  le  changement  de  l'argument  v'  en 
V,  et  avant  avoir  remplacé  p  par  son  expression  dépendant  de  l'argument 
diastématique. 

68.     La  dérivée  partielle  relative  à  cos-H  s'obtient  en  différentiant  les 

divers  termes  du  développement  (19).     Mais  il  faut  y  remarquer,  toutefois, 

la  formule 

d  cosnff BÎnnH 

dcos  H  sin  H 

qu'on  obtient  sans  difficulté. 

Traité  des  orbites  abâolues.  43 
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En  vertu  de  cette  formule,  on  obtiendra,  si  n  est  un  nombre  pair, 

d  C08  2m  H  r  Tï     .  T-r    .  /  X  ..-^ 

————=  4m[cOSfl  +  COSSH  +  .  .  .  +  C08(2W —  i)B]y 

et  si  n  est  un  nombre  impair: 

dcOs(2m  +    l)ff  ,  .         \r         .  T-^    .  -rx     .  ^^ 

___J_  =  (2m  +  i)[i  +  2  cos  2^  +  2  cos4ir  +  . . .  +  2  cos  2mH], 

Après  avoir  différentié  l'équation  (19),  il  ^n  résultera,  en  considérant  les 
relations  établies  tout  à  l'heure: 

+  2[4U,  +  SU^  +  I2Z7,  +  ...]cosJÏ 
+  2[6U,  +  ioIT;  +  I4Î7,  +  .  .  .]  C0S2JÏ 
+  .... 

Mais  cette  formule  se  transforme  aisément  de  manière  qu'elle  paraît 
développée  suivant  les  puissances  de  h.  Pour  cet  effet,  il  ne  faut  que 
substituer  les  valeurs  de  cosnH  tirées  de  l'équation  (7)  du  n°  49. 

Admettons  qu'on  ait  obtenu  ainsi  le  développement 

les  W  étant  des  séries  trigonométriques  procédant  suivant  les  multiples  de 
l'angle  w,  et  dont  les  coefficients  sont  certains  développements  linéaires 
des  fonctions  Z7j  ,  t/^ ,  . .  .  Nous  aurons,  en  effet,  par  les  opérations  in- 
diquées, les  expressions  suivantes,  auxquelles  est  jointe  celle  de  W^,  dont 
la  signification  sera  élucidée  prochainement, 

Wq  =  U^  +  2  C/j  cos  w  +  2  U,  cos  2  w  +  2  îJg  cos  3w  +  •  •  •  , 
W,  =  2U,  +  àU,  +  loU,  +  I4Ï7,  +  .  .  .       . 

+  [SU,  +  i6î7,  +  24 1/-^  +  ...jcosw 
.       ^  {12C73  +  20Î7,  +  28C/,   +   .  .  .}C0S2W 

+  [i6U^  +  24U;.  +  32Ï7,  +  .  .  .}cos3w 

+  ..., 
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W,  =  ^U,  +  i2V,  +  loSU,  +  256U,  +  .  .  . 

+  {24173  +  i2o[7,  +  336C/7  +  720U,  +  .  .  .}cosw 
+  {48?/,  +  I92f/,  +  48ôt7g  +  .  .  .}cos2w 

+  ...,• 

W,  =  8C/3  +  I20Î7,  +  6y2U,  +  240017,  +  .  .  . 
+  [64U,  +  Sl6U,  +  256of73  +  .  .  .jcosw 

+  {160C/5   +    l\20U^   +  43201/3    +   .  .  .}C08  2W 

etc. 

La  relation 

_dQ__dQ 
a  C08  ff  ~  ah 

nous  fournit  immédiatement  un  autre  mode  d'exprimer  les  fonctions  W. 
On  conclut,  en  effet,  facilement  que  l'intégrale  de  l'équation  (32)  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(33)  i2  =  TF,  +  TT.h  +  W,\i'  +  .  . . , 

W^  ayant  d'abord  la  signification  d'une  fonction  arbitraire.  Mais  alors,  on 
trouvera,  en  comparant  l'équation  (33)  avec  l'équation  (28):  quant  à  TFJ,, 
la  même  expression  que  nous  venons  de  signaler,  et  pour  les  autres  fonctions 
Wy  les  valeurs  suivantes: 

(34,1)  W,  =  2[¥,,,U,  +  ¥,,,U,  +  «r,.,C7,  +  ...}, 

(34,a)  W,  =  2[W,,,V,  +  W,,,V,  +  ?^4.,C^4  +  ...}, 

etc. 

On  en  pourrait  retrouver  les  formules  numériques  que  nous  venons 
de   signaler,   toutefois   après  avoir  étendu,  un  peu,  les  formules  du  n**  49. 

Mais  bien  que  les  expressions  données  suffisent  aux  théories  des  grandes 
planètes,    je    vais,    néanmoins,    chercher   un    autre   mode  de  représenter  les 
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fonctions   Wy  et  j  obtiendrai  en  même  temps  une  nouvelle  méthode  d'évaluer 
les  fonctions   ^\,„^,  ce  qui  pourra  être  de  quelque  intérêt  théorique. 

6g.  En  se  rappelant  lorigine  des  fonctions  W^y  on  s  aperçoit  sans 
peine  du  fait  que  les  coefficients  numériques  des  fonctions  C/,,  entrant 
dans  les  divers  TF^,  ne  sont  aucunement  dépendants  de  la  nature  de  la 
fonction  Qy  pourvu  qu'elle  soit  une  fonction  holomorphe  de  cosH.  Cest 
tout  le  contraire:  chaque  fonction  de  cosH  qui  se  développe  dans  une 
série  de  la  forme  (19),  peut  aussi  être  représentée  moyennant  un  développe- 
ment de  la  forme  (33).  Les  entiers  figurant  comme  coefficients  des  divers 
développements  dont  il  s  agit  maintenant,  restent  constamment  les  mêmes, 
seulement  les  U^  changent.  Par  cette  remarque,  on  obtiendra  les  entiers 
demandés  en  développant  une  fonction  quelconque  de  cosJï,  ce  qui  donne 
lieu  à  considérer  une  fonction  dont  le  développement  s*opère  d'une  ma- 
nière aussi  facile  que  possible. 

Dans  ce  but,  supposons  que  la  fonction  ii  ait  la  forme  assez  simple: 

Q  =  [i  _2y9cosfl'+^'}~^; 
alors,  les  fonctions   U^  seront  données  moyennant  la  formule  générale 


U  =    ^    . 

D'autre  part,  si  nous  posons: 

w„  = 

la  fonction  Q  sera  représentée  moyennant  la  formule  (33). 
Maintenant,  si  nous  admettons  le  développement 

(35)  W^  =  Wi""^  +  2Tri["*>cosw  +  2Tri'"^cos2w  +  .  .  .  , 

les  coefficients   FF^"*^  étant  des  fonctions  de  nombres  entiers  et  des  fonctions 
U^y  nous  aurons  généralement: 

^:  -(''^  Tjz~. ^'+—1 i.2...(.+i) — ^ 


(m+  i)(tyt  +  2)  (m  +  i)(m+  2)...(m-n;  +  2)     ^^ 
"*"  1.3  i.2...(ï;H-2)  ^     "*"" 
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Mais  cette  expression  s  écrit  aussi  de  la  manière  suivante: 

m+i  m  +  y+i  rw  +  2  m+i/  +  2 jl^*  i 


d'où  Von  conclut,  en  considérant  l'expression  de   U^y  que  les  coefficients  du 
développement 

(36)  TFi'->  =  Tr  U^^,  +  Tr^",  C^.+.+,  +  .  .  . 

sont  donnés  par  les  expressions 

rp«,.  ^  (m+iXtn  +  2)...(m+v)  ^^ 

"  I  .  2  ...  V 

""•■'  1.2...»;  L      I  I/+ 1  J       ' 

mm,.  _tn+i(m+iXm+2)...(m  +  i;+i)rm  +  2m  +  v+2  i 


»*+*  I  I.2...(ï;+I) 

(m+iXm  +  2)(m+iXm  +  2).. .  (m  +  ï;+2)rm  +  3m+ï;+3 


I  |2~ 


^^^,  ^(m+iXm  +  2)(m+iXm  +  2)...(m  +  »;+2)rm  +  3m+»;+3  i 

"+•  1.2  I.2...(j;+2)  |_     3  ï;  +  3  *J 

etc., 
ou  bien,  par  l'expression  générale 

mm..    ^m(m+i)...(m+r-i)(m+iXtn  +  2)...(m  +  y  +  r~i),  ^  .    ^ 

'+*''  I.2...r  I.2...(i;  +  r)  V     "T     "T       ;       • 

Cela  établi,  si  nous  comparons,  avec  l'équation  (34,  m),  le  résultat 
s'obtenant  par  l'introduction  de  l'expression  (36)  dans  le  développement  (35), 
nous  aurons  les  formules  générales  que  voici: 

U;  1  T»m,0 

*  m^m  2  ' 

<P*«+,.«=Tr'»cosw, 
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^«+8..  =  T?^'  cos  w  +  Tr  cos  3w, 

<f  m+4,«  ==  l  Tr  +  Tr^  cos  2  w  +  Tr  cos  4w, 
etc. 
Voilà  les  résultats  auxquels  j  ai  visé. 

70.  J'entends  par  le  symbole  D^  une  différentiation  qui  porte  unique- 
ment sur  la  variable  v ,  tant  qu'elle  est  mise  en  évidence  dans  les  fonctions 
{p)  et  cos  JET.  Sont  alors  considérées  comme  constantes,  outre  v'  et  (/>)', 
les  fonctions  7]  cos  {tt  —  /%  îy  sin  (t  —  T)y  I sin  {Q  —  0),  I  cos  {Q  —  0), 
7j'  COS {tt^  —  P) ,  .  .  .  ,  f ,  ^,  (î^  et  J^',  ainsi  que  les  arguments  2) ,  2)',  ^  et  d'. 

Par  la  définition,  il  vient  immédiatement: 

(37)  D,a='|  +  ^D.w, 

OU  bien  la  formule  suivante: 

(370  D.fi  =  ?5  +  î?D,r. 

Que  les  deux  formules  en  effet  sont  identique,  cela  se  comprend  en  vertu 
de  la  relation  (26). 

Par  l'expression 

{p)  =  îycosF, 

F  étant  l'argument  diastématique,  savoir  l'angle  v  —  5)  —  {tt  —  r),  on  ob- 
tient sur  le  champ: 

D'un  autre  côté,  en  admettant  la  relation 

^)=_,sinr_(A), 

(A)   étant   une  fonction  de  la  même  nature  qu'on  a  introduite,  dans  l'équa- 
tion (39)  du  n°  13,  il  viendra: 
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En    introduisant   la    première    de    ces   valeurs    dans  Téquation  (37),  il 
résultera: 

formule  qui  nous  deviendra  très  utile  dans  la  suite. 

Concevons  maintenant  un  terme  isolé  de  i2,  savoir: 

Q  =  a(yo)'  cos  (nv  —  A)y 

où  a  et  A  ont  la  signification  de  certaines  fonctions  du  temps,  ne  renfer- 
mant pas,  toutefois,  (/>),  ni  v.     En  différentiant  ce  terme,  il  viendra: 

dû  dû 

—  =  sa(/>)-^  cos  (nv  —  A)  ;  ^  =  —  MpT  ^^^  (^^v  —  A), 

et  ensuite: 

D,i2  =  ^  +  ^  Dt(/>)  =  —  saiy*  cos  F'"^  sin  F  cos  (nv  —  A) 

—  naîy"  cos  F'  sin  (nv  —  A). 
Mais   puisque   la   fonction    cos  F'    s'exprime  par  le  développement  fini 
cos  F'  =  Sût,_5^  cos  (s  —  2ï;)  F , 
les  a  étant  des  coefficients  rationnels,  an  aura  aussi: 

cos  F'"*  sin  F  =  ^  °~      a,,.,,  sin  (s  —  2ï;)  F . 

Avec  ces  deux  expressions,  on  tire  de  Téquation  précédente  le  résultat  que 
voici: 

(39)         D^Q  =  —  aiy'Za,_2,{(s  —  2v)  sin  (s  —  2ï;)F  cos  (nv  —  A) 

+  n  cos  (s  —  2v)F  sin  (nv  —  A)}, 

d'où  Ion  conclut  que  la  dérivée  D^Q  ne  renferme  aucun  terme  dont  l'argu- 
ment soit  exempt  de  l'angle  v  multiplié  par  un  nombre  entier.  En  effet, 
un    tel    terme    ne    pourrait    naître    que   si  l'entier  s  —  2y  était  ^al  à  n , 
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mais  dans  ce  cas,   la  somme   des  deux  termes  entre  les  parenthèses  serait 
égale  à: 

n  sin (nF  +  nv  —  A)  =  n  sin  (2nv  —  nfi}  —  n(;r —  F)  —  A). 

Il  est  donc  évident  que  le  terme  indépendant  de  v  manque,  dans 
l'expression  dont  il  s'agit,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  dérivée  D^û  ne 
contient  pas  des  termes  sousélémentaires  du  type  (A).^ 

Dans  ce  qui  suit,  nous  allons  développer  la  fonction  perturbatrice 
suivant  les  puissances  de  Ç  et  de  f,  de  manière  que  nous  aurons  un  ré- 
sultat de  la  forme 

(40)  Q  =  i2o,o  +  (1  -  î?^ei2i,o    +  (I  -  Tirea^^o  +  .  .  . 

+ .... 

Il    s  entend,    par    ce    que    nous    ve;ions  de  dire,  que  la  dérivée  D^Q  s  ob- 
tiendra moyennant  la  formule 

(41)  D,û  =  D,Û,.o  +  (I  -  r/)f  D,i2,,,  +  .  .  . 

+  (i-,")fD,£o,,+  ..., 

et  de  même  on  aura  l'expression 

7 1 .  Avant  de  terminer  ce  chapitre,  je  me  propose  d'établir  quelques 

relations  entre   les   dérivées   partielles   relatives   aux    coordonnées  des  deux 

planètes,  relations  qu'on  pourra  utiliser,   soit  pour  les  calculs  directs,  soit 

pour  les  vérifications. 

'  Quant  à  cette  notation,  le  lecteur  est  renvoyé  à  la  page  37. 


Digitized  by 


Google 


I  Première  Partie.     Livre  III. 

Remarquons  avant  tout  les  expressions 


345 


(43) 


dû 

dx 

dû 


,\X X  X      ,  Xixx    +  t/V     +   22) 

''j-Â'^ — r'  +  3^ — ^ -^ 


=  i« 


g g'  _g^      ,         «'(««'   +  1/1/'  +  zz)\ 

Â"^  17''»  "ï"  3  771  I 


dans   lesquelles   on    peut   remplacer,    simultanément,   x  par  f ,  a;'  par  f,  y 
par  îy,  etc. 

Des  deux  systèmes  (12)  et  (43),  on  tire  facilement  la  relation 


(44) 

qui  s*écrit  aussi: 

(440 

On  obtient  ensuite: 

(45) 


9r  dr 


i'+pfi  +  <'+pfi=^' 


9Q_     dS_  _     ,9Û  ,92 


relation  dans  laquelle  on   peut  remplacer,   simultanément,  x  par  ^,  x'  par 
f,  etc.  de  sorte  qu'on  aura: 


(45') 


^9Q         9Q  i,,9Û   ,      ,9Q 


Ensuite,  si  l'on  désigne  par  ^i  ,  iji  ,  Ci  ,  ^î  >  îyi  >  C  les  coordonnées  des  deux 
planètes  rapportées  à  des  axes  dont  deux  sont  situés  dans  le  plan  instantané 
de  la  seconde  planète,  on  aura  aussi: 


(45") 


9Û  9S    _         g,9Û  ,dÛ 


Mais,    il    s'agit   avant   tout   d'obtenir   «ne  relation  entre  les  quantités 

TrtMi  in  orMfw  abtobtt».  44 
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fr 7r^  ^t  fj— r  —  î7!r^,    ce    qui  revient  à  dire   entre   les  dérivées  — 

,  aj2 

et  — , . 

3v 
Dans  ce  but,  remplaçons,  dans  la  troisième  des  équations  (43),  z  par 
(JJ   et  z'  par  C!'  ;  nous  aurons  alors,  après  avoir  égalé,  dans  le  second  membre, 
Cl'  à  zéro,  le  résultat 

Mais  la  coordonnée  Cj,  étant  d  abord  donnée  moyennant  la  formule 

C,  =  A^^  +  B^ri, 
s'exprime  aussi,  en  considérant  les  formules  (9")  du  n°  54,  par  celle-ci: 

Cl  =  r  sin  t/sin  (t;  —  1), 
On  aura  donc  finalement: 
al? 


(46) 


^,  =  ;i'r  sin  Jsin  (v  —  T){^,  —  ^ . 


Le  résultat  que  nous  venons  de  trouver  sobtient  encore  d'une  autre 
manière,  un  peu  moins  directe,  il  est  vrai,  mais  néanmoins,  utile  à  indiquer. 

En  vertu  des  équations  (IV)  du  n"*  65,  on  aura  immédiatement  les 
expressions 


(47) 


W.~      ^^      'ï^'^      âC" 

ic;~  '^"^  '^"''  'ir' 


dont  la  troisième,  si  l'on  considère  les  valeurs  (43),  après  y  avoir  remplacé 
X  ,y  ,  z  ,  x^,  .  .  .  par  ^ ,  ly ,  iT,  ^1  j  •  •  •  >  conduit  à  la  formule 


1=     ;.v,^  +  B,,+r,o(i-,_±) 


-/.Uf +  B,v  +  no(^. 


I       3(gf  +  yiy'  +  CO^ 
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Mais  puisqu'on  a: 

:{ =  A,e  +  B,rj'  +  ne  =  o, 

la  formule  précédente  change  en  celle-ci: 

|-;.Uf  +  .B.,)(^.-4,), 

ce  qui  n  est  pas  autre  chose  que  notre  formule  (46).     On  s  aperçoit  facile- 
ment qu'elle  peut  aussi  être  mise  sous  la  forme  suivante: 


(48) 


d'où  l'on   tire,  en  la  comparant  avec  l'équation  (i6),  la  relation  que  voici: 

(49)  f«T  =  «ic- 

Ayant  obtenu  ces  résultats,  nous  allons  mettre  en  évidence  les  équations 


(50) 


9Û^ 

9f 


a*-  +  ^i  ^  +  -*»  ar'  ' 


9^; 


K~    d^,'^    'H'^    '<' 


qui  découlent  immédiatement  des  équations  (47)-  Il  en  résulte,  après 
quelques  réductions  faciles,  l'équation 

d'où  Ton  tire,  en  introduisant  les  valeurs  de  T  ^T^  et  P^,  en  faisant  C/ 
égal  à  zéro  et  en  considérant  la  seconde  des  équations  (ii)  ainsi  que 
l'équation  (45')j  la  formule 

-—  =  —  cos  J—-,  —  r  sin  J  cos  (t;  —  ir  )  -^  > 
au  av  ^  'a*,i 
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ou  bien  celle-ci: 

—  =  —  cos e/ — ,  —  sm  J  sm  [v  —  2)  cos  [v  —  2  )  rr  • 
Par  un  calcul  tout  à  fait  semblable,  on  obtient  Téquation  analogue: 

— ;  =  —  cosJ sm  J  cos  (v  —  2)  sm  (v  —  2  )-t-  • 

En  ajoutant,  à  cette  équation,  l'équation  précédente,  il  viendra: 

ce    qui    est    notre    équation    cherchée.     Mais  il  convient  de  la  mettre  sous 

dû 
dh 


dû 

une   forme    un    peu    différente,    en  remplaçant  le  coefficient  de  —  par  son 


expression  en  i ,  i',  8  et  8'. 

Dans  ce  but,  rappelons-nous  l'identité 

v  +  î;'  _  2'  —  r  =  V  +  v'  —  9  —  9'  —  (2  —  ^)  —  (2'  —  a'), 

et  nous  obtiendrons,  en  vertu  des  formules  (21)  du  n**   53,  Téquation 

—  2  sin^  J'  sin  (v  +  t;'  —  2  —  2") 

sin i  sin i'  —  j-  sin i\\  -f  f )  +  - sin i'\î  +  f) 

— -sini'sini''(i  +  f)(i  +  f)]  cos(9  —  9')]sin  (v  +  v' —  9  —  9') 

+   -sini'(i  +f)— -sint"(i  +  f)]sin(9  —  9')  cos(v  +  v' —  9  —  9'). 
2  21 

Ensuite,  en  considérant  les  égalités 

sin(v  +  v'  — 9  — 9')  cos  (9  — 9')  — cos  (v  +■  v' —  9  —  9')  sin  (9  —  9') 

=  sin  (v  —  9)  cos  (v'  —  9)  +  cos  (v  —  9)  sin  (v'  —  9), 
sin  (v  +  v'  —  9  —  9')  cos  (9  —  9')  +  cos  (v  +  v'  —  9  —  9')  sin  (9  —  9') 

=  sin  (v  —  9')  cos  (v'  —  9')  +  cos  (v  —  9')  sin  (v'  —  9'), 
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ainsi  que  les  formules 

—  =  sin  i  cos  (v  —  0)  ;         -^.  =  sin  i'  cos  (v'  —  9'), 
on  parviendra  aux  résultats  que  voici: 

—  2sin-J'sin(t;  +  v'  — 2'— T)  =?^  +  ?^. 

On  s'apperçoit  facilement  de  la  vérité  du  résultat  indiqué  en  observant 
les  expressions 

—  ^  sin  i'\\  +  f)  cos  (v  —  e')  sin  (v'  —  9') 

+  -  sin  i'  sini"(i  +  f)(i  +  f)  cos(9  —  9')  cos(v  —  9)  sin  (v'  —  9'), 

?^,  =  î?i;— ;sini\i  +f)sin(v-9)cos(v'-9) 

—  ^sini''(i  +  f)sin(v  —  9')  cos(v'  —  9') 

+  -  sini'sini''(i  +  f)(i  +  f)  cos(9  —  9')  sin(v  —  9)  cos(v'  —  9'), 

dont  la  première  a  déjà  été  signalée  plus  haut.     En  formant  la  somme  de 
ces  expressions,  on  retrouvera  le  résultat  que  nous  venons  de  déduire  rela- 
tivement à  —  2  sin  -  J^  sin  [v  +  v'  —  I  —  I'). 
On  est  donc  parvenu  à  la  relation 

(52)  â7  "*"  âv  ""  ah  \av  "*"  âv / 

Mais  cette  relation  sobtenant  encore  d'une  manière  directe,  savoir  en 
introduisant  l'identité 

a  cos  (  V  —  v)    ,    a  cos  (v  —  v) 

av  '         av 
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dans  Téquation 

dû      dQ  _^     dS     1 9  C08  fl      a  008  H 


9v        av'        dco&Hl      9v  av' 

on    s'est    procuré    une   vérification    utile,    soit   de    nos   calcula,    soit   de    la 
conséquence  de  nos  notations. 

En   différentiant,   par  rapport  à  9  et  à  9',  la  fonction  h,  on  aura  les 
expressions 


=  — a'S  +  l^^'^'V  +  f)  <îOs(v  —  9)  sin(v'  -  9) 


ah 


a9  ^  av  '  2 


+  -  sin  i^(i  +  f)  sin  (v  —  9)  cos  (v'  —  9) 

— -sini'sini"(i  +f)(i  +  f ')  cos  (9  —  9')  cos  (v  —  9)  sin  (v' —  9*) 

—  isini'sini''(i  +  f)(i  +  f  )  sin  (9  —  9')  sin  (v  —  9)  sin  (v' —  9'), 
4 

+  -  sin  i'\i  +  f)  sin  (v  —  e')  cos  (v'  —  e') 

—  -sinê'sini"(i  +  f)(i  +  f')cos(9  — 9')sin  (v  — 9)cos(v'  —  9') 

+  isini'sinê''(i  +f)(i  +  f)  sin  (9  —  9')  sin  (v  —  9)  sin  (v' —  9'); 

et   maintenant,   si  Ton   établit  la  somme  des  quatre  dérivées  partielles  que 
nous  venons  de  mettre  en  évidence,  on  obtiendra: 

ah  ,  ah    ,  ah  ,  ah 
av  ^  av    ^  a9  '  a9 

Au  lieu  de  l'équation  (52),  on  peut  donc  employer  la  suivante: 

a^      a^__a^_afi 
w3;  3v   •  3v'  ao      a9'  ' 

qui  permet  une  application  très  aisée. 
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Quant  aux  relations  entre  les  dérivées  partielles  par  rapport  h,  z  et  z\ 
ou  bien  par  rapport  à  C  et  <CI',  il  convient  de  signaler,  outre  Péquation 
(49),  encore  celle-ci: 


(54) 


9^      a^__ 

dZ  dZ 


z  +  z  z'(xx  +  yy   +  zz) 

~ji  3  *      7/6 


qui  mérite  d'être  remarquée,  vu  que  son  second  membre  est  indépendant  de 
la  fonction  A,  et  que  son  application,  en  conséquence,  pourra  être  assez 
favorable. 

72.  Mettons  en  évidence  les  indices  qui  marquent  les  //'  appartenant 
aux  diverses  planètes,  en  sorte  que,  si  Q'  est  la  fonction  perturbatrice 
relative  à  l'action  de  la  planète  k  sur  la  planète  /,  nous  aurons: 


(55) 


fi'  =  /^; 


I        XX   +  yy  +  zz 


X  ,  y  j  Z  étant  toujours  les  coordonnées  de  la  planète  A,  et  x\  y\  z\  celles 
de  la  planète  /•  En  comparant  cette  valeur  de  û'  avec  celle  de  Q  que 
nous  avons  donnée  moyennant  l'équation  (2),  nous  serons  conduits,  immé- 
diatement, à  la  relation 


(56) 


Il  résulte,   de  cette  équation,   plusieurs  formules  importantes.     Voici 
d'abord  celles-ci: 


(57) 


,9Û         ,dû,,,\/i  l\    ,    ^y\xx'  +  yy'  +  zz) 


,9Û  ^^^'    ,..'.'\J^  l\    ,    ^z'jxx'  +yy'  +  zz)\ 
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qui  nous  donnent,  si  nous  considérons  les  équations  (43): 


(58) 


X  —  x 

X 

A* 

r" 

3J2 

y  — y 
A' 

y 

r' 

Z  Z 

z 

~7» 

A' 

expressions  qui  dérivent,  d  ailleurs,  directement  de  la  formule  (55). 
On  déduit,  de  Téquation  (56),  encore  celle-ci: 

,  ,aJ2         ,  ,dû    .      ,   ,/2r    ,   r'\        ^ 
/^,r  -.  =  fx[r'^  +  /i;/£,(^^  +  -,j  cosH; 

et,    en    introduisant   ce   résultat   dans   Téquation   (44)  multipliée  par  /xi,  il 
viendra: 


(59) 


=  -  /il fi'  -  //;/£,' (^  +  ^')  cos  H, 


ou  finalement,  la  formule  symétrique: 


(60)      ,x',r\^  +  /i;r'?^  =  -^(/iifi  +  /ilû')  -|i";/^;(^.  +  ;^)  cosF. 

En  remplaçant,  dans  Téquation  (53),  les  dérivées  partielles  relatives  à 
v'  et  9',  par  les  dérivées  de  la  fonction   Q\  on  obtiendra  d  abord: 

r  \  acos  H 


r  \aco8  ff 


ae 


résultat,  doù  Ton  déduira  facilement,  ayant  toujours  égard  à  Téquation  (53), 
la  relation 

(61)  Mi^^  +  f^i^  +  f^'i^M\:;r.-^.)^^^{''-'^) 

"~      f^^  as      ^^  ae'  "^  2  ^*'*'  \r*      r  v  \av      av'  """  ae      ae'/  ' 
qui  est,  évidemment,  symétrique. 
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Finalement,    si   nous  introduisons,   dans  l'équation   (54),   la  valeur  de 

dS 

[ï^—;  donnée  par  la  troisième   des  formules  (57),  nous  trouverons  tout  de 
suite  le  résultat,  aussi  symétrique: 

(62)  /£,- + /i,  ^ + /i;/i;(-.  +  71)  =  o. 

On  pourrait  enrichir  les  formules  quon  vient  de  donner  dans  ce 
numéro  ainsi  que  dans  le  numéro  précédent,  par  plusieurs  autres  de  même 
nature.  Cependant,  puisque  ces  formules  non  communiquées  ici,  ne  ôont 
d'aucun  intérêt  général,  je  les  développerai  plus  tatd  autant  qu'elles  seront 
utiles  aux  calculs  numériques  qu'on  va  trouver  dans  les  parties  suivantes 
de  ce  travail. 


Traité  des  orbites  abaoluêê.  ^ 
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CHAPITRE   II. 

Développement  des  puissances  impaires  de  la  fonction  -— . 

A 

73.  Nous  n'allons  considérer  d autres  cas  que  ceux  où  Tun  des 
rayons  vecteurs  des  deux  planètes  est  constamment  ou  plus  petit  ou  plus 
grand  que  l'autre.  Certes,  une  telle  restriction  n'est  qu'une  hypothèse, 
mais  lorsqu'il  ne  s'agît  que  de  quelques  milliers  d'années,  elle  est  sans 
contradiction  légitime.  Pour  les  temps  historiques,  les  observations  nous 
ont  montré  que  les  rapports  entre  les  rayons  vecteurs  de  deux  planètes 
principales  restent  ou  plus  petits  ou  au  contraire  plus  grands  que  l'unité;  et 
les  calculs  des  variations  séculaires  des  éléments  elliptiques,  alors  même  que 
ces  calculs  ne  jouissent  pas  d'un  caractère  absolu,  sont  en  mesure  de  nous 
donner  la  certitude  qu'un  tel  état  des  choses  durera  pendant  des  temps 
beaucoup  plus  considérables.  Donc,  il  est  certain  qu'une  telle  hypothèse 
peut  être  admise,  bien  qu'on  ne  soit  pas  à  même  de  juger  à  priori,  si 
elle  reste  légitime  pour  toujours. 

Mais  a-t-on  le  droit  de  considérer  comme  généraux  et  absolus  les  ré- 
sultats qu'on  obtient  en  intégrant  les  équations  du  mouvement  des  planètes, 
après  y  avoir  admis  une  hypothèse  qui  paraît  de  plus  en  plus  incertaine  au  fur 
et  à  mesure  que  le  temps  augmente;  ne  peut-on  pas  craindre  que  les  résultats, 
obtenus  de  la  sorte,  ne  soient  produits  par  l'hypothèse  elle  même?  Voilà 
une  question   que  je  chercherai  à  élucider  par  quelques  réflexions  rapides. 

On  pourrait,  en  effet,  croire  que  la  supposition  dont  nous  venons  de 
parler,  implique  un  'cercle  vicieux  lorsqu'on  veut  démontrer  la  stabilité 
absolue  de  notre  système  planétaire;  on  pourrait  même  être  amené  à  nier 
la  portée  absolue  des  résultats  s'appuyant  sur  l'hypothèse  indiquée  ou  même 
sur  une  hypothèse  différente,  en  imputant  à  la  supposition  faite  la  nature 
spéciale  des  résultats  qu'on  peut  trouver.  Mais  en  réfléchissant,  plus  pro- 
fondément, sur  la  question  dont  il  s'agit,  on  sera  bientôt  convaincu  que  les 
objections  qu'on  pourrait  alléguer  contre  l'emploi  général  de  l'hypothèse 
admise  se  réfutent  facilement. 
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Que  Ton'  peut  employer  une  apagogie  au  lieu  d'une  démonstration 
directe,  cela  n'est  aucunement  une  question  en  litige.  Or,  considérons  un 
système  de  corps  libres  soumis  à  lattraction  universelle;  admettons  de  plus 
que  le  système  soit  instable,  mais  que  les  divers  corps  parcourent,  pendant 
un  très  grand  nombre  de  leurs  révolutions,  des  orbites  sensiblement  égales 
aux  orbites  actuelles  des  planètes.  Cela  étant,  si  Ton  voulait  démontrer 
l'instabilité  du  système  imaginé,  on  aborderait  la  question  tout  à  fait  de 
la  même  manière  que  s'il  s'agissait  du  problème  opposé:  en  démontrer  la 
stabilité.  On  admettrait  d'abord  Thypotbèse  que  le  rapport  des  rayons  vec- 
teurs des  deux  corps  est  moindre  que  l'unité;  on  développerait  ensuite  les 
estpressions  des  forces  suivant  les  puissances  des  rapports  mentionnés  ou 
plutôt  suivant  certaines  fonctions  de  ces  rapports.  Après  avoir  effectué 
les  intégrations,  on  parviendrait  finalement  à  constater  l'impossibilité  de  l'hy- 
pothèse par  l'impossibilité  de  mettre  les  résultats  sous  forme  de  développe- 
ments convergents.  Ayant  mis  au  jour  ce  fait,  l'instabilité,  ou  au  moins 
la  non- validité  de  l'hypothèse  serait  démontrée  pai*  apagogie.  Mais  si,  par 
contre,  on  avait  obtenu  des  développements  convergents/  l'admission  ab- 
solue de  l'hypothèse  serait  nécessairement  légitime,  pourvu  seulement  qu'il 
fût  possible,  les  données  numériques  étant  changées,  d'arriver  à  un  résultat 
opposé.  Pour  démontrer  la  stabilité,  il  faut  encore  qu'on  mette  en  évidence 
que  certaines  fonctions  gardent  toujours  des  valeurs  entre  des  limites  dé- 
terminées. Notre  manière  de  conclure  ne  revient  donc  nullement  à  com- 
mettre   un    cercle    vicieux,    mais   bien  à  tirer  une  conclusion  hypothétique. 

Mais  on  pourrait,  par  un  paralogisme,  prétendre  que  notre  conclusion 
revient  à  un  dilemme:  on  pourrait,  en  effet,  alléguer:  Ou  vous  trouverez 
des  développements  divergents  et  alors  l'hypothèse  est  illégitime,  ou  vous 
trouverez  des  développements  convergents,  mais  dans  ce  cas  vous  re- 
tomberez dans  un  cercle  vicieux  et  alors  vous  ne  pourrez  rien  conclure 
sur  la  légitimité  de  l'hypothèse.  Mais  comme  je  viens  de  dire,  une  telle 
manière  de  raisonner  serait  tout  simplement  un  paralogisme:  on  aurait 
commis,  en  effet,  une  erreur  logique  que  Kant  flétrit  par  les  mots:  DDie 
»Alten    machten    sehr    viel  aus  dem  Dilemma  und  nannten  diesen  Schluss 


^  Je  ne  parle,  sans  dire  expressément  le  contraire,  que  d'une  convergence  uni- 
forme et  absolue,  quelle  que  soit  la  valeur  du  temps  considéré  comme  variable  indé- 
pendante. 
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WQtnutus.  Sie  wussten  einen  Gagner  dadurch  in  die  Enge  zu  treiben,  dass 
ï)sie  allea  hersagten,  wo  er  sich  hinwenden  konnte,  und  ihm  dann  auch  ailes 
ï)widerlegten.  Sie  zeigten  ihra  viele  Schwierigkeiten  bei  jeder  Meinung,  die 
Der  annahm.  —  Aber  es  ist  ein  sophistischer  Kunstgrifif,  Sâtze  nicht  geradezu 
Dzi;  widerlegen,  sondern  nur  Schwierigkeiten  zu  zeigen  ;  welches  denn  auch 
3)bei  vielen,  ja  bei  den  mehresten  Pingen  angeht.D 

»Wenn  wir  nun  ailes  das  sogleich  fiir  falsch  erklâçen  woUen,  wobei 
Dsich  Schwierigkeiten  finden,  so  ist  es  ein  leichtes  Spiel,  ailes  zu  verwerfen. 
j>—  Zwar  ist  es  gut,  die  Unmôglicbkeit  des  Gegentheils  zu  zeigen;  allein 
Dhierin  liegt  doch  etwas  Tàuschendes,  wofern  man  die  Unbegreitlichkeit 
ï)des  Gegeutheils  fiir  die  Unmôglichkeit  desselben  hait.  —  Die  Dilem- 
ïmata  haben  daher  vicies  Verfàngliche  an  sich,  ob  sie  gleich  richtig  schlies- 
ï>sen.  Sie  kônnen  gebraucht  werden,  wahre  Satze  zu  vertheidigen,  aber 
Dauch  w^e  S«itze  anzugreifen,  durch  Schwierigkeiten,  die  man  gegen  sie 
D^ufwirft.»^ 

Bn  r^umé: 

Dire  que  Vadmission  de  Vkypothèse  mentionnée  implique  un  cercle  vicieux^ 
c'est  prétendre  ou  que  cette  hypothèse  entraine  avec  nécessité  la  convergence 
des  développements  ou  bien  que  les  développements  sont  toujours  divergentes. 

Pour  monti^er  comment  des  solutions  stables  également  que  des  solu- 
tions instables  pourront  ressortir  de  conditions  peu  différentes,  les  unes 
des  autres,  je  me  permets  de  renvoyer  le  lecteur  au  n^  2  du  §  i  de  mon 
njiéijQoirç  nouvelles  recherches  etc.  On  conclut  par  là  que  le  problème  de 
la  stabilité  de  notre  système  planétaire  n  est  pas  seulement  une  question 
d'analyse,  mais  aussi  une  question  de  calcul  numérique. 

Auprès  cette  digression  sur  la  portée  logique  de  nos  suppositions,  noxxs 
aUpus  désigner  par  /  le  plus  grand  des  deux  rayons  vecteurs  et  par  r,  le 
plus  petit.  ]y[ais  nous  ne  prétendons  pas,  dès  le  début,  que  les  développe- 
ments q.u'on  va  effectuer  en  vertu  de  l'hypothèse 

r 
-T<  I 

r 


*  Kant,  Werke,  ed,  Habtekstein.     VIII,  p.   127. 
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soient  convergents  pour  toujours;  il  suffit  qu  ils  soient  convergents  pendant 
un  intervalle  limité  de  temps,  disons  pendant  quelques  dizaines  de  siècles. 

74.     Par   l'hypothèse    que    nous   venons  d'établir,  les  développements 
fondamentaux  pourront  être  mis  sous  la  forme  générale 

(■)  (i)"=(r)VH.-.^i)-"c,-oo,if 

OÙ  les  coefficients  O^^  signifient  des  fonctions  du  rapport  (-]  . 

Considérons  d'abord  le  cas  où  m  =  i,  et  admettons  la  notation 


a 
a 


En  vertu  d'un  théorème  bien  connu,  on  aura  sur  le  champ  l'expression 
que  voici: 


ç(i)  ^  2  ^,^,     /  siny^^dy 


Evidemment,  on  pourrait  développer  cette  fonction  suivant  les  puissances 
de  a',  et  le  résultat  obtenu  de  la  sorte  serait,  on  le  voit  facilement,  con- 
vergent, mais  la  convergence  dont  jouirait  ce  développement  ne  serait  pas, 
toujours,  suffisamment  rapide.  On  s'aperçoit,  en  outre,  que  la  méthode 
qui  serait  mise  en  usage,  en  abordant  les  développements  de  la  manière 
indiquée,  ne  différerait  pas,  quant  à  son  principe,  dés  méthodes  de  Hansen 
et  de  Backlund. 

Pour  rendre  plus  rapide  la  convergence  de  notre  développement  fonda- 
mental, je  lopère  suivant  les  puissances  d'une  quantité  ^j  déterminée  par 
l'expression 
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OU  bien  par  celle-ci: 

Il  est  visible  que  la  fonction  ^  prend  sa  plus  grande  valeur  positive 
lorsque  p  est  égal  à  ly  et  /?',  à  — oy'.  En  désignant  cette  valeur  par  ;fj, 
on  trouvera:  ^ 

y     ^  (?  +  ?  )(2  +?'-?) 
^^  (I   +  7)' 

Egalement,  la  plus  grande  valeur  négative  de  /  sera  obtenue  en  mettant 
p  égal  à  — îy  et  /?',  à  ly'.     La  désignant  par  — x^y  ^^  aura: 

y   ^  (?  +  ?  X2  +  ?-?') 

_  2(?  +  ?  )  ,  (?  +  ?r 
I-,'  "^(i-^'r* 

En  considérant  que  les  fonctions  diastématiques  tj  et  oy'  ont  toujours 
des  valeurs  positives,  on  voit  que  les  valeurs  de  ^^  sont  toujours  plus 
grandes  que  celles  de  ;fj,  exception  toutefois  faite  du  cas  où  oy'  est  égal  à  zéro. 

Comparons    encore   les    deux    modes    de    développer  les  fonctions  (J^^: 

a* 
ou  suivant  les  puissances  de  a'(i  + /),  ou  suivant  celles  de  ix- 

Par  la  supposition  que  -  soit  constamment  moindre  q\ie  Tunité,  la 
quantité  d^,  déterminée  moyennant  Téquation 

est  nécessairement  positive  et  moindre  que  Tunité.     On  en  tire: 


!-«'         X.+ 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  III.  359 

Maintenant,  si  Ton  attribue  à  i  —  ^  ^^^  X  ^^^^"^  P^^^  grandes  valeurs, 
il  sera  visible  qu'on  développe:  dans  le  premier  cas,  suivant  les  puissances 
d'une  quantité  dont  la  valeur  inaxima  est  i  —  â^y  et  dans  l'autre,  suivant 

les  puissances  d'une  quantité  qui  prend  tout  au  plus  la  valeur     ^     (i  — d^). 

Tant  que  d^  est  considérable  à  côté  dejf^,  la  seconde  manière  de  développer 
remporte  sur  la  première,  ce  qu'on  voit  immédiatement. 
Cela  établi,  je  fais  encore: 

(3)  — -.+(^;)'. 

en  sorte  que  j'aurai: 

(4)  .=  '-C+')(f^)' 

_  (p-p'){2+p  +  p)  _     fl   +p\  « 

{i+pY  [i+p)' 

En    supposant   toujours   p    et   p'    moindres   que  l'unité,  la  fonction  ;k 
ainsi  que  ses  puissances  se  développent  suivant  celles  de  p  ,  p'  et  a.    Mais  ' 
avant  d'entrer  dans  le  détail  de  ces  développements,  j'introduis  la  fonction  ;f 
dans  l'expression  signalée  de  O^K     II  viendra  de  la  sorte: 


1 


/sin  ^'"  df 
)Ji  —  a*  sin  f>*  +  «'/  sin  ^' 


En  admettant  ensuite  les  notations 


1 

(5)  ^^  =  1   f     """""^    .^ 

J    {i-a«8inîP«}« 


,l,n  I  »  3  »  5  '  •  •  (^^  ^)     n+^i-H  ^ai-H) 


^^^  ^'     ~       2. 4. 6...  2*       ^  P^-^' 

on  obtiendra,  en  développant  la  formule  précédente,  l'expression 

(7)  c<;>  =  ri'''-rl''';f +  rîV  — •••• 
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Supposons  maintenant,  que  nous  ayons  obtenu  un  résultat  de  la  forme 

%  étant  un   entier,   et  les  L^'i»,  des  fonctions  des  indices  et  de  la  fonction 
<T\  supposons  ensuite  que  Vexpression  de  O^}  soit  mise  sous  la  forme 

(8)  a'>  =  Z2:c^:.>V; 

alors  nous  aurons  généralement: 

(9)  c?i;?  =  -rl-ii:).  +  rV"-Z^^s!l-.... 

et  en  particulier: 


(90 


/7I,»  yl»*»  v^.»  rd)      I      yl,n  Tca) 


(10) 


75.  Les  fonctions  U^^^  que  nous  venons  d'introduire  sont  des  polynômes 
finis  en  o  que  nous  pouvons  nous  figurer  ordonnés  suivant  les  puissances 
de  cette  quantité.     En  admettant  les  développements 

v{p-P't2+p  +  p')y   _  -tvkm  /,»/>"' 
--i\TT7)  L       ÔTT)'       J    "  ^^^■'•■'^'^  ' 

etc., 

on  aura  facilement  l'expression  générale  que  voici: 

(I I)  L%.  =  KZ'  +  Ki;>  +  K;->'  +  . .  .  . 

Il  s'agit  maintenait  d'évaluer  les  coefficients  KJ'J'  qui  ne  dépendent 
que  des  entiers  i  y  g ,  s  et  s',  et  qui  sont  eux-mêmes  des  entiers.  On  les 
obtient  en  développant  les  formules  précédentes,  mais  on  les  déduit  plus 
aisément  en  considérant  l'expression 
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En    effet,    la  manière  la  plus  simple  de  mettre  en  évidence  les  coefficients 
dont  il  s'agit  parlât  être  celle-ci: 

Soit,  en  désignant  par  h  un  nombre  entier, 

alors  les  coefficients  sont  exprimés  moyennant  la  formule 

T^(A)  _  /_    v,4fe'(4A'-i')(4fe'~2').„(4fe'-(8'-i)*)  (2fe  +  8')(2/i  +  8+i)...(2/i  +  s-i)       • 

''  ^  ^  l\2\3\.,s'  (8*+  1X8+2)...  8 

si  S  est  plus  grand  que  s',  mais  dans  le  cas  opposé,  par  celle-ci: 

T.(A)    ^   /_      v,4fe'(4fe'-l')(4A'-2»)...(4A'-(8~l)')  (2A -8X2/1-8- l)...(2/t--8'+l) 
''''        '^  ^  I'.2«.3»...8'  .(8+2)(8  +  2)...8' 

Si    les    deux    indices   s    et   s'   sont  égaux,  les  deux  formules  coïncident,  en 
sorte  qu'on  aura: 

jj(.)  _  /_    y,  4/*^4fe'  -  I  ')(4h'  -  2») . . ,  (4fe'  -~  (8  -  I  )») 

"*'■     ^      ^  I^2^3^..8* 

Après  avoir  fixé  ces  notations,  on  obtient: 


Kl-l  =  — 


r: 


(1) 


2 
i  —  I 


^^?}+^"~l^\~^K} 


I  .  2 


k::^.  = 


i(i—  I) 


1 . 2 


Ri!^' 


i'—  2 


R(8)    a.  (^  —  2)(t—  3) -0(4)  
J          8,9'    I                             -tv-  •' 


I   .  2 


etc., 
avec  la  seule  exception 


.  =  o, 


formules  qui  permettent  de  calculer,  d'une  manière  assez  simple,  les  coeffi- 
cients dont  il  s'agit. 

Traité  deg  orbites  absolues.  4Q 
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De  la  sorte,  on  a  obtenu  les  nombres  suivants  qui  suffisent  si  Ton 
s'arrête  aux  termes  du  septième  degré,  inclusivement,  par  rapport  aux  fonc- 
tions diastématiques  : 

Ki:S  =     o, 


K}:2  = 

2, 

k:J:î  = 

—  2, 

TT-l.O    

—  3, 

K|:î  = 

4, 

k;;;  = 

—  I, 

Ki:!!  = 

4, 

KJ:î  = 

-6, 

TTl.O  _ 
-*^1,2    — 

2, 

•*^4,0   — 

—  5, 

TT-l,©   

8, 

^2,1î    — 

3, 

"K^i.o  

6, 

^4,1    

—  lo, 

■^8,2   

4, 

KJ:S  = 

—  7, 

KJ:î  = 

12, 

Ki:S  = 

—  5, 

KÎ;S  = 

8, 

KJ;Î  = 

—  14, 

Ki:?  = 

6, 

-K?:2  = 

4, 

Kî:î  = 

-8, 

4, 

.  Kî:!»  = 

—  12, 

K|;î  = 

28, 

KîiS  - 

—  20, 

iq;î  .= 

4, 

xr2,o  

25, 

-"-8,1    

-64, 

■|7'2,0   

-»^2;2  — 

+  54, 

1^2,0   

-i6, 

J^0,4   — 

I, 

-1^2,0   

—  44, 

J^4,l    

I20, 

KJ:î  = 

—  112, 

K|;!î  = 

40, 

—  4, 

70, 

K*'"  — 

200, 

200, 

irï.o  

-80, 

10, 
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K?:s  = 

—  104, 

K?:î  = 

-285, 

KJ:î  = 

308, 

Kî:J  = 

36, 

K?;2  = 

—  324, 
140, 

—  20, 

KJ:S  = 

—  I, 

£?;?  = 

Kî:î  = 

456, 
—  1806, 

K?:J  = 

8, 

KJ:;  = 

2790, 

■ir8,o  __ 

■»^2,l    

—  24, 

KJ:S  = 

—  2100, 

irs.o 

J^l,3   — 

24, 

KJ:î  = 

780, 

Xf  8,0  

-8, 
-36, 

Kî:S  = 

—  126, 

KÎ;S  = 

6, 

K?:;  = 

+  120, 

Kî:S  = 

16, 

K^2;S  = 

—  144, 

KJ:î  = 

-64, 

K:î;i!  = 

4-  72, 

Kî:§  = 

96, 

•K^8,o  

^^0,4   = 

—  12, 

102, 
-366, 

Kî:î  = 

-64, 

-ir8.o  _ 

■^5,0   

16, 

^4;i  = 

Kî:î  = 

-96, 

ir8,o  

492, 

Kî:î  = 

416, 

J^2,8   — 

—  300, 

Kr,  = 

—  704, 

ITM  — 
J^l,4   — 

78, 

KÎ;J  = 

576, 

KS:?  = 

—  6, 

—  231, 
876, 

Kî:î  = 
Kî:î  *= 

—  224, 

Kî;;  = 

32, 

Ki:î  = 

344, 

k;;§  = 

—  1275, 

Kî:î  = 

—  1584, 

K!!:!î  = 

880, 

KÎ;J  = 

2920, 
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Kl-S  = 

—  2720, 

Kî;î  = 

1320, 

xr4,o  

—  304, 

^0,9  = 

24. 

KÎ;J  = 

—  952, 

Kt'î  = 

4600, 

Kî;î  = 

—  9048, 

ir4,o 

9240, 

J^8,4  — 

—  5160, 

Kî:!î  = 

1512, 

Kî;î  = 

—  200, 

■■^0,7  

8, 

1^6,0  

32, 

-*^4;i  = 

—  160, 

^8;2  — 

320, 

-»^2,3  — 

—  320, 

Kî:î  = 

160, 

Kî:?  = 

—  32, 

Vf.»   _ 
■^«,0  — 

—  240, 

1280, 

Kî;;  = 

—  2800, 

K!î:î  = 

3200, 

iq:î  = 

—  2000, 

J^i,s  — 

640, 

-80, 

K?:î  = 

1040, 

K2:î  = 

—  5840, 

-■^6,2  

13680, 

Kî:J  = 

—  17200, 

KS:î  = 

12400, 

K*'^  — 

—  5040, 

-"^1,6  — 

1040, 

T7-»,0  

-*^0,7  = 

-80, 

ire.o  _ 

64, 

■ir«,o  _ 

—  384, 

Kî:J  = 

960, 

KÎ;S  = 

—  1280, 

K';î  = 

960, 

KÎ;J  = 

—  384, 

KS:!|  = 

64, 

K?;!5  = 

-576, 

KJ;î  = 

3648, 

—  9792, 

Tr«,o  _ 

■'»-4,8  

14400, 

Tr«>«  — 

—  12480, 

6336, 

Kî:!!  = 

—  1728, 

Kî;?  = 

192, 

Kî;!î  = 

128, 

Kî:î  = 

-896, 
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■^5,2   

2688, 

KJ:i 

= 

—  232, 

T^7,0   

—  4480, 

K?:J 

= 

80, 

1^7,0   

^^8,4   = 

4480, 

Kî:i 

= 

-8, 

K^'®  — 

^2,5   

2688, 
896, 
—  128, 

Ki:i 

17-1,0 

K?:i 

= 

0, 

-"^1,6    

KJ:?  = 

V8.1 

Kî:! 

= 

—  12, 
24, 

KJ:i  = 

—  I, 

—  4, 

—  12, 

xrt.i 

■K-3,1 

60, 

Kî:i  = 

-156, 

Kî;}  = 

4, 

14, 
—  24, 

Kî:J 

Kî;i 

— 

Ï32, 

Tr2,i 

-36, 

Kî:i  = 

KJ;J 

-183, 

1^2,1    

-*^0,2   — 

10, 
—  32, 

Kî;î 

— 

552, 

T7-2.1    

-«^«,0  — 

—  594, 

Tr2,l   _ 
-"-2,1   

68, 

= 

264, 

K-î.i  _ 

—  44, 
8, 

60, 

-^0,4 

= 

—  39, 

■|7'2,1   

-^a,o 

Kî;} 

438, 

^,0   — 

—  1458, 

—  144, 

K|;J 

= 

1812, 

-[^2,1    

^2:2  = 

114, 

KÎ:J 

= 

— I020, 

-■^1,8   — 

32, 

Kî;i 

== 

246, 

-«^0,4    — 

2, 
—  100, 

• 

KJ:i 

= 

-18, 

K^.i  — 

= 

—  32, 

J^4,l    — 

260, 

= 

96, 
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Kî:;  = 

—  96, 

Kî:J  = 

32, 

Kî:J- 

208, 

KJ;î  = 

-736, 

Kî:i  = 

960, 

—  544, 

xr4,i 

112, 

Kî:i  = 

—  792, 

Kî;}  = 

3128, 

Kî:J  = 

—  4784, 

Kî;i  = 

3504, 

1^4,1    

—  1208, 

J^0,5   — 

152, 

J^4,0   — 

-80, 

Kî;l  = 

320, 

K5;i  = 

—  480, 

KÎ;J  = 

320, 

J^0,4    — 

-80, 

640, 

^4,1    — 

—  2880, 

Kî:i  = 

5120, 

K5:i  = 

—  4480, 

Kî;l  = 

1920, 

KS;i  = 

—  320, 

TT-e,!  

-»-5,0    — 

— 192, 

17-6,1    

960, 

-1^8,2   — 

— 1920, 

J^2,8   

1920, 

Kî:l  = 

—  960, 

K5;i  = 

192, 

17-2,2   

J^o,o  — 

I, 

^1,0  — 

—  4, 

17^2,2   

i^oli  — 

4, 

ir2,2  _ 

^2,0   

10, 

17-2,2   

-16, 

1^2,2   

-*^0,2    — 

6, 

T7'2,2    

•*^8,0   — 

—  20, 

K?;î  = 

40, 

Kî;^  = 

—  24, 

Kî:?  = 

4, 

Kî;?  = 

0, 

Kî;?  = 

6, 

KS;î  = 

-6, 

-■^2,0   

33, 

60, 

Xr8,2   

—  27, 

T7-8,2   

J^8,0   — 

108, 

K?:î  = 

—  258, 
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Kî:î=         198, 
Kii:î  =  -48, 

K8,8    , 

o;©  —  —  *  > 

Kî:J  =     6, 
KS:î  =  -  6. 

Relativement  aux  coefficients  Kg^J-,  il  y  a  quelques  remarques  à  faire, 
i*^.     On  a  généralement: 

Kl,l     TTl.O 

toutefois  avec  Texception 

tandis  que  KJ'H  est  égal  à  zéro. 
On  a  du  reste: 

Kj:,'.  =  (-  I)'. 

2°.  Dans  les  formules  (lo),  les  valeurs  de  s  s  étendent  depuis  s  =  o 
jusqu  a  s  =  00,  et  celles  de  s',  à  partir  de  s'  =  o  jusqua  s'  =  2i  inclusive- 
ment.    Mais  la  plus  'petite  valeur  de  la  somme  s  +  s'  est  égale  à  i  —  g . 

3*^.  La  somme  des  coefficients  appartenant  aux  mêmes  valeurs  des 
indices  supérieurs  et  dont  la  somme  des  indices  inférieurs  garde  une  valeur 
déterminée,  est  égale  à  zéro. 

4^.     En  supposant,  dans  les  équations  (lo),  p  égal  à  zéro,  on  obtient: 

(-  o''^'~'V;,!'~/'"^^  +  pTi-p'i' + p')y-'  =  2:kj;v, 

d'où  Ion  tire: 

TKz.  =  (-  o^'^^~'V;.^'7''-  ^^'3-. 

Les  résultats  que  nous  venons  de  donner,  dans  la  liste  précédente, 
sont  vérifiés  de  diverses  manières: 

d'abord  en  formant  les  sommes  Sl^Kg;^. ,  s  +  s'  =  nombre  déterminé; 

ensuite  en  formant  les  sommes     Z^  KJ'^.; 
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finalement,  en  renouvelant  le  calcul  des  coefficients  dont  il  s'agit  au 
moyen  des  formules 

etc., 
h  ,  h' ,  k  y  k'  étant  des  entiers  assujettis  aux  conditions 

h  +  k  =  S]         A'  +  A;'  =  s'. 

76.  Après  avoir  déterminé  les  coefficients  K*; g ,  nous  allons  introduire, 
dans  les  développements  (9)  et  (9'),  les  valeurs  des  L[^l-  données  par  l'équa- 
tion (11).  Les  résultats  qu'on  obtient  de  la  sorte,  étant  des  développe- 
ments suivant  les  puissances  de  ^,  on  peut  les  mettre  sous  la  forme  générale: 

(12)  Cl;.  =  SI;?--  +  SI;.-.-'  <T  +  S;;.-.-V'  +  .  .  .  . 

si  Ton  attribue  aux  coefficients  SJ;"'^  les  valeurs  que  voici: 

(13)  si;r  =  -  r!"Ki;r.  +  ri-K.*;î-  -  rJ'"K»;r.  +  . . . , 

avec  l'exception  de 

(13')  sj;r  =  (-i)v;'"K2:?  =  rJ'". 

Cela  étant,  nous  allons  établir  les  développements  suivants,  où  l'on 
ne  mettra  en  évidence  que  les  termes  jusqu'au  sixième  degré  inclusive- 
ment: 

<T  =  —  2,'  +   2,''  +  7*  -  47  V*  +   37'* 

+  2îyV*-67V'+4V"> 

~  457"  H-  2057V'  —  28iyV*  +  ï25y'«, 

^'  =  -8,y"'+  24,v'-  247  V*  +  S'y"- 
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-Si  nous  introduisons  ces  valeurs  dans  l'expression 

et  que,  d'autre  part,  nous  admettions  qu'on  ait  établi  le  développement 
(14)  (ry  («y -"'ci')  =  1:2:  (  i^(M ,  s .  s')„,o  -  i^(n ,  s ,  s'),.o7'  +  i2(« ,  s ,  s')„.,  rj" 

-  •  •  •)/«>"■. 

il    devient   indispensable    d'exprimer    les    coefficients   constants  ii{n  ^  s ,  s')^y 
moyennant  les  S. 

Dans  ce  but,  supposons  d'abord: 

V'  5)      (t   __      '2^n-H  P«,V      +    ^8,s'     <T  +  .  •  .}  —  ^8,.  ,0,0 

lT(n)        y. 2      I     TT(n)  /2 

T^     ^8,S',2,0  7  ^8,8', 1,1  7     7  I        '-^8,8',0,2  7 


et  nous  obtenons  facilement,  après  y  avoir  introduit  les  expressions  de 
<T ,  ^%  .  .  .  ,  ainsi  que  le  développement  de  ---  iyVy  '  ^^^  expressions 
suivantes: 

Traité  des  orbites  absolues.  47 
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rjdi)      =  gi.M 

Ui:.\,.o  =  «Si;-»  +  2s:;.v, 

ui:.\o.,  =  («+  i)s:r +  2SI;»-', 

ui:^,,.o  =  ^^^^^s:;:.-'>  +  (2«  +  os:;.-'  +  4si;:.-', 

.Ul^_,_,=^"+;X;+A>sy  +  (2„  +  5)SM-'  +  4s:;r-, 

(16)  j  u<:^.3.o = "^""i.'i^.g'-sy  +  »'s:;.v  +  4(n  +  •)s;;.".-^  +  ss:;.-', 

+  4(3«  +  6)S];.";»+  24S:;.-, 

+  4(3«  H-  9)Si;.".'^  H-  24S];.".'», 
U^::l,,  ^(»+')(n  +  3Xn  +  3)s.,,o  +  (««  +  6n  +  9)S:;?-' 

+  4(«  +  4)S:;:.-=  +  8S];.-» 
etc. 

Il   convient   de   remarquer   que   la   forme   générale  des  coefficients  U 
est  celle-ci: 

(17)  v'::::y  =  ro^T}  +  fi^>}  +  f.si:;-  + . . .  +  ç,^,^t.r\ 

où,  en  employant  la  notation  abrégée 

on    a    désigné    par    f^o  '  Fi  '  •  •  •    ^^^   fonctions  rationnelles  du  nombre  n  et 
d'autres  entiers,  mais  indépendantes  des  indices  s  et  s'. 

Mais  on  pourra  aussi  mettre  les  coefficients  U  sous  une  autre  forme, 
en    les  représentant  comme  fonctions  des  transcendantes  ;-]".      En  effet,  si 
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Ton    remplace,    dans   les   équations   (i6),  les  S^^j   moyennant  les  développe- 
ments (13)  et  (13'),  et  qu'on  admette  la  notation 


(.8) 


les  U  seront  exprimés  par  la  formule 


(19) 


mais  dans  le   cas  exceptionnel,  où  s  et  s'  sont  égaux  à  zéro,  on  aura,  au 
lieu  de  la  formule  précédente,  celle-ci: 

(19')  ui,:>,.,,  =  <fofo^  +  ^r^r'r  +  <f'zT^r  +  . .  •  +  F.-hvrlvV. 

Venons  finalement  aux  coefficients  ii. 
En  multipliant  Téquation  (15)  par: 


(1  +/>)" 


I        I      '^     •         1.2'^'  r     '         1.2'^  ' 


on  aura,  en  comparant  le  résultat  avec  1  équation  (14),  l'expression  suivante 
de  la  fonction  i2(w  ,  s,  s')^,.,  où  j'omets  les  indices  n,  v  et  v\  vu  quils 
sont  partout  les  mêmes: 

(20)    i2(n,s,s),y  =  U,,,>--nU,_,^,.+    Y2     U,_,,,.-  ..  + ^^— ^^ -'U^,,. 


+ 


W-f  I 


FT  n  ,    n(n+l)Tj 


~  I.2.3...8  ^^'^'-^1 


(n+Onl  _^  n(n+  !)...(.  + s- 1_) 

1.2        I         '  8— i,b-2     I  —  1.2. 3. ..8  • 


+  ... 

()i+l)n(».  -!)...(«  — s' +  2) 


+ 


1.2. ..8 


n(n+l)...(u  +  6— l) 
—  I.2.3...8 


Un 
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En  voici  quelques  valeurs  spéciales,  où  Tindice  n  est  toujours  omis: 


i>(n  ,  I  ,  o\ 
i>(n,o,  i). 

ii{n,  2  ,  o), 

ii{n  ,  I  ,  i). 

ii{n  ,0,2), 


—  TT «U 

V   ==  Uo,,,,y  +  (n  +    l)Uo,o,.y, 

—  TT  TT  I    n{n  +  1)^^ 

•  =  ^iA,.y  —  wUo.,,,y  +  (n  +  i)U,,o..,v'  —  w(w  +  i)Uo,o.vy, 


77.     Cherchons    maintenant   les   expressions  de  la  seconde  forme  des 
coefficients  i2,  et  admettons  d'abord  qu'il  s'agisse  du  cas  le  plus  simple  où: 


p  =  V   =  o. 


On  a  alors: 


î^o  =  I  ;         f  1  =  F2  =  •       =  o, 
et,  en  conséquence: 
(2 1)  UW.  =  -  Ki;.Vl-"  +  Klf,rl'"  -  Kl-^.rl'"  +  .... 

En  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  générale '(20),  on  obtiendra: 

(22)  àî(« ,  s ,  sOo,o  =  2:H:,^ri'% 

les  coefficients  H^'g   étant  donnés  moyennant  la  formule 
(23)    (-  i)'H-i  =  Kl;;.  -  «Kil,,,  +  't^!^K','\,  -... 

n  +  I 


+ 


-*^«,8'~i        '^-^8- 1,8-1  "t 7";;      -^rf--2,8'— 1 


1.2 


+ 


(/i  +  i)n 


1 .2 


^,8-2  —  WiVgLi,8'_2  H T^; —  lV8-2,8-3  —  •  • 


1 .2 


+ 


(ri+\)n(n—  l).,.(n  —  B+2)  n(n+  l)(/i  +  2)...(n  +  8— l)  ^^^^o 


1.2. .,8 


1.2. ..8 
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C'est  à  M.  Harzer  quon  doit  cette  seconde  forme  des  coefficients  Q. 
Il  n'en  a  pas  "donné,  toutefois,  l'expression  générale,  mais  seulement  les 
expressions  numériques  des  coefficients  H";',  jusqu'à  ceux,  inclusivement,  qui 
appartiennent  aux  indices  satisfaisant  la  condition 

s  +  s'  =  3. 
Voici  d'abord  les  expressions  des  H^;^  calculées  par  M.  Harzer:  ^ 

Hî;2  =  —  n,  H;;J  =       3n'  +10^  +  9, 

h;;?  =       n  +  I,  H?;i  =  _  3^2  —  8n  —  6, 


Ln,0 
2,0 


"("+'>,  Ho";i=       {n+iy, 


1.2 


Hî;?  =  -n(n+  i), 

TT«,0    __  ^(^   +     0 


*-0.2 


I 

.2 

> 

u(n 

+ 

iX« 

+ 

2) 

I. 

2.3 

n(n 

4- 

0' 

I 

.2 

n\n 

+ 

0 

] 

[.2 

* 

(n~ 

-1) 

in(n 

+ 

I) 

Hn,0   
3,0    = 


Hn,0    

2,1    ~ 

Hn.O 
1,2    = 

TTn.O   

^''~  1.2.3 

Hî;i  =  -2, 

H;;J  =      2, 

H;;o'  =      2n  +  3, 
Hî;î=  — 2(2«  +  3), 
H;;i  -       2«  +  3, 


h:;.'  = 

4, 

Hî:?  =  ■ 

-8, 

Hô;'  = 

4, 

h;:,'  = 

-4(«  +  3), 

h;;?  = 

4(3» +  8), 

TTn,2    

Ii|,2  — 

—  4(3«+  7), 

tJn,2    

Jio,3    — 

4(«  +  2), 

h;;J  = 

-8, 

h;;î  = 

24, 

H"'*  — 

—  24, 

8, 

*  Mémoires  de  lacad.  de  St.  Pét.     Tome  XXXIV,  N°  12, 
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J'ajoute   les    valeurs    suivantes    qui   appartiennent  aux  indices  dont  la 
somme  est  égale  à  4  ou  à  5.     Les  voici: 


-»-^4,0    — 

1.2.3.4 

h;;î  =  - 

nin  +  iy(n  +  2) 
1.2.3 

Hï;?  = 

v\n  +  I)' 

I  .2.  I  .2     ' 

(n—  l)w'(n  +  I) 
1.2.3 

ITn.O 
jio,4    = 

(n  — 2X»—  l)n(n  +  l) 
1.2.3.4                ' 

n(»  +  l)(»  +  2)(n  +  4)(»i  +  4) 

B-lfo  =  ■ 

1.2... S 

h::?  = 

n(»  +  l)'(n  +  2)(n  +  3) 
1.2.3.4 

tT»,0 
±13.2     =    ■ 

n'(n  +  iy(n  +  2) 
1.2.3,1.2 

h;.^  = 

(n—i)n'{n  +  l)' 
1.2. 1.2. 3          ' 

Hî:î  =  ■ 

(n  —  2)(w—  I)?t'(n  +  I) 

I 

(«  —  3Xn  —  2)(m  —  i)»i(w  +  i) 

iXn  + 
2.3 

I.2...5 
5+    An  +  Z''^\\'^+    2"("  + 

Jj4,0    == 

2) 

h;;;  =  ■ 

12       io«      8"^"+')        8"('^  + 

I  .2                                   I 

!)(«  + 
2.3 

2) 

m:l  = 

5+  8«+ 6  "*",+  ''+-"'"'; 

!)(«  + 
2.3 

2) 

H::i  =  - 

—     2 2«                                —     8 

!)(«  + 
•2.3 

2) 

H;:i  = 

1.2       '     *         I 

iXn  + 
•2.3 

2) 
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H:-;=         I5+I3«+   I  I  "('^  +  ')           n(u+.)(n+2)  n(n+.)(^  +  2)(n  +  3) 

*'^                    J     I        o        I                 1.2         '     ^           1.2.3             '  1.2.3.4 

1.2                           1.2.3  1.2.3-4 

H,%»=         3+    3«+    4"("+')_6"('^+')<"+^)+2o'-^<^^^'^+^^^'^+-3J, 

*'"              "^   '     "^     '      ^     1.2                  1.2.3  1-2.3.4 

tT».i  _                                     ^n(w  +  i)    ,    ^n(n+i)(n  +  2)  ^^v(„+i){n  +  2)(n  +  3) 

1.2         '     ^           1.2.3  1-2.3.4 

TT„,i  _                                          n(n  +  \)        ^«(n+i)(«  +  2)  n(n+ i)(n  +  2)(n  +  3) 

^0,»  —                                            T-z           3         7-T- h  2 


1.2  "         1.2.3  '  1-2-3-4  ' 


H:j  =  25  +  I4n  +  2W», 
H,";*  =  —  76  —  48n  —  8»», 
H;j  =  82  +  6on  +  i2w', 
Hîj=  — 36  — 32n—  8»', 
H.%'  =         5  +     6»  +     2n^ 


H»;?  =  -  44-  25n-i2!^-  4^!^^!^, 
H;;Î=  145+  89n  +  48^^^H-2o"(»+;j|;+^)-, 
H-J  =  _  ,76- 1 18«- 72^^^^^-±i-^-40^<^i±i>i^^±il,- 

^"^  '  '1.2  ^  1.2.3 

tTit2  I  I       o^(^  +  0    .  wC'i  +  ^){n>  +  2) 

1.2  1.2.3 

H„o                                                     n{n  4-  0  w(n  +  \)in  +  2) 

?•;  = —    20 —    I7W — 12-^^ — 20    ^  ^^       — -y 

'  1.2  1.2.3  ' 

Mo^  1  +         n  +    4 — -^ , 
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H2;,'=        36+   8w, 

H;;î 128  —  32», 

H,%'  =  168  +  48», 
Hî;|  =  —  96  —  32», 
H;;î  =         20+    8«, 


Hï;o=  — 102—    36n—    8    ^^^    S 
TTn  1  .  A       .  n(n  +  l) 

H;;î  =      402+1 56;?,  +  40    \Z   ^ , 


1.2 


h;:I  = 

—  612  —  264W — 80  ^        \ 

h;;?  = 

444+  2i6n+8o    ^^^    \ 

H7;î  = 

0                    w(n  +  1) 
—  150 —     84W — 40-^^ — ■ —  , 

h;:I  = 

,8+     ,2M+     8"^'*+'), 

I  .2 


h;;5  = 

16, 

Hs":î  = 

-64, 

h;;î  = 

96, 

^'^i  = 

-64, 

ÏTn,4    

"-0.*  — 

16, 

^"4=—   96—    16»,  Hj;o*  =  —    32, 

H;;Î=      432+    8o«,  H:;f=       160, 

h;:,*  =  —  768  —  1 60W ,  HJ;.^  =  —  320, 

H;;Î  =       672  +  160»,  H»'î  =       320, 

HJ;*  =  —  288  —    80» ,  Hî;î  =  —  1 60, 

HS;*=        48+    i6«,  Rli=        32. 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  III.  37? 

78.  Venons  maintenant  au  cas  général  où  les  indices  u  et  p'  ont 
des  valeurs  quelconques,  et  supposons  que  les  coefficients  ii  soient  exprimés 
moyennant  des  formules  du  type 

(24)  i2(n,s,sV  =  5:Hr;,.,,r;'"; 

il  sensuit,  eu  égard  aux  expressions  (19),  (21),  (22)  et  (23),  que  les  H.;^.  ,,y 
seront  encore  exprimés  par  la  formule  (23),  en  mettant  toutefois  Grl;»^,^ 
au  lieu  de  K^'^ .  Donc,  en  désignant  par  N^;'.'^  ce  que  devient  H";J  lors- 
qu'on met  Kg'^.  au  lieu  de  K^'J ,  dans  la  formule  (23),  il  viendra: 

(25)  H'-.'..,,,  =  îr,(y  ,  v')N-;î/»  +  ^,{u  ,  v')N.-;i-.'  +  .  .  .  . 

Dans  cette  formule,  on  a  mis  en  évidence  les  deux  indices  v  et  v'  d'où 
dépendent  les  facteurs  jr.  Ces  facteurs  dépendent  encore  du  nombre  n, 
il  est  vrai,  mais  ce  serait  inutile  de  mettre  en  évidence  cet  indice,  vu  qu'il 
ne  change  pas  dans  nos  formules. 

Puisque  le  facteur  (c^{o  ,  o)  est  indépendant  de  n  et  toujours  égal  à 
lunité,  on  aura  avant  tout: 

Nll,^0   ITn,i  TJn.i     • 

Quant  aux  expressions  des  facteurs  ^g{v  ,  v»'),  on  s'aperçoit  facilement 
qu'ils  ne  sont  pas  autre  chose  que  les  coefficients  des  divers  SJ;"'^  entrant 
dans  les  formules  (16);  on  a  en  conséquence:. 

Fi(ï  ,  o)  =  2, 

Fi(2  ,  0)=  2W+  I,  jr,(2  ,  o)  =  4, 

etc.  etc. 

Pour  obtenir  les  expressions  des  H^;'^^,  il  faut  évaluer  les  N";^'^,  g 
étant  plus  grand  que  zéro.  Dans  ce  but,  nous  introduirons,  dans  la  for- 
mule (23),  les  valeurs  des  K^;^.,  en  attribuant  à  g  les  valeurs  1,2,3. 
Nous  parviendrons  de  la  sorte  aux  expressions  suivantes: 
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foi'  . 

,  o)  =  «, 

fo(o. 

,    l)  =  «  +    1 

', 

fo(2. 

O)  =  "(''- 

''                1.2 

etc. 

0 
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2        n, 

3  +«, 

N-i-'  = 

3  +  -'«+  "<■;:'>, 

N?;J''  = 

_6      4„      ='.i<i±l>, 

^                         1.2 

7i(ll  +    I) 
3  +  2W+          \              , 

xr-.'.i-        1       -.n       ;"('^+')         »(»  +  »)('»  +  2) 

N,r=       9  +  7^  +  5^-^^+3"^^  t'ilr-' 
Nrt '  =  -  6  -  5«  -  4  "-^^^^^  -  3  !^+-iH!^^), 

1,2  J  ^1.2  ^  1.2.3  ' 

Nï'i-'=       1+    «+    'li^i^ti)+    !iOL+j)(l±.2), 

**•'  .  '  1.2  '  1.2.3 

N"'^'^  —  A 


-'-^  2,0       

14  +  4W, 

—  28  — 8w, 

■^^0,2       

14  +  4W, 

N-.'=-3.-.4«-    4^-^ 
Nîf  =-68-34"-i2ÎL4±i), 


N;;.t' =      ,8  +  10»+   4 


7i(n  4-  l) 


'u,3     —         i«j  -r  iw#^ -r     ^       j— ^ — , 
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l>Jn,3,l    

-^^  2,0       

12, 

Nî;?-'  = 

—  24, 

n;;!-'  = 

12, 

-^^8,0      

6o I2W, 

fj«.3,l   _ 

168  + 36w, 

^^1,2       

—  156  — 36W, 

-^^0,3       

48  +   I2W, 

Te",-*,!  _ 
^  3,0      T" 

—  32, 

^^2,1       

96, 

^^1,2       

-96, 

^^  0,3       

32, 

M«,2,2  _ 

^^  0,0      — 

I, 

379 


Nr;,"  =  — 4  — », 
No";?'"  =      5  +  «, 


Les  Ng 'g.'^  étant  évalués,  on  en  déduit  sans  peine  les  H^'g.  „  „. ,  en  faisant  usage 
de  la  formule  (25).  Voici  ceux  de  ces  coefficients  qui  sont  nécessaires  au  calcul 
des  termes  jusqu'au  cinquième  degré,  inclusivement,  par  rapport  aux  fonctions 
diastématiques: 


H«,0  ^3 

1,0,1,0    —  '*    » 

HS;?,.,  =       n{n  -(-  I), 
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on,o       _         ^^'(^  +  0 

■"-2,0,1,0    I     ''  ' 

Rr^xo  =  -n\n+  I), 

TTn.O          __  ^^>  +    0 

-"-0,2,1,0    


Hn,0          
8,0,1,0    

Hn,0  _ 

2,1,1,0    

Hn,0          
1,2,1,0   


I 

.2 

J 

n'(n 

+ 

.)(« 

+ 

2) 

1. 

2.3 

n'(n 

+ 

!)• 

1 

.2 

»> 

+ 

0 

« 

.2 

> 

(n- 

■«) 

n'(n 

+ 

I) 

0,0,1,0   —  2, 


H;;J,,,o  =       6  +  4w, 


2,0,1,0  =  o  +     5w  +    6  — — — , 

H  M  1  n(n  +  l) 

Î,1,1,0  =  —  I  2  —   lOW  —  I  2     ^^^     ^ , 


H;;i.,,o=  6+     5W+    6 


n(îi  +  i) 


1 .2 


1.2  '        ^  1 .2.3 

1.2^1 .2.3 

Ho":3\i,o=  2+     2n  +    8"^^^-+')^^  +  ^J, 
^  1.2.3 
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H  11,2         o 

0,1,1,0    ^) 


H;;o\,  =  28+12», 
Hm,i.o  =  —  56  —  2  4n, 
Ho".|,,o=       28+12»», 


H;;?.,,  =  -    64-36n-i6Î^+') 


^~' 


n(»  +  l) 


H;;?,,o=       ,64 +  96» +  48^ 


2~"' 


Hî;|,.o  =  -  1 36  -  84n  -  48  "^^^^ , 

H«";?,.o=  36  +  24n+  lô'-i^^), 

1  ■  ^ 


H»,3  ^  . 

ï.o.i.o  —         •'4, 

Hî;',,o  =  —  48, 

H  M       ,> 

o.î.i.o  —  24, 


Hï.o.i.o  =  —  120— 32», 
HsUi.o  =         336  +  96», 

Hî;,',,,o  =  —  312  — 96n, 
h;;,»,,,  ==         96  +  32», 

HJio.i.o  =  —  64, 

H,";?,,.,  =  192, 

H?,|,,,  =  —  192, 

H.";;,.o  =  64, 
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Hï;o%,,  =       n+i, 


Hî:„%.i  =  —  «(«  +  i), 
h:;?.,,  =       («  +  I)^ 


XTii,0          

-n-2,0,0,1    

n{,t  +  I)' 
1.2        ' 

TTn.O 

^1.1.0,1  -— 

-«(«  + 1)^ 

TJ«,0         __ 

-"^^0,2,0,1    

n(n  +  I)' 
1.2         ' 

h;:o%,  = 

n(»  +  i)'(ii  +  2) 

..2.3 

tr»,o      _ 

"-2,1,0,1    

Jt(a  +  I)' 

1.2         '           . 

CT",» 

n'(w  +  1)» 
1.2        ' 

TTn.O          

■"■0,8 ,0.1    

(h  -  l)n(n  +  2)' 

0,0,0,1   —  -^j 


Hî;i,o.,  =  —  6— 4n, 
H;;f,.,.  =       8+4», 


H;;i,,=  9+  7n+  6^-^, 
Hï;î,.o  =  -i8-i4«-i2!i(^, 
Ho";Ui=         9+    7«+    6"(-"^, 
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'•"•''•'  1.2  1.2.3 

^2,1.0,1—  27      -I-    23»    -f-    I» —^ 1-24 p— , 

Hî.^,  =  -i8-  t6n-i2Îi<!ii:-^^-24"("+'^<"  +  ^-l, 

'  '"'^  1.2  ^  1.2.3 

Htl.ï  Q 

1,0,0,1    —  "> 

XTll.S  O 

J^o,i,o,i  —  *>j 

iiÎMX  =  32   +   I2W, 

Hï:?.o,i  =  —  64— 24n, 
Hî.'îVi  =       32+12», 

H;;o%.,  =  -    76-    4o«-i6Îi(^-l), 
H;;?,,.i  =       196  +  io8n  +  48^-^, 


Hï.1,0.1  =  —  164—    96n  — 48 


1.2 

n(n  +  i) 


H;;L.  =         44  +    28«  +  16^-i-) 


I  .2 


H?;  1,0,1  =  —  48, 

Hj  2,0,1    =  24, 

Hï;«%,i  =  —  128  — 32n, 
H2";î,o,,  =       360  +  96n, 

H;;.J.o.i  =  —  336  — 96W, 
H;;3%,,  =        104  +  32W, 
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Hn,0  

1,0,2,0. — 

H  0,1          
0,1,2,0    


n{a  —  i) 

~    ~Tr2""' 


Hn.O         
0,0,2,0   —  .     2 


T72~' 


(n  —  i)n(»t  +  i) 


I  .2 


Hî;J,,.o  =  —  2  —  4«  —  3n», 
Hî;},,..  =        3  +  6»  +  2>n\ 


-■^0,0,2,0    — 

4, 

-"-1,0,2,0    — 

—  20  I2W, 

XJn,2          

"-0,1,2,0    — 

24   +    I2W, 

XTn.S          

-"-1,0,2,0    —    " 

-24, 

TJn,8           

-"0,1,2,0    

24, 

-tio,o,i,i  — 

n(n  +  i), 

Hî;oV,  =  -n>+  I), 
H;;?...i  =  n(«  +  0', 
HS;,',,.,  =       6  +  4n,       . 

Hj;i_,,  =  —  12  —  i6w  —  6»', 
H;;,\,,,  =        i8  4-  20W  +  6w», 


IIï;o,i,i  =       8, 

H;;2.,,,  =  —  56  — 24n, 

HS;î...,  =       64  +  24n, 
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Hî;o,i,i  =  —  48, 
Hj;î,,,i  =       48, 


TT»,o     _       (»  +  'K't  +  2) 


TT.,0         _  «(»  +    l)(n  +  2) 

rrn.o       _         (»  +  ')'('t  +  2) 


H;;i,o,s  =       2w  +  5, 


H?;ô.o,2  =  —  1 2  —  1 2M  —  3n*, 
Ho";î,«,2  =--        17  -}-  i4n  +  sn», 

H  11,2  . 

0,0,0,2    —  4) 


H;;î,o,2  =       40  +  12W, 


1,0,0,2    —    24, 

Hï;?,o,2  =       24. 

Dans  les  cas  où  Ton  est  amené  à  aller  plus  loin  que  ne'  permettent 
les  expressions  des  listes  précédentes,  on  emploiera,  pour  le  calcul  des  ii  y 
les  formules  (18),  (19)  et  (20). 

79.  Par  les  formules  que  nous  venons  de  mettre  en  évidence  dans 
les  derniers  numéros,  nous  avons  épuisé  nos  matières  autant  qu'elles  con- 
cernent le   développement  de  la  fonction   -^  ,  soit  suivant  les  multiples  de 

B,    soit    suivant   les   puissances    et  les  produits  de  p  ,  p' ,  yj'^  et  7^'^:  on  a 
exprimé  les  coeffijcients  de  ces  développements  au  moyen  de  polynômes  finis 
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et   linéaires   des   transcendantes    jr]'""-     Passons   maintenant   à   exprimer   les 

fonctions  -—  par  des  développements  semblables. 

En   dénotant,   de  la  manière   suivante,   le  résultat  de  la  différentiation 
par  rapport  à  r,  de  Téquation  (i): 

(.6)         .!^  =  (î  )"n-'  +  =  r  («)-E.,..  „„,/,+  ..., 

on    trouvera   facilement,    après   avoir   effectivement    opéré    la  différentiation 
mentionnée,  la  relation 

n  dr 

En  considérant,  toutefois,  la  relation 
qui  s  obtient  par  définition,  on  aura  aussi: 


d'où  il  s'ensuit: 

Maintenant,  si  nous  supposons  les  développements 


(27) 


m, «2  


et  que   nous  les  introduisons  dans  Téquation  précédente,  il  viendra,  quand 
nous  égalons  à  zéro  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  ;f , 

(28)  rjr  =  [2/  +  n]rr  +  2{i+  i)rni. 
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De  lautre  côté,  si  nous  différentions  lexpression  de   ( --]  ,  il  vient: 

Aiï 


dr 


=  —  ma" 


.  r*  —  rr  cos  H 


n  +  J 


mais  puisquon  a: 


r'  —  rr'  cosH  = -{A'  +  r' —  r' '), 
lexpression  précédente  se  transforme  en  celle-ci: 

doîi  Ton  tire  la  suivante: 

(2-r"=.'(«,)(.-.'(.-..)-|(i)-+i-#i 

En  y  portant  les  valeurs  de  (  — j       ®^  (x)     ^^^^^  l'équation  (i),  ainsi  que 

celle    de    r donnée    par   Téquation  (26),  nous  serons  facilement,  en 

considérant  les  développements  (27),  conduits  aux  expressions 


(29) 


ro         -T^T'I/^      +m'?''    J' 


etc., 
formules  qui  se  remplacent  par  Tunique  formule: 

(29')  rf''-  =  7^.  [rr  +  ^  ^r-"]  +  r^.  ^r.'- . 


Digitized  by 


Google 


388  Traité  des  Orbites  des  PlaDètes. 

Les  expressions  que  nous  venons  de  déduire  se  prêtant  avantageuse- 
ment aux  calculs  numériques,  les  transcendantes  ^-î""  sobtiennent  aisément 
si  les  /-J'*"  sont  connus  d'avance. 

Pour  arriver,  finalement,  aux  coefficients  numériques  du  développement 
général  (i),  on  calculera,  en  employant  les  formules  établies  des  coefficients 
ii{n  ,  s  ,  s')^^./,  mais  avec  les  valeurs  des  /-J""  au  lieu  de  celles  des  /-••",  les 
quantités  numériques  entrant  dans  le  développement 

(jr'(i)"=?*^.-+<?)"^"' -«+■-. 

après  quoi  on  trouvera  le  résultat  cherché  en  multipliant  la  formule  précé- 
dente par 


(:-)""' =(i^)" 


I'  l'^'  1.2  II  l''  1.2  I 

En  opérant  de  la  sorte,  on  se  procure  l'avantage  de  profiter  des  coefficients 
Hl'l„y  que  nous  venons  de  donner  dans  les  deux  numéros  précédents. 

8o.  On  pourra  encore  se  procurer  le  développement  envisagé  de 
différents  autres  modes.  On  y  parviendra,  par  exemple,  en  utilisant  les 
développements  du  n**  68.     Voici  les  transformations  nécessaires. 

Si  Ton  introduit,  dans  Féquation 

a  a 

A         y/r'^  +  r  -  —  2rr  cos  H 
la  valeur 

cos  H  =  cos  w  +  h , 

qu'on  développe   suivant  les  puissances  de  h,  et  qu'on  admette  finalement 

la  notation 

a  a 

^         y/r*  4-  >*  '  —  2rr  cos  w 

on  aura,  en  adoptant  la  forme  de  l'équation  (33)  du  n°  68,  c'est-à-dire,  en 
admettant: 
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les  expressions 


(30) 


w. 


w. 


w„ 


aaa    \D / 

2;?  W  \^''  [ô)  ' 


On  aura  ensuite,  par  les  notations  du  n"^  74,  les  formules 


(31) 


dont    la    première,    quand    on   la  compare  avec  l'expression  de    W^,  donnée 
dans  le  n°  68,  conduit  à  la  valeur 


U„ 


=  ÇJCr) 


n+l 


Ci'>. 


Maintenant,  si  Ton  se  rappelle  les  équations  (35)  et  (36)  du  n^  69, 
et  qu  on  les  compare  avec  les  expressions  des  fonctions  W^  et  U^  que 
nous  venons  d'établir,  on  parviendra  aisément  aux  deux  formules  que  voici: 


(32) 
(33) 


1.3. ..(2m—  1) /> 


1.2...  ma" 


(?.)     Çi)  {7)       Ci'"". 


(*.\  m  +  n  /n  \  m+ii  +  l 


+    .... 
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En   portant,   dans  la  deuxième  de  ces  formules,  les  valeurs  des  quan- 

tités  (-1          H  j  C^^Vn+v  q^on  a  données  par  la  formule  (14),  et  en 
admettant  lexpression 

(i>,s,sOo,o— n/i,s,s'),.oiy'+  .. 


(34)       ï^l'"^=22 


\P  P   . 


+  . 
on  trouvera: 

(35)  Y\n  ,  s  ,  s')  =       ïr"  i2(w  +  n  ,  s  ,  s').y 

+  T,"';».i2(m  +  «  +  4,s,s').,. 

I 
+     .... 

Ayant  ainsi  obtenu  les    W^^"^ ,  oii  en  déduira  facilement  les  coefficients 

du  développement  de  la  fonction   (-— j  ,  toutefois  après  avoir  restitué  langle 

K  au   lieu   de   w.     On   aura  en  effet,  en  vertu  de  1  équation  (32),  la  for- 
mule suivante: 


(3^)    e)"i?) 


n  +  îm+l 


C»j'»-^»  = 


1 .  2  ...  m 


1.3...  (2m 


-,r-e)"  (7)"  «'■■'. 


Il    serait    facile    de   mettre    cette   expression  sous  la  même  forme  que 
nous    avons    employée    pour    1  équation    (14);    cependant,    puisquen   même 

temps   on   pourra  tenir   compte   d autres  facteurs  multipliant  les    (— j        , 

/a\  '"         /a'  \  "* 
nous  remettons  la  multiplication  algébrique  par  les  facteurs   f  -  1    et  1  -  j 

à  Toccasion  où  nous  ferons  l'application  de  la  formule  établie. 

81.    Je  vais  encore  communiquer  les  principaux  traits  d'une  méthode  plus 
directe  que  les  précédentes  pour  établir  le  développement  (i).      De  Téquation 


<")  (i)"-'"(7)' 


\  r  (i 
a-  -e 
ar 


iH 


r  a 
I  —  a  -  -7  e" 
ar 


Œ 
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il   est  facile   de  conclure,  en  remplaçant  toujours  le  produit  (-)   (t)    par 
I  — Xy  l^s  expressions 

0[iii)          m+il^    I    w*m(m  +  2)    j,             V  I 

1222.4                  ^                 A/  •                  I  ' 


et  généralement: 

^^^^       ^"     ^"^        I  2.4. ..2n  +2     2.4...2n(2n  +  2)    «  (' " ^) 

m(w  +  2)m(m  +  2)...(w  +  2n  +  2)    4,    .^  I 

"*"        2.4  2.4...(2/l  +  2)(2M  +  4)    ^  ^^  '^'     +     •j- 

Cette  équation  devant  être  identique  avec  la  première  des  équations 
(27),  on  en  tire  le  développement  général 

(39)  ^■f:"'  = 

m  (m       \    {m      .      \  m  /m       \    (m  .      \ 

1.2.3...!   1.2.3... .(n  +  i)  V2  2  '  '     )' 

F(a  ^  b  y  c  y  x)  étant  la  série  hypergéométrique  de  Gauss. 

Nous  voilà  donc  conduits  à  un  premier  résultat  utile;  on  pourra 
remployer  pour  vérifier  les  calculs  numériques  exécutés  d'après  les  formules 
du  n°  79,  qui  donnent  les  j-^*""  exprimés  moyennant  les  transcendantes  f?'^\ 
Des  nombreuses  formules  de  transformation  qu  on  a  établies  relativement 
aux  séries  hypergéométriques,  il  n  y  a  lieu  de  faire  application,  quant  à 
présent,  que  de  celle-ci: 

i'^(^  +  i  ,  f  +  w  +  i  ,  n  +  i  +  I  ,  a') 

ï  7^  /^       I        •  ^  '  .        •       .  «'         \ 
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Il  en  résulte  la  formule 

(40)  i=,rr  = 


(m       \      /m      .      \  m  /m  .      \ 

—  +  I  )...(  -  +1— I  )  —  (  -  +u  +  t— I  ,^.  ,  ,   , 

-+i      \2  2  I-«7 


I.2.3...1.I.2.3.(/l  +  i) 


dont  Fapplication  le  plus  souvent  et  surtout  si  n  est  un  grand  nombre,  sera 
plus  aisée  que  celle  de  la  formule  (39). 

Mais  en  partant  de  la  première  des  formules  (27),  il  sera  facile  de 
trouver  les  développements  demandés  sous  une  nouvelle  forme.  Pour  y 
parvenir,  multiplions  la  formule  mentionnée  par 

ce  qui  donne  un  résultat  de  la  forme 

©"(J)"^"""  ^  ''"■"  ~  ^"""^  +  *""'^'  "  •  •  •  • 

On  pourrait,  il  est  vrai,  représenter  les  ^  au  moyen  de  séries  pro- 
cédant suivant  les  puissances  de  a^,  mais,  pour  le  calcul  numérique,  il 
convient  mieux  de  se  servir  des  formules 

jQm,rt  -^m,ii 

^0       --  /O      > 


n 


^l        —  /  1        "•"  2  '  ^       ' 

u  11  (n  —  2^ 

'^2    —  r-i    "^2'*    "^~  2.4     '^   ' 

etc. 
Maintenant,  pour  établir  le  développement 

(4 .)         (ITÇ)"^»""  ^  ^^^  ^""'"''  +  ^'-"'''^  +  ■  •  »"' 

on  renouvelera  les  procédés  des  numéros   74  et  76. 
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On  formera  donc  les  fonctions 

b:;;  =  âru'}  —  »rLi'}  +  . . . , 

ce  qui  donne  d abord: 

Ensuite,  si  Ton  fait: 

on  aura,  en  vertu  de  l'équation  (ii), 

AT  =  F^''  +  ^3^'^^  +  f:;;'V'  +  . . .  ; 

après  quoi  lexpression  (41)  s'obtiendra  immédiatement. 
Pour  obtenir  un  résultat  de  la  forme 

(42)       (:)"(i)"-""c<r  =  rZlfi-Cn,  s,  8')o,o  -  û"(n,  s,  s'),o7'  +  •  •  .)/>>"', 

il  ne  nous  reste  quà  introduire  dans  l'équation  (41),  les  valeurs  de  a,(T^,... 
données  dans  le  ni^méro   76,  et  à  multiplier  le  résultat  par 

82.  M.  ScHEiBNER,  dans  un  mémoire  de  Tan  1853,  a  montré  comment 
on  peut  exprimer  les  coefficients  du  développement  de  la  fonction  pertur- 
batrice, tant  qu'ils  dépendent  du  rapport  a,  au  moyen  des  transcendantes 
p.  ^  Dans  les  numéros  précédents,  j'ai  poursuivi  les  mêmes  intentions,  sans 
les  regarder,  toutefois,  comme  l'objet  principal  de  mes  transformations.  Les 
procédés   du  dernier  numéro  ont  abouti  à  exprimer  les  fonctions  O^^  ainsi 

que  leurs  produits  par  (-]  (-)  ,  moyennant  les  transcendantes 7*  et  tJ,  qui 


*  Pour  les  détails  du  procédé  de  M.  Scheibker,  on  consultera  son  mémoire:  Ueber 
die  Berechnung  einer  Gattung  von  FunctioneD,  welche  bei  der  Entwicklung  der  Stôrungs- 
functioD  erscheinen.     Gotha  1853. 

Traité  de*  orbites  abtolueê,  50 
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à  leur  tour  se  ramènent,  par  Ifes  équations  (6),  (27)  et  (28),  aux  transcen- 
dantes ^.  Le  calcul  numérique,  si  Ton  utilise  ces  dernières  formules,  est,  il 
est  vrai,  aisé  et  conduit  aux  résultats  dont  Texactitude  n  est  pas  amoindrie 
par  Timperfection  des  formules,  mais  ces  formules  ne  permettent,  m  étant 
plus  grand  que  Tunité,  qu'un  calcul  de  proche  en  proche.  Or,  puisqu'il 
pourra  être  utile  de  disposer  des  règles  d'un  calcul  direct,  je  vais  chercher 
les  expressions  s'y  rapportant. 

En  mettant,  pour  abréger,  k^  à  la  place  de  a  -  -  ,  de  sorte  qu'on  a  : 


on  parvient  facilement  à  l'expression 

(0"(?)"^"""  ^  ?  /^  '  ~  '*•  '"'  ^  "^  *?r^cosn6rf6. 

Cette  formule,  se  transformant  en  vertu  d'un  théorème  bien  connu  de 
Jacobi,  on  en  tire: 

r 


ç,(,„)  ^  m(m  +  2)...(m  +  2(n-i))a"*+^     C  /  sin  $  y» 

I.3...(2l»-I)  TT         /      Wl_2^,C08f+^î/      ,  ,  ^      .^, 

Cela  étant,  si  nous  employons  la  substitution  de  Landen,  en  posant: 


cos^  =  k^  sinj^''  +  cosj^y'i  —  feîsin^', 


d'où  il  s'ensuit: 


sin  ^  =  sin  {^(^/i  —  ^î  sin  ^'  —  A:^  cos ^), 
yji  —2k^co&$  +  k]  =  Vi  —  Arîsin^'  —  k^  cos f? 


et 


d$ 


d(p 


yjl  —  2Â-J  COS  f  +  /cj        sji  ^  k\  sin  f?* 

la  formule  précédente  devient: 

/      \    p(m)_  ^(wi  +  2)...(m  +  2(n— l))a*»^""    /^    8iDy>^"(?y     \\li  —  h\%m(p*+k^co%f 
^^^^       "    ~  i.2...(2n-f)  7:   J  y/i-ikîsin^i  r-*î 


n-l 
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Pour  m  égal  à  Tunité,  on  retombe  dans  l*expression  de  C^^\  que  nous 
venons  de  donner  dans  le  numéro  74. 

Considérons  ensuite  le  cas  général  où  m  a  une  valeur  impaire  et  po- 
sitive, mais  d'ailleurs  n'importe  quelle.  Posons  2m  +  i  au  lieu  de  tn  et 
prêtons  attention  au  fait  que  tous  les  termes  ayant  comme  facteur  une 
puissance  impaire  de  cos^  disparaissent  par  Tintégration.  L'expression  (43) 
se  met  alors  sous  la  forme  suivante 

1 


p(2»i+i)__  (2nt+i)(2m  +  3)...(2m  +  2yi— I)  2a3'»+*+»   /*    sipy^^diP 
~  i.3...(2n-i)(i-fc;)«'»  n       J   ^i-jkîsï^ 


(i  — kl  smç>^) 


a\m 


^2m(2m-i)^^_^,  sin  j^y-^ftî  cosj^'  +  .. 

Il  s'agit  maintenant  d'obtenir  le  développement  suivant  les  puissances 
de  — Xf  ^^^  l^^^s  coefficients  ne  sont  autre  chose  que  les  transcendantes 
jf*""]    et    puisque    les    termes    sous    le    signe   j    se   mettent  sous  la  forme 

; ,    ce    qui    est    immédiatement    visible,    les  ;-  seront  exprimés 

(i  —  a'sin^*)' 
moyennant  les  p. 

En  inspectant  la  formule  précédente,  on  voit  tout  d'abord  que  les 
termes  figurant  entre  les  parenthèses  sous  le  signe  j  constituent  un  po- 
lynôme fini  en  ;f,  du  degré  m.     On  aura  en  effet: 

j(i  _  Jc\  sin  ^Y  +  """^^^^p-^kl  cos{^^(i  —  k\  sin  (p^^^  +  .  .  . 

=  A^^^  +  A[-'x  +  ^''^Y  +  •  •  •  > 
si  Ton  admet  les  notations 

^<-)  =  (i  —  ot^sinf^y  +  ^^^<^^^^"-^a^cosjg^(i  —  a'sinj^^-^ 

,    2m(2m— i)(2w  —  2)(2m  —  3)     .  4.  3    .       ,v„  •    , 

H ^ ^a^cosç^Vi  —  a  mïç>r      +  •  •  • 
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^Ç")  =       -  a'  sin  fj '( I  —  a'  sin  jp ')"-» 


+  ?^^=1^  «' cos  ^'[- (  I  -  a' sin  i^r- 

+  ^~     a'  sin  ^*(i  —  a'  sin  f*)"*"*! 

,    2tn(2m —  l)(2m  —  2)(2m — 3)     ,  .f         ,  »    •       î\«   « 

-\ ^^ '-^ ^a*  C08  jpM  —  2(1  —  a*  sin  jp  )""' 


+  ..., 


.     2m{2fn  —  1)0  «r        ''^  —  I      9     •         9/  a     •         a\»i_Q 

H ^ ^a'cosf^' ôt'sinf^^i  — a^'sinj^y*^ 

,    (m— i)(m  —  2)    4.4/  î  .       îNm-sT 

,  <  2m  (2m  — -  i)(2m  —  2)(2m  —  3)     4  iVf  3    •       2\m-2 

_  2  ^î^-Zli  a'  sin  j5'(i  —  a'  sin  ^y-' 


"T"    •    •    •    > 


^r  =   "«('"-^K^-^)  «•  sin  ^."(1  -  «'  sin  ^r-' 

+  ElîLliî^ZLL)  ,» cos  ^f-  (!ÎLZ^-Z£) «^  sin  y\j  -  a»  sin  i^y- 

,    (m  —  i)(m  —  2)(m  —  3)    «    •       e/  9    •       9\«   il 

+  ^ \-^ — «  Sin  f  (  i^  —  a'  sm  jp ')"»-* 

,    2m (2m — i)(2m  —  2)(2m — 3)    4           4r  m  —  2    ,   .      „,  .   .      ,.^   . 

H ^ p^ ~  a*  cos  ^^\ a'  sm  {î)^(  i  —  a'  sin  j^')"-' 

(m  —  2)(m  —  3)    4    .       4/  9    .       9\M-4 

,    (m  —  2)(m  —  3)(m  —  4)    «    .       «/  9    •       9\m  *! 

^v ^  ^     ^ -t^a^sm{î>'(i  —a^sinjp ')'"""[ 

-f-  .  .  .  , 
etc. 
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Après  avoir  remarqué  que  la  valeur  m  =  o  rend  A^^^  égal  à  lunité, 
ce  qui  reconduit  à  la  formule  (6),  nous  allons  mettre  en  évidence  les 
formules  spéciales  des  A^"^^  appartenant  aux  valeurs  m  =  i  et  w  =  2,  les 
seules  que  nous  aurons  occasion  de  considérer.     Les  voici: 

J<,^>=        1  +  a'— 2a^sinJ^^ 

4^>  =  —  a'+  2a'sin^^ 


A^S'  =        I  +  6a'  +  a'  —  8(a^  +  a')  sin  ^^  +  8a*  sin  <p\ 
^f  =  —  6a'  —  2a'  +  8  (a'  +  2a*)  sin  j^'  —  1 6a*  sin  <p\ 
^(/)  =        a*  —  Sa*  sin  ^'  +  8a*  sin  (p\ 

En  introduisant,  dans  l'expression  précédente  de  0^1"^-^^^  les  développe- 
ments des  facteurs  {(i  —  fc^sin^')"*  +  •  •  •)  q^^  Qous  venons  d'établir,  on 
parviendra  facilement  au  résultat 

les  jpI"*^  étant  donnés  au  moyen  des  expressions 


(m)  ^  2    r4"*^8iny'"dy 
^  /    v^i  —  a'  sinp'' 


y»)  = 


Pi     — 


1 
2 


1  /  a'-^o"^8in^'"^*c/^  /    -^j     8in^"*d^ 

2  J     { I  _  a«  sin  p«}5  J    Vi  —  a^Binp* 
0  0 

1  1 

2-4  J     {,-a«8in^f         V     {l-a'8in^«j 


)  A 

Is 

I 


etc. 


J    \l\  ' —  a*  siu  <p* 
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Les  diverses  intégrales  entrant  dans  ces  formules  s  expriment  aisément 
au  moyen  des  transcendantes  ^*^:  quand  m  est  égal  à  i  ou  à  2,  on  déduit 
facilement  les  valeurs 

1 

.=     (I  +a^)^;^-2a'^;ii, 

7t 


2     /      Ao   mnf'^^dip 

0 
I 

0 

1 

—  1t 
3 


0 

2  ' 


=        (I  +  6a'  +  «V»'  -  8(a'  +  «*)/Si';.  +  Say.'i., 


2(3«»  +  «*)/S!.'>  +  8(«'  +  2aV«it  -  i6«*y^'l„ 


0 

1 

0 

On  tire  de  là  les  expressions 

pO>  =  i«»[(i  +  a')^U  -  2aXi.]  +  «'[/?»"  -  2^:Ul 


2 
1-3 


etc. 
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^^  =  (I  +  6a'  +  «Vn"-  8a'(i  +  «^«'1.  +  ^oi\^U, 

pf  =  1^«<[(,  +  6«'  +  «^)^«,  -  8a'(i  +  a»)/Sî:i,  +  8aXIJ 

+  i  «^[2(3  +  « V«ii  -  8(1  +  20y5$.'i,  +  lôaXia] 
+  «  V»"  -  8/^„'i,  +  8y9<„U 

+  ^«*[2(3  +  «Vi'i.  -  8(1  +  2a')/9<«,  +  i6«X^,] 

etc. 

En  introduisant,  finalement,  dans  lexpression  précédente  de  C^''"^*^,  le 
développement 


(I  _  ^î)tm  (I  _««)«"»       . 


im     g'  2m(2m  +  Q  /     «'     V   2  1 

T  I  —  a'^  "^  TTâ  \i  —  «V  ^  *  '    r 


on  parviendra,  après  avoir  effectué  la  multiplication  des  deux  séries  pro- 
cédant suivant  les  puissances  de  — ;f ,  au  développement  dont  les  coefficients 
sont  identiques  avec  les  ;^'".     On  aura  ainsi: 

f^A      ,^m^i.n  _(^^+0(^^^ +3)- -(2^  +  2^1 -I)  a^>"+i-H>'   1    .^^        2m      g» 

V44;      T»  —  i.3.5...(2n  — I)  (i_a«)«*»|^'      "^    l    i  ^  a^^'-^ 

2m(2m+i)  /_al_y  cm)     .  I 

Telle  est  lexpression  demandée,  réduite  à  la  forme  la  plus  simple. 
On  pourra  l'employer  avantageusement  pour  vérifier  les  résultats  obtenus, 
soit  par  la  méthode  du  n^  79,  soit  par  la  formule  (39). 
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83.  Disons  finalement  quelques  mots  sur  les  méthodes  d'évaluer  les 
transcendantes  ^*^ ,  M.  Masal,  dans  ses  tables  de  la  transcendante  dont  il 
s'agit,  en  a  donné,  il  est  vrai,  les  valeurs  numériques  dans  une  étendue 
telle  quelles  suffisent  généralement  aux  demandes  du  calculateur.  Néan- 
moins, il  peut  arriver  qu'on  aura  besoin  d'autres  valeurs  de  notre  trans- 
cendante que  ne  donnent  ces  tables,  ou  bien  des  valeurs  calculées  avec 
un  plus  grand  nombre  de  décimales.  Pour  de  tels  cas,  voici  les  formules 
se  prêtant  le  mieux  aux  calculs  numériques. 

En  partant  de  l'équation  (5),  on  déduit  les  développements  bien  connus 
que  voici: 


)  ^  i>3-5>»-(2n— I) 
P""  2.4.6.. .2n 


^'       «2n+_i^,        s(i>+2)(2n-f  l)(2n  +  3)^4    . 
"^22n  +  2         ■"      2.4     (2n+2)(2n  +  4)       "^ 


n(.)^  i»3-5»>»(2n— I)        liai , 

^**  2.4.6. ..2n  i  22n+2" 

I     s{s+2)  1.3  , 

■^     2.4     (2n  +  2)(2n  +  4) /^ 
Dans  le  second,  on  a  employé,  pour  abréger,  la  notation 

Voilà  les  formules  appropriées  au  calcul  d'une  transcendante  isolée. 
Mais  il  s'agit  le  plus  souvent  d'en  calculer  une  suite  appartenant  aux  valeurs 
consécutives  des  indices.     A  cette  fin,  on  remarquera  la  relation 

/%'+"  = /sj:^  +  «'/3lt^,  • 

qui   s'obtient   facilement   par   la   définition.     En    appliquant   cette  formule 
successivement,  on  obtiendra  celle-ci: 

Qu'on  fasse  attention  qu'une  erreur  affectant  les  valeurs  de  yS^+i ,  ^„+î,  ... 
et  de  ^^tv^  n'entrera  que  diminuée  dans  le  résidtat  du  calcul. 

On  pourra  encore  signaler  la  relation  suivante  entre  trois  ^  consécutifs: 

o  =  (2n  +  i);9i.'^-  [2n  +  2  +  a\2n-s+  3)]^;^,  +  a\2n-s  +  4]/Si'l,. 
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Le  calcul  d  après  cette  formule  est  généralement  moins  aisé,  mais  on 
peut  la  remplacer  par  une  fraction  continue  servant  à  calculer,  de  proche 
en  proche,  les  rapports  de  deux  transcendantes  consécutives. 

En  introduisant  les  notations 

.    ^ 2n  +  1 

2n  +  2  +  a''(2n  —  «  +  3)  ' 

^n  —  J'y 

^"-"        2n+i      '*"'^"+" 
on  obtiendra  de  la  relation  signalée  celle-ci:  ' 

ï    =  ^»  —  /"«^M^^+I 

qui  s'écrit  aussi  de  la  manière  suivante: 

De  cette  formule  découle  immédiatement  la  fraction  continue  que  voici: 


I  - 

fn 

I  - 

A+l 

I  —  .  . 

/«+V-1 

I 

fn^v^n^v 

9 

dont  Fapplication  numérique  est  souvent  très  avantageuse.  On  peut  encore 
y  remarquer  que,  pour  de  grandes  valeurs  de  n  ,  tf„  tend  vers  la  limite  i  +a'. 

Cest  là  lalgorithme  introduit  par  Hansen  qui  s'est  servi,  d'ailleurs, 
dans  le  cas  où  la  fraction  mentionnée  cesse  de  converger  suffisamment, 
des  recherches  de  Gauss  sur  la  série  hypergéométrique. 

A  peine  est-il  nécessaire  de  rappeler  que  quelquesunes  des  transcendantes 
^'^  s'expriment,  d'une  manière  très  simple,  moyennant  les  intégrales  ellip- 

Traiti  des  orbites  absolues,  5  ( 
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tiques  complètes  de  la  première  et  de  la  deuxième  espèce.  Mais  il  ne 
faut  pas  passer  sous  silence  que  M.  Harzer,  dans  son  mémoire  x>Unter- 
suchungen  ùber  einen  speciellen  Fall  der  drei  Kôrper»  que  nous  venons 
de  citer,  a  employé,  en  suivant  une  remarque  de  M.  Bruns,  la  méthode 
des  quadratures  numériques  pour  le  calcul  des  transcendantes  ^.  Dans 
certains  cas,  cette  méthode  paraît,  en  effet,  supérieure  aux  méthodes  pure- 
ment analytiques. 

Quant   aux   transcendantes    ;-,    on  remarquera  encore  le  rapport  entre 
celles-là  et  les  coefficients  du  développement 


{ I  —  2a  cos  Jï  +  a'}    ^  =  -  A'I'  +  Zc6<;>  co^nH. 


2 

On  a  d'abord: 


'  <*î:'  = 


m  /m         \         {m  \  m  [m    ^      \ 


2     ^  I  .  2  ...n 

•i 


*     I      n  -h  I 


■^      1.2  (n-h  0(^  +  2)       ^  -^•••J> 

doù    Ton    conclut,    en    comparant    cette    expression    avec   Téquation    (39), 
l'égalité 

—  r^"=  -o6^"\ 


2       — 
3 


Les   ;-J"'"    s'expriment   moyennant  les  dérivées  des  transcendantes  c6^^\ 

2" 
Je  ne  m'y  arrête  cependant  pas,  vu  que  les  relations  entre  ces  deux  genres 
de  transcendantes  ne  n#us  seront  pas  utiles  dans  la  suite,  et  quelles  ne 
sont  pas  assez  simples.  Quant  à  une  propriété  importante  des  dérivées 
mentionnées,  il  y  a  toutefois  lieu  de  consulter  les  notes  de  M.  M.  Tisse- 
rand, Callandreau  et  Darboux,  toutes  les  trois  insérées  dans  le  tome  XC 
des  comptes  rendus  de  lacadémie  des  sciences  de  Paris. 

84.  Si  Ton  avait  calculé  la  transcendante  y9  avec  une  valeur  de  a 
non  parfaitement  exacte,  et  qu'on  eût  obtenu  en  conséquence  un  résultat 
un  peu  erroné,  il  serait  avantageux,  pour  parvenir  à  Ta  valeur  exacte, 
d employer   des  formules  donnant  la  correction  due  à  Tincrément  de  a,  au 
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lieu  de  refaire  le  calcul  en  entier.     On  déduit  une  telle  formule  de  correc- 
tion tout  facilement  en  dififérentiant  Féquation  (5).     Il  s  ensuivra: 


+2) 


Or,    en    désignant   par    Aa    et   A^^'^  les  incréments  de  a  et  de  ^^\  et  en 
admettant  la  notation 


o  =  —  , 
a 

on  aura: 

On  peut  encore  signaler  la  formule 

où  A/'l'"  signifie  la  correction  de  7-]'**  due  à  Fincrément  de  a. 

Quant  aux  ;-f'",  m  ayant  une  valeur  plus  grande  que  lunité,  on  ob- 
tiendra facilement,  en  difEérentiant  la  formule  (44),  la  correction  à  ajouter 
aux  valeurs  préalablement  calculées.  Il  ne  paraît  pas,  cependant,  nécessaire 
de  mettre  en  évidence,  à  cette  occasion,  Texpression  de  cette  correction, 
vu  que  sa  forme  analjrtique  est  sans  intérêt. 

Quant  au  calcul  des  corrections  dont  il  s'agit  on  pourra  aussi  utiliser 
les  tables  de  M.  Wellmann  publiées  dans  les  Dastronomisohe  Nachrichten» 
n*"  3040. 

Finalement,  en  différentiant  Téquation  (24),  on  aura  l'expression  de 
Fincrément  des  coefficients  i{(n,  s,  s')^y  dû  à  Ferreur  de  a. 
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CHAPITRE   III. 

Exposition  détaillée  du  calcul  des  coefficients  du  développement  de 
la  fonction  perturbatrice  ainsi  que  de  ses  dérivées  partielles. 

85.     Les    équations    différentielles    que    nous    allons    traiter  dans    le 
livre  prochain   contiennent,   dès   labord,   des   termes    dépendant   des  quatre 

dérivées    partielles    D„  i{ ,  -—  ,  -—  et  -— .     Mais    au    lieu    des   trois  dernières 

dérivées,  nous    verrons   toutefois   apparaître,  par  les  transformations  succes- 
sives, les  produits  suivants: 


(I)  P  = 


(c)  9r 


desquels  il  convient  de  chercher,  immédiatement,  les  développements. 

Il  est  bon  de  rappeler  tout  d'abord  l'équation  (25)  du  n°  67,  en  vertu 
de  laquelle  on  écrira,  au  lieu  de  l'expression  (i),  celle-ci: 

£u  outre,  si  nous  considérons  la  relation 

r'        a(l  —y') 
(c) -//(!+/,)" 

nous  pouvons  remplacer  les  formules  (2)  et  (3)  par  les  suivantes: 

(..s  a(l-;y')3i? 
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Les  dérivées  partielles  entrant  dans  les  formules  (i),  (2),  (3)  ainsi 
que  dans  (T),  (2'),  (3'),  s'obtiennent  de  deux  manières  différentes:  ou 
moyennant  des  différentiations  directes,  ou  en  employant  les  valeurs 


->■'£■ 

-  +  ^''-^A'        r'» 

3v  ~ 

fi'rr' 

I             I     3  CO8  ff 
A'        r")     av      ' 

ah  ~" 

fx'rr' 

1  V      • 

• 

^3         COS    Uy 


(4) 
(5) 
(6) 


Evidemment,   de   ces   formules,   les   deux   premières  s'écrivent  aussi  de 
la  manière  suivante: 


(4') 

(50 


r^=.— /£--+- COS  £f, 


9h 


3J2  a  COS  H 


ah     av 
Avec  les  expressions  signalées,  on  aura  facilement  celles-ci: 


jy  ua  t  na    ,  , 


('•)A'   '    (<•) 


i-_J-jcos/r, 

(\  _        /"■.V'I    '  '  \dco8H 


(I") 
(2") 

(3")  ^-  (,) 

dont  les  deux  premières  se  mettent  sous  la  forme 

in 


R  = 


/^^  ^3 


r  r 


A' 


F  =  — 7^— ï  +  -Rcoslf, 
(c)  A  r 


(2"0 


Q 


R 


3  COS  ff 
9v      * 


En   introduisant,   dans   ces  formules,  le  développement  (i)  du  dernier 
chapitre,    nous    trouverons  les  trois  fonctions  P  ,  Q  ,  R  développées  suivant 
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les    cosinus    des    multiples    de    -ff,    Texpression   de  la  fonction  Q  toutefois 

renfermant  le  facteur   ,  qui  se  remplace  facilement  par  une  fonction 

de  V  et  v',  en  vertu  de  Téquation 

a  cos  H  .    ,  -V    ,   9h 

— - —  =  —  sm  (v  —  v')  +  -- . 

Mais  les  séries  obtenues  de  la  sorte,  on  les  doit  convertir  en  dautres 
ayant  pour  arguments  v  et  v'  au  lieu  de  H.  Dans  ce  but,  on  pourra 
employer  deux  procédés  différents:  soit  la  substitution  des  expressions  des 
cos  nH  que  nous  avons  mis  en  évidence  dans  le  deuxième  chapitre  du  livre 
précédent,  soit  le  développement  suivant  les  puissances  de  h,  développement 
que  nous  avons  entamé  pareillement  dans  le  chapitre  mentionné.  Il  peut 
se  présenter  des  cas,  il  est  vrai,  où  ce  développement  n'est  pas  toujours 
convergent,  mais  lorsqu'il  s  agit  des  planètes  principales,  nous  admettons  que 
ce  cas  n'aviendra  pas.  Au  reste,  quant  à  la  légitimité  de  cette  hypothèse, 
il  y  a  lieu  de  rappi^ocher  du  commencement  du  chapitre  précédent,  ce  que 
vient  d'élucider  M.  Tisserand  dans  son  mémoire  inséré  dans  le  tome  XV 
des  annales  de  lobservatoire  de  Paris. 

Supposons  donc  qu'on  ait  développé,  dès  le  début,  la  fonction  per- 
turbatrice de  la  manière  suivante: 

(7)  ^ii=  îF.  +  w,h+  wy  +  ..., 

Wq  étant  ce  que  devient  ~  ii  quand  on  y  met  v  —  v'  =  w  à  la  place  de 

H,    et   les    autres    TF^,   les  expressions  des  fonctions   W^  du  n''  68  quon 
obtient  en  partant  de  la  valeur  indiquée  de   W^. 

Or,  en  posant,  conformément  à  Téquation  (35)  du  n°  69, 

(8)  W^  =  W^^'  -f  iWY^cosw  +  2WT^œs2w  +  .  .  .  , 

on  trouvera: 

(10)  ^-^  =  —  2  W\'^^  sin  w  —  /^W["'^  sin  2w  — 

3v 
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Cela  étant,  si  l'on  admet  les  développements 

p  ^  pn)  _|_  JXDJj  _|_  pî.ii»  +  .  .  .  , 

(II)  j  Q  =  Q^"'  +  Q"'h  +  Q<"b'  +  .  .  .  +  R 

R  =  R""  +  R">h  +  R<"h*  +  . . . , 


407 


ah 

av' 


on  obtiendra: 


(12) 


IL  p(»»)  — 


4-  2      ^_      COS  W   +    2 COS  2W   + 


I  — 


dp  dp 


Déjà  dans  le  n^  70,  j  ai  prévenu  le  lecteur,  que  la  fonction  totale  ii 
sera  développée  suivant  les  puissances  de  f  et  f,  en  sorte  que  ce  développe- 
ment aura  la  forme  de  Téquation  (40)  du  numéro  cité.  En  conséquence, 
il  faut  représenter  les  fonctions  W^  ,  F"*^  ,  Q^"*^ ,  R^*"^  au  moyen  de  pareils 
développements.  Soit  maintenant  M  une  de  ces  fonctions,  on  aura,  con- 
formément à  l'équation  que  nous  venons  de  mentionner,  un  résultat  de  la 
forme 


(13) 


+ .. 


et  on  comprend  sur-le-champ  que  les  divers  Jlf^^.  s'obtiennent  moyennant 
la  formule  générale 

,     ,  ^ I a^-^*'3fo.o 

^^4j  ^^M'  -  1 .2  . . .  ^.  I . . .  ifc'  a(/>)*a(/>p'  * 

Les  différentiations  demandées  s'effectuant  aisément,  il  n'y  a  pas  de  diffi- 
culté quant  à  la  formation  des  coefficients  du  développement  (13).  La 
fonction  ilfo.o  finalement,  n'est  autre  chose  que  ce  que  devient  M  lorsqu'on 
y  change  p  et  p    en  (/>)  et  {p). 
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86.     Supposons  maintenant  que  les  M^^f  soient  mis  sous  la  forme  des 
équations  (14)  et  (42)  du  chapitre  précédent     Nous  écrivons  alors: 

(15)  M,.,.-  i;2:{M"'(/t,Â;',n,s,s')o,o-iW'"(A;,A^',»,s,s'),,«oy'  +  ... 

+  itf"  (Â;,Â;',«,s,s')«.,3y"~... 

OÙ  les  M^'^\k  ,  fc',  w,  s ,  s\y  désignent  des  coefficients  dépendant  de  nombres 
entiers  ainsi  que  des  transcendantes  /•  ou  fl. 
En  premier  lieu,  nous  allons  admettre: 

Wq   signifiant  la  valeur  de  -  i2,  en  y  supposant  h  ,  f  et  f '  égaux  à  zéro. 

Nous    aurons    alors,    en    supprimant  les  indices  w  ,  A;  et  k',  tous  les  trois 
étant  égaux  à  zéro, 

(16)  W::^  =  Ti:[Q{n  ,  s  ,  s')o.„  -Q{n,s,  s'),„7'  +  •  •  MpTipY , 

la  fonction  totale   W^  étant  donnée  par  l'équation  (8). 
Il  s'ensuit  de  la  formule  signalée  la  suivante: 

^=  Z2:(s+i){i2(n,s+i  ,s')o.o-fi(n.s+i  ,s'),,oy'+... 

+  ^(n.s+i  ,s')..,V'  — ••• 

+  ...}(/>)•(/>')'■• 
Cela  étant,  si  nous  admettons  la  notation 

(1 7)  J^.n»'  =  -  ZZ|P(n  ,  s  ,  s')«.„  -  P(»  ,  s  ,  s'),,oy'  +  .  .  . 

+  ...i(/>)vr, 

nous   aurons,   en   comparant   les  deux  derniers  développements  avec  la  pre- 
mière des  équations  (12), 

(18)  P(n,s,s').y  =  (s+  i){i2(n,s+  i  ,  s'),.  +  ii{n,s+  i  ,  s').^,y|. 
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Reprenons  ensuite  Téquation  (34)  du  chapitre  précédent.     En  y  mettant 
(p)  et  (/>')  au  lieu  de  p  et  />'  nous  aurons 

(19)       TFl-'  =  rrjr-Cn,  s,  8')o,.-  r-(n,  s,  s'),.,7'  +  •  ••)(/>)•(/>')•', 

équation  d'où  dérive  la  formule  (16),  en  mettant  dans  celle-là  m  égal  à  zéro. 
Par  la  formule  (35)  du  n**  80,  les  coefficients  ^^{n ,  s,  s'\y  sont  exprimés 
moyennant  des  séries  procédant  suivant  les  fonctions  i2(w  +  wi  +  2^ ,  s ,  s')^^, 
p  ayant  successivement  les  valeurs  des  nombres  entiers,  à  partir  de  p  égal 
à  zéro.  Mais  bien  que  les  séries  mentionnées  soient  toujours  convergentes, 
cette  convergence  peut  être  extrêmement  lente,  d*où  naît  la  nécessité  de 
chercher  d'autres  expressions  représentant  les  coefficients  dont  il  s'agit.  Dans 
ce  but,  écrivons  l'équation  (42)  du  n®  81   de  la  manière  suivante: 


+  ii-in  ,  s  ,  s')..,3y" 


+  ...)^y. 


ce  qui  revient  à  donner  à  l'indice  m,  dans  les  termes  du  membre  droit, 
une  signification  un  peu  modifiée.  En  introduisant  cette  valeur  dans  l'équa- 
tion (36)  du  n^  80,  on  obtiendra  l'expression  que  voici: 


n'»\*n 


1.2. ..w         a^Vl  +  pj    \i  +p  J 
X  2:i:{û'»(n,s,s')o,o— i2'»(n,s,sOM7'+       ^pV • 
En  effectuant  la  multiplication  par 

\i  +p/    \î  +p  / 


=    1  —  mrj^  + 


2    1    rn{m—  i)    4 


1 .2 


V---  h— '"'y  + 


,2        m{m  —  l)     4 


1 .2 


vx  I  I    ^(^  +  0    2 


1 .2 


,        m(w  +  i)    ,2 


I  .2 


TrcMé  dos  orbites  absolues. 


52 
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et  en  comparant  le  résultat,  après  y  avoir  mis  (/?)  et  [p')  au  lieu  de  p  et 
p\  avec  Téquation  (19),  on  sera  conduit  à  la  formule  générale: 

(20)  r-(n,8,s'X.=  ^^^^^^:^-;, 

^      '  V    »    »    /».>-  1,2. ..m       a" 

X  U"  (« ,  S ,  s'),..- -  mOr  (n ,  8  -  I ,  s'),,.-  -  mia"  (n ,  s ,  s'- 1  ),.,. 
+  îîii^  i2»(n,  s- 2 , 8'),y  +  mmia-Cn, 8-  i , s'- 1),,. 

+  m[£-(n ,  s,  s'),_.y  - t»i2'"(«,  s-  i ,  8')._,y 

-wir(n,8,s'-i),_,y 

—  îW[fi'»(«,  S,  8'Xy_,-»»fi'-(n,  S-  I  ,  S'Xy_,-  . .  •] 


Cette  formule  étant  de  la  même  nature  que  celles  que  nous  allons 
déduire  prochainement,  je  trouve  convenable  de  Tinsérer  à  cette  place,  bien 
quelle  appartienne  aussi  au  n®  80. 

87.  Mettons,  maintenant,  en  évidence  les  coefficients  du  développe- 
ment  des    trois    fonctions    que    nous  avons  définies  par  les  équations  (12). 

D  abord,  si  nous  différentions,  par  rapport  à  (/>),  Téquation  (19),  il 
viendra  : 

^  =  z2:(s+  i)(r'(t»,s+  i,s')o.o-n»>s+  I ,  s'),,o7' + . . . 
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résultat  d'où  Ton  tire,  après  avoir  établi  Téquation 

(21)  ^F.">  =  -ZZ{P"(n,s,s')o.o-P"(n,s,s'),o'?'  +  •  •  • 

+  •••}(/>)•(/>')'■, 
la  formule  que  voici: 

(22)  P~(n ,  S ,  s%y  =  (s+  i) { r«(n ,  s  +  I  ,  s').,..  +  r-(n ,  s  +  i  ,  s')._,y}. 

Qu'on  remarque  Tanalogie,  avec  la  formule  (i8),  de  l'équation  que 
nous  venons  d'obtenir  et  qui,  du  reste,  revient  à  celle-là,  si  l'on  fait  m 
égal  à  zéro.  On  s'en  convainc  facilement,  en  considérant  l'équation  (35) 
du  n°  80  ainsi  que  les  expressions  des  coefficients  T^+V  que  nous  avons 
données  dans  le  n®  69.     Il  en  résulte,  en  effet,  l'égalité 

r(n,s,s').y=i2(n,s,s'Xy. 
Admettons  ensuite: 

{23)  ^Q<">  =  -  «rriQ-C»  ,  s  ,  s'),..  -  Q-'Cn  ,  8  ,  s')..o7' . . . 

et   nous   aurons,    en    consultant   la   seconde    des    équations  (12),  ainsi  que 
l'équation  (19),  la  formule 

(24)  Q"'(«,S,8'),y  =  r*(«,S,sV-2^'"(«,S-I,s'),y  +  3r-(n,S-2,s'Xy-... 

±  (s +1) /•"•(«, 0,s'),y 
+  r''(»,S.s'X_,y-2  r-in,S-  1 ,8')._,y  +  3  r(n,S-2,s'X_,y-... 

±(s+i)r»(n,o,s')._,,,. 
Finalement,  si  nous  posons: 

(25)  J,  Ri»'  =  (m  +  i)ZZ  {R"(n  ,  s  ,  s'),..  -  R"(»  ,  s  ,  8\,rj'  +... 
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la    comparaison    de    cette    formule    avec  la  troisième  des  équations  (12)  et 
avec  l'équation  (19)  nous  conduira  à  l'expression  suivante: 

(26)  R(->(n,  s,  s').y  =  r-'+H»  ,  s  ,  s%y  —  2r'»+'(n  ,  s  —  I  ,  S'),y 

H-sr^+'Cn.s— 2,s'X,,  — ... 
±(s+,))-+'(n,o,s'Xy 

+   }-+>(«,s,s'X_,y—  2r'"  +  '(n,S—  I,S'),_.y 
+3^""+'(«,S—  2,S'X-,y—  ... 
±(S+    l)r'^'(»,0,s'),_,y. 

On  conclut  encore,  en  vertu  des.  formules  (24)  et  (26),  la  relation 

(27)  K-(n,8,s'Xy==Q'"+'(«,s,s'),y; 

une  autre  relation  du  même  genre  s'obtient  en  comparant  les  formules  (22) 
et  (24).     La  voici: 

(28)       Q-(n  ,  S  ,  s'Xy  =  ^  P-(n  ,  S  -   I   ,  S'),.  -  -^  P'"(n  ,  S  -  2  ,  S%y 

+  sP(n  ,  o  ,  sV  ±  (s  +  i)T{n  ,  o  ,  s').,/. 

Evidemment,  par  PJ/"^ ,  Qî/"^  et  R^*"^  nous  avons  désigné  les  coefficients 
du  développement,  suivant  les  multiples  de  w,  des  fonctions  (i — îy')P'"\ 
Q^"*^  et  Bf'"'\  en  sorte  que  nous  avons,  au  lieu  des  équations  (12),  les 
suivantes: 


(29) 


(i  —  3y')P<'">  =  Pi""  +  aP™)  cos  w  +  2F,""  cos  2w  +  .  .  .  , 
Q^"^  =  aQ^r^sin  w  +  aQi,"' sin  2w  +  .  .  .  , 
R<""  =  Ri"'  +  2Rf' >  cos  w  +  2Ri,""  cos  2W  + 


Il  faut  encore  remarquer  qu'on  pourra  identifier  la  fonction  M^,,  de 
l'équation  (13)  avec  les  PJ,"'^ ,  Q<,""  et  Bf^\  après  quoi  on, déduira  les  fonc- 
tions Mtji-,  y  correspondant,  en  utilisant  la  formule  (14). 
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88.  Les  développemeDts  que  nous  venons  d'effectuer^  dans  le  chapitre 
précédeut,  et  dont  les  coefficieuts  sont  des  fonctions  des  transcendantes  j 
ou   ï9^    se    rappoi'tent  seulenieut  à   la   partie    principale    de  la  fonction  per- 

turbatricej  cest  à  dire  au  terme  —  entrant  dans  l'expression  de  ^A  jy     Pour 

rendre    complets    les    développements    mentiounéâj    il    faut^    au   terme  déjà 

considéré^  ajouter  celui-ci: 


7^  cos  U  =^ 

T 


-]^(cosw  +  h), 


supposant  toutefois  qu'il  s'agisse  de  TinHuence  de  la  planète  extérieure  sur 
la  planète  inférieure.  Dans  le  cas  opposé,  nous  désignerons  la  fonction 
perturbatrice  par  ià'  et  nous  mettrons  /xi  à  la  place  de  //,  /4  étant  ce  que 
devient  fi*  quand  on  change  la  masse  lUf  de  la  planète  extérieure  eo  celle, 
w^i,  de  la  planète  inférieure.     Nous  aurons  alors: 


C30) 


f^  l  (  €t,\        a  r 


Occupons-nous  d'abord  du  premier  cas. 
En  remarquant  Tidentité 


^cos/f  =  oe'^  \^\  m^U, 


oû    aperçoit   facilement  qu'il  suffira,    afin    de    tenir  compte   du   terme   indé- 
pendant de    A,   de  remplacer,  dans  l'expression  de  -^  ii  donnée  par  Téqua* 

tion    (i)    du    n*'    74,    la  fonction   C^^^^  par  CV — ^a\  ce  qui,  en  vertu  de 

Téquatiou  (7)  du  numéro  cité^  revient  à  remplacer  ;-J'*  par  f/ — -et*- 

Les    incréments    à    ajouter    aux    coefficients    ii{i  ,  s  ,  s')^^^.   s'obtiennent 
facilement  au  moyen  de  Téquatiou   (24)  du  n"*   78.     En  effet,  si  Ton  y  met 

a^    au    lieu    de    yY ,    et    qu'on    désigne    rincrémeut  dont  il  s'agit  par 

Aii(i  ,  s  ,  ^\,^'^  il  résultera: 


(30 


Ai2(i,6,s')v  =  --;«X': 


i»i  ,v,v  • 
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Quand  on  a  déterminé  cet  incrément,  il  sera  facile,  en  utilisant  les 
équations  (18)  et  (24),  d  obtenir  les  expressions  des  quantités  quon  doit 
ajouter  aux  coefficients  P(i  ,  s  ,  s')^y  et  Q(i  ,  s  ,  s'),,,,'  communs  aux  dé- 
veloppements, tant  des  fonctions  (i  — 7]^)P  et  Q  suivant  les  multiples  de 
Jï,- que  des  fonctions  (i  — îy^)F^^  et  Q^®^  suivant  les  multiples  de  w.  Mais 
quant  à  Tincrément  de  la  fonction  K,  dû  à  la  seconde  partie  de  la  fonction 
perturbatrice,  il  est  visible  qu'il  s'exprime  moyennant  la  formule 

(32)  'Aar  =  -/^, 


Donc,  si  Ton  avait  développé  la  partie  principale  de  ^  tt  suivant  les  mul- 
tiples de  H  y  seulement  le  terme  indépendant  de  II  aurait  été  altéré  par  la 
seconde  partie. 

En  développant  le  second  membre  de  l'équation  (32),  il  résultera 

(33)         ^AR  =  -aXi  +^){i-    3P   +    2p' 

+     ^p'-    àpp'    +      p" 

—  10^' +  i2^y—  zpp'^ 
+  15/  — 2o/>y  +  6/>y* 

—  21/ +  30/>V-  10^  V +...), 

a  étant   la   fonction  —  i  -f  [ %A  ,  dont  nous  avons  donné,  dans  le  n® 

76,  le  développement  suivant  les  puissances  de  îy^  et  de  ïj'^. 

L'expression  de  AR  est  donc  ramenée  à  la  même  forme  que  celle  des 
fonctions  F„"*^ ,  Qî,"*^  et  \\^\  et  on  comprend  que  seulement  la  fonction  B!^^ 
est  altérée  par  l'incrément  AR. 

On  peut  encore  remarquer  que  les  incréments  AP  et  AQ  s'expriment 
aisément  au  moyen  de  l'incrément  AR.  On  tire,  en  effet,  des  équations 
(i'")  et  (2'")  les  expressions  suivantes: 


(34) 


(i  —  iy*)AP  =  (i  +/o)ARcosif, 
a  C08  ff 


AQ=  AR: 


3v 
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89.  Le  cas  où  la  planète  dont  il  s'agit  de  déterminer  le  mouvement, 
est  plus  éloignée  du  soleil  que  la  planète  sollicitante,  exige  quelques  remarques 
ultérieures.     Fixons  avant  tout  les  notations 


(35) 


p,  _  r"  g'ag 

(c)   9r'    ' 

^  ~(c)av" 
(c')ah 


De   ces  équations,  tout  analogues  avec  les  équations  (i),  (2),  (3),  dé- 
coulent les  suivantes,  analogues  aux  équations  (i"),  (2"),  (3"), 


(35') 


(c)   A'         (<5)  |A*        r»j  ' 


(c) 


r"      av 


y.»^ 


I         I 


R'=       ff^rr-l~,--,l 


(35") 


équations  qui  s'écrivent  aussi  de  la  manière  suivante: 

ï'=-^(")'(0"fr+:-«'-^ 

La  forme  sous  laquelle  nous  avons  mis  ces  trois  fonctions  est  choisie 
afin  de  mettre  en  évidence  le  rapport  —y ,  dont  nous  supposons  le  développe- 
ment établi.  En  partant  de  ces  dernières  formules,  il  sera  donc  facile 
d'établir  les  développements  des  trois  fonctions  dont  il  s'agit.  Cherchons 
cependant,   pour  les  obtenir  d'une  voie  plus  courte,  à  exprimer  les  P',  Q', 
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R'  par  les  P ,  Q  ,  R,  dont  nous  supposons  les  développements  déjà  établis. 
On  y  parvient  facilement  en  utilisant  les  identités 

^~;ï  —  ;^  — 7»  +  irs—-sy 

fiir'r^     (c) 


à  laide  desquelles  la  troisième  des  équations  (35')  nous  donne  celle-ci: 

(36)  R'=44?^.R+^7!;_'i\ 

^^    ^  fiir\c)  (c)   \r        r^  ) 

Avec  le  résultat  obtenu,  il  sera  facile  de  tirer,  des  deux  premières  des 
équations  (35")?  ^^s  suivantes 


(37) 


(c)   \r)    A  r  ixir\c)  (c  )   V         ^  / 


Q'  = 


/iJrV)       "^   (c')  V        r')\     av      ' 


d  OÙ  l'on  déduit,  par  un  calcul  assez  simple,  que  je  passe  cependant  sous 
silence,  les  expressions  en  P  et  en  Q.  Ce  sont,  en  effet,  les  expressions 
en  R  qui  se  prêtent  le  mieux  aux  développements  dont  il  est  question 
maintenant. 

90.     Mais   on  parviendra,  d'une  voie  encore  plus  facile,  aux  résultats 
demandés. 

En    ne    considérant    dabord    que  la  partie   principale   de  la  fonction 

perturbatrice,   c'est-à-dire   la  partie   qui  s  annule  avec  —,  on  exprimera  les 

trois  fonctions  définies  par  les  équations  (35)  moyennant  des  formules  tout 
à  fait  semblables  à  celles  qui  ont  servi  à  établir  les  expressions  de  P ,  Q 
et  R.  Or,  en  supprimant  les  seconds  parties  des  fonctions  H  et  Q! ^  on 
aura  la  relation 

qui,   du  reste,    nest  autre  chose   que  Téquation  (56)  du  n^  72,  si  Ton  en 
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supprime    le   second    membre.     On    parviendra   maintenant,   en   considérant 
Téquation  (7),  au  développement 

(38)  ^^  if  =^{TF,  +  TF.h+TFX +  ...}, 

les   W^y   donnés  par  l'équation  (8),   étant  par  conséquent,  les  mêmes  dans 
les  deux  développements  (7)  et  (38). 
On  aura  ensuite: 


(39) 


;-  =  : \-  2  —  COS  W    +    .  .  .  , 

'  ^  =  2  WT^  sin  W  +  2  PF<,""  sin  2  w  + 


3v 

d'où  l'on  tire  immédiatement,  eu  égard  à  l'équation  (lo),  la  relation 

(40)  -^  +  ^7-  =  °- 

Ensuite,  puisque,  ce  qui  est  facile  à  voir,  les  fonctions  W^  doivent 
satisfaire  la  condition  exprimée  par  l'équation  (44')  du  n°  7 1 ,  nous  aurons  : 

(41)  i'+pf-^  +  i^+p')'-^=w^- 

Arrêtons-nous  un  moment  pour  déduire,  d'une  manière  inimédiate, 
l'équation  dernièrement  énoncée.  Dans  ce  but,  rappelons-nous  d'abord  les 
relations 

Considérons   ensuite  les  équations  (30)  du  n**  80,  dont  le  type  général  est 

celui-ci: 

W^  =  const.  r'"r""2)-^''"+^>. 

Il  s'ensuit,  par  différentiation, 

I     d  Wm       fn        /  ,       \  r  —  r'  COS  w 

—. -= (2m    +     I)-; -^ : , 

yy^    dr  r         ^  ^  r    -^  r    —  2rr  cosw 

I     d  Wfn       tn         /  ,       .  r  —  r  COS  w 

TTT-  -Z-^  =  -^ (2m  -f    0  ^-; -. ; , 

fffft    dr  r  ^  ^  r    H-  r     —  2rr  cosw 

Traité  des  orlntes  abaotues.  53 
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d*où  l*on  tire,  après  avoir  multiplié  la  première  équation  par  r  et,  la 
seconde  par  r', 

aW^n     ,         /^^m  _   TT7 

ce  qui  revient  à  Téquation  (41). 

Les  dérivées      ,  "    ,  liées  avec  les      ,  "     par  des  relations  de  la  forme 

a(/>)  a(^)    ^ 

de  Féquation  (41),  s'obtiennent  maintenant  de  deux  manières  différentes: 
en  premier  lieu  par  différentiation  directe  de  Téquation  (19).  On  arrivera 
de  la  sorte  à  l'expression 

(42)     ^  =  Z2:(s'  +  i){  r-(n,  s,  s'  +  i)..o  -  r«(»,  s,  s'  +  i),.o5?'  + . . . 

+  •••}(/>)  vr- 

L'autre  mode  d'exprimer  les  dérivées  dont  il  s'agit  est  fondé  sur 
l'équation  (41).  En  y  introduisant  la  valeur  de  W^^^  selon  Téquation  (19), 
ainsi  que  celle  de  sa  dérivée  par  rapport  à  (yo),  il  viendra 

(I +(/>')) ^- =  SSj  r"(n ,  s ,  s')o..  -  nn ,  s ,  s'),.,» +.. . 

+  •••)(/«)•(/>')"■ 

-(i  +(,o))2:2:(8+  i){r-(«,s+  i,s')o,o-...j(/>)*(^'r. 

En  effectuant  les  multiplications  demandées,  on  arrivera  à  une  ex- 
pression  de  "  qui,  comparée  avec  l'équation  (42),  conduit  à  la  relation 
générale  que  voici: 

(43)  (s'+l)r''(«,S,S'+    l\y   = 

—  (s  +  i)[r'-(n,  s  +  I  ,  s')...  —  'Vin ,8+1,8'—  i),...  +  . . . 

±  r"'(n  ,  s  +  I  ,  o).,,] 

—  (s  —  \)[r"'{n ,  s ,  s'X,.  —  r^in ,  s ,  s'  —  1),...  +  . . . 

±  }^(n  ,  s  ,  o),,,.]. 
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91.     En   analogie   avec  les  opérations  expliquées  dans  le  n^  85,  nous 
allons  introduire  les  notations 


(44) 


F  =  F«»)+  F<'>h+  .  .  . 

Q- =  Q'C)  4- Q'(»h  +  .     .+B'~., 


OÙ  les  coefficients  des  diverses  puissances  de  h  sont  donnés,  ce  qu'on 
trouve  facilement  en  consultant  les  équations  (35)  ainsi  que  l'équation  (38), 
moyennant  les  développements  que  voici: 


(45) 


a^^F^")  =  _ 
fit 


rin) 


ri'») 


ZW7'    ,       9WT'  ,       iWT'* 


^  +2 ^  COS  W  +    2 —  COS  2W   +   .  .  . 

9p  dp  9p 


a&^Q'C")  =       i_^l{2  Tf  <")  sin  w  +  4  W^"'^  sin  2w  +  .  .  . }, 
a^,  R'(»>  =       (m -H  ')('-?.:) .  |^(«+.,  _j.  2  p^(»+i)  COS  w  +  .  .  . } . 


y   f^t 


Posons  en  outre: 

(l  —  3y")P'<'"  =      P;(""  +    2P;"»>  COS  w  +  2P;('»>  COS  2W  +  .  .  .  , 

(46)  Q'^"»  =  2Q;<""  sin  w  +  2Q;<""  sin  2w  +  .  .  .  , 

R'(»)  =    Rjc»)  4.  aR;*-»'  cosw  +  2Ri<'">cos  2w  +  .  .  .  , 


et  encore: 


(47) 


gp;('">=-2:2:{P"-(«,s,8'),.,-F'»(n,s,s'),,ooy'  +  ... 

+  F"(n,8,s'),.,07"-... 

f:Qr)=nZ2:{Q"-(n,s,s')o.o  -  Q""(«.s,8')..o'7'  +  -Mpr{pr, 

gR;('->=  (m  +  i)ri:  {R'"(n,  8,  s')..o  -  R"»(n,  s,  s'),,^'  +  •  •  MpTip')'', 
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et  quant  aux  coefficients  de  ces  derniers  développements,  nous  arriverons 
facilement,  en  considérant  les  équations  (19),  (42)  et  (45),  aux  formules 
suivantes: 

(48)  aF«(n,  s, s').y  =  (s'  +  i){  /'«(n ,  s, s'  +  0...  +  /"(n,  s,  s'  +  !)„,_,}, 

(49)  aQ""(n,  s,  s')vy  =       r-(w,  s,  s').y-  2  r-(n,  s,  s'—  i),^  +  . . . 

±(s'4-i)r»(w,s,o),y 
+  r-(n,s,s').y_i  — 2}-(n,s,s'~iX,,_i  +  ... 

±(s'+i)}-'"(n,s,oX,,_,,    . 

(50)  R""(n,S,S').y  =  Q""^*(n,8,s0.y, 

(51)  Q''"(n,s,sV  =  7F«(n,s,s'-i).,,-^-^ 

+  sT-(n,  s,  oX,.. ± (s'  +  i)Q""(n,  s,  o)..,. 

Telles  sont  les  expressions  servant  au  calcul  immédiat  des  coefficients 
dont  il  s'agit;  mais  puisque  les  fonctions  r"*(n  ,  s  ,  s'\y  y  entrant  sont  en 
partie  communes  aux  formules  (22),  (24)  et  (26),  on  pourra  les  éliminer 
de  deux  équations  correspondantes,  et  on  parviendra  ainsi  à  des  relations 
entre  les  P"*(  )  et  les  P"*(  ).  Ces  relations  s  obtenant  très  facilement,  je 
me  restreins  à  n'en  signaler  que  celle  ci: 

(52)  (s'  +  i)P'^{n  ,  s  ,  s'  +  O0.0  =  a(s  +  i)P''^{n  ,  s  +  i  ,  sOo.o- 

Au  moyen  de  cette  formule,  les  P""(  )  dérivent  d'une  manière  extrême- 
ment simple  des  ?*"(  ). 

92.  En  employant  toujours  les  notations  introduites  dans  les  numéros 
précédents,  nous  aurons,  en  vertu  de  l'équation  (30): 

-AU  = rcosir 


=-  — ^(cosw  +  h), 


termes  qu'il  faut  ajouter  à  l'équation  (38)  afin  d'avoir  l'expression  complète 
de  la   fonction   perturbatrice.     Or,   le  second   membre  se  divisant  en  deux 
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parties  dont  l'une  s'ajoute  à  tV^  et  l'autre,  à  W^,  nous  aurons,  en  dé- 
signant par  A  PT',*^  et  A  TT*,"  les  incréments  à  ajouter  aux  coefficients  W^^ 
et  Pry>: 


(53) 


AW^r=  APF<,'> 


aar 


1  i-,'(i+^)' 


Après    avoir    établi    cette    valeur,   on   parvient  aisément  aux  formules 
suivantes  des  termes  supplémentaires  à  ajouter  aux  expressions  (46): 


(54) 


cos  w, 


sinw, 


formules  qu'on  développera  sans  peine  suivant  les  puissances  de  p  ,p' ,  37'  et 
jy''.  On  obtient  de  la  sorte  les  incréments  des  coefficients  P"*(i  ,  s,  s')^_,., 
P'»(o  ,  s  ,  s'),,.-  ,  Q"(i  ,  s  ,  s'),.,-  et  R'"(o",  s,  s'),,„-.  Il  suffit  de  mettre  en 
évidence  un  seul  de  ces  développements.     J'ai  choisi  celui-ci: 

(55)  ^;ar-  =  -1^j,  +  .^-3/>' 

+  />'  -  àpp'  +  6p" 

—3py+  i2pp''—iop" 
+  ...}, 

qui,  on  le  voit  immédiatement,  est  tout  à  fait  analogue  avec  le  développe- 
ment (33). 
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Signalons  encore  les  relations 

AF  =^  AR'cosJÏ, 
r 

quon  obtient  immédiatement  en  vertu  des  équations  (35")- 

93.  Reste  à  dire  quelques  mots  sur  le  développement  de  la  dérivée 
D^i2,  développement  qui  s  établit  facilement  si  ceux  des  fonctions  W^^^ 
sont  connus,  et  qui  se  ramène,  au  reste,  à  ceux  des  fonctions  P  ,  Q  et 
R.  On  parvient  au  développement  demandé  en  partant  de  l'équation  (37) 
du  n**  70,  si  Ion  y  introduit  le  développement  (7)  du  chapitre  présent.  Il 
viendra  de  la  sorte  • 


(56)  %D.a  = 


formule  qui  se  remplace  par  la  suivante: 

(57)  ^C'  -r}')i\ii  =;j.{-(.  -^')PD,(^)  +  (.  +^rQ}. 

OU  bien,  par  celle-ci: 

(58)  3^('  -  7')i).û ='i\-  (I  -  7')(i^"^  +  p*'^t  + .  •  ^^^ip) 

+  (I  +  yo)  W  +  Q<'>h  +  . . .) 

Par  ces  formules,  on  obtiendra,  d'une  manière  aussi  aisée  que  possible, 
le  développement  de  la  dérivée  dont  il  s'agit,  sous  la  forme  que  nous  venons 
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de  mettre  en  usage  par  les  équations  (21),  (23),  (25)  et  (29).    Cependant, 
très    souvent    il    paraît   préférable   de  chercher  cette  dérivée  moyennant  la 

différentîation  directe,  après  avoir  substitué,  dans  le  développement  de  -,  ii , 

les  valeurs  de  (/>)  et  de  h.     De  ces  valeurs,  celle  de  (/>)  est  donnée,  comme 
nous  savons,  par  la  formule 

{p)  •=  ly  cos  {y  —  G}  —  {tt  —  T)), 
d'où  il  vient: 

{PY  =-^r]'  +  '^7)'cos2{y  —  S>  —  (-—  P)), 

{pY  =  Iv'  cos(v  — fi)  —  (TT  —  D)  +  '-7j'  cos3(v  —  fi)  —  (;r  —  D), 
etc. 

Quant  à  la  valeur  de  h,  nous  lavons  donnée  à  plusieurs  reprises: 
d  abord,  dans  le  n*'  47,  par  les  équations  (4)  et  (5).  On  y  a  aussi  donné 
les  expressions  de  la  deuxième  et  de  la  troisième  puissance  de  h,  en  ne 
considérant,  toutefois,  que  la  principale  partie  de  cette  fonction,  ce  qui 
suffit  le  plus  souvent,  notamment  dans  le  cas  des  planètes  principales. 

En  ne  tenant  compte  toujours  que  de  la  partie  mentionnée  de  h , 
nous  aurons,  en  vertu  de  l'équation  (5,  a)  du  numéro  cité,  l'expression 

(59)  h=  0Q  cos  (v  —  v')  +  0,  cos  (v  +  v')  4-  0,  sin  (v — v')  +  0^  sin  (v  +  v'), 

0^  y  0^  ,  .  .  .  étant  des  fonctions  restant  inaltérées  des  différentiations  D^  et 
D^',  et  dont  voici  les  expressions: 

(60)  0,-=-'^{i  +f)/'-i(i  +  f)  7'»  H- i//' COS  (*.-#;-((? -G")) 

+  ^(i  +f)(i  +f')r/"[i  +cos2{»,-K-(G-G'))], 

(60')  0,  =       - (1  +  f) l' cos 2{ê/—G)-\--{i  +  f) Z"  cos  2{»{  —  G') 
—  ^  ir  cos  (*,  +  *;  —  (?  —  G') 

— 1^(1+  f)(l   +  î')rr\cOS  2(*.  -G)  +  cos  2{»[  -  &)i 
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(60")       0,  =      \  ir  sin  {»,  -/^[-{G-  G')) 

+ 1^(1  +  f)(ï  +  r)pr'  sin  2(*,  _  ^;  _  ((?  _  &)) 

(60'")       03  =      -  (i  +  f)  /'  sin  2(i9j  —  (?)  +  -  (1  +  f) i'^  sin  2(^;  —  &) 

—  \ll*  sin  (i9i  ^ê[  —  G  —  G') 

—  (i  +  f)(i  +  f')/'/''[sin  2(,9j  —  G)  +  sin  2(i9;  —  G')]- 

Dans  ces  formules,  on  a  employé,  pour  abréger,  les  notations  du  n** 
32,  savoir: 

f^,=»+  ii  —  (d\         »[  =  »'+  Q'  —  &. 

Evidemment,  après  avoir  mis  la  fonction  h  sous  la  forme  (59),  il  sera 
très  facile  d'effectuer  les'  multiplications  que  demandent  les  formules  (7)  et 
(8),  (11)  et  (12),  ainsi  que  les  formules  analogues  relativement  aux  fonctions 
P',  Q',  R'  et  aux  dérivées  D^Q  et  D^  ii\  On  aura  en  effet,  pour  en  donner 
un  exemple, 

(61, a)  h  cosn(v— v')=  -  0^[cos(n  —  i)(v  —  v')  +  cos(w  +  i)(v  —  v')] 

+  -  0,  [cos  ((n—  I  )  V—  (»  +  I  )  v')  +  cos ((w  +  I  )  v— (n—  i  )  v')] 
+  l  <^2[—  sin  («  —  0(v  —  V)  +  sin  (n  +  i)(v  —  v')] 

+  i  0^[—  sin((n  -  i)v  —  (n  +  i)v') 

+  sin((w  +  i)v  —  (n  ~  i)v')], 

(61, b)   h  sinn(v— v')  =  ^  0ç^[s\ïï  {n  —  i)(v  —  v')  +  sin  (n  +  i)(v  —  v')], 

+  i0j[sin((n-i)v-4w+i)v')+sin((n+i)v-(w-i)v')] 

+  -  ^^[cos  {n  —  i)(v  —  v')  —  cos  (n  +  i)(v  —  v')] 

+  l  ^zl'^os  ((w  —  I) v  —  (n  +  I )v') 

—  cos  ((n  +  i)  V  —  {n  —  i)v')]. 
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On   comprend   encore   que   les  puissances   de   h,   ainsi   que  les  produits  de 

ces  puissances  par  ^^  ^^  ^  ?  se  forment  aisément  et,  que  les  multiplications 

de  ces  puissances  ou  produits  par  cosn(v  — v')  ou  sinw(v — v')  s  opèrent  sans 
difficulté. 

Mais  au  lieu  de  Fexpression  (59),  on  peut  aussi,  dans  certaines  occasions, 
employer  la  forme  de  h  qu'on  a  donnée  au  n^  5 1 ,  forme  qui  ne  conviendra 
pas,  il  est  vrai,  quand  il  s'agit  de  former  les  dérivées  partielles,  par  rapport 
à  V  ou  à  v',  au  moyen  de  différentiations  directes.  Mais  à  certains  égards, 
la  forme  du  numéro  mentionné  nous  rendra  des  services  importants.  Je 
ne  parlerai,  quant  à  présent,  que  d'une  seule  question  dont  la  solution 
s'obtient  aisément  en  employant  la  forme  mentionnée. 

On  sait  que  l'expression  complète  de  h  renferme  des  inégalités  périodiques 
des  fonctions  j  et  j'  dépendant  des  configurations  des  planètes  et  s'évanouissant 
avec  leurs  masses,  inégalités  qu'il  convient  d'appeler  inégalités  anastématiques. 
Or,  ces  inégalités  formant  des  incréments  à  ajouter  aux  parties  élémentaires 
de  j  et  j',  c'est-à-dire,  aux  quantités  que  nous  avons  désignées,  dans  le 
n*^  51,  par  (j)  et  (j'),  on  parviendra  le  plus  promptement  possible  à  détacher, 
de  la  fonction  totale  h,  la  partie  qui  dépend  des  incréments  r7j  et  <?j',  si 
l'on  a  exprimé  h  par  j  et  j'. 

Désignons  dorénavant  par  (h)  la  partie  élémentaire  de  h,  en  sorte  que 
(h)  sera  la  fonction  déterminée  par  l'équation  (4)  du  n"^  47,  et,  par  ^h  la 
partie  de  h  qui  disparaît  avec  les  inégalités  anastématiques:  nous  aurons 
alors: 

(62)  h  =  (h)  +  ^'h. 

Cela  posé,  en  consultant  l'équation  (12)  du  n°  51,  on  reconnaîtra  tout 
de  suite  que  la  partie  ^h  sera  donnée  par  là  formule 

(63)  àh  =  M,âi  +  M[oY  +  N,^^  +  J\r;g-' 

+  P.oY  +  P[oT  +  QA§  +  Q\â^f}  +  ^.«3«Y  +  •  ■  • , 

les  M^  ,  M\  ,  iVj  ,  .  .  .   étant  donnés  dans  le  numéro  cité. 

Afin  de  tenir  compte,  dans  le  développement  de  la  fonction  perturba- 
trice  ainsi   que   dans   ceux   de  ses  dérivées  partielles,  des  termes  dépendant 
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des  inégalités  anastématiques,  il  faut  développer  les  expressions  (7),  (11), 
(38),  (44)  et  (56)  suivant  les  puissances  de  dh.  Ces  développements 
s'effectuant  d'une  manière  très  simple  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'en  donner 
une  explication  détaillée,  je  les  passe  sous  silence. 

Quant  à  la  fonction  (h),  il  faut  encore  observer  qu'elle  n'est  pas  tout 
à  fait  identique  avec  h  donné  par  la  formule  (59),  vu  qu'il  manque  les 
petits  termes  sousélémentaires  qui  dépendent  des  fonctions  (C)  et  (C), 
termes  qu'on  a  mis  en  évidence  dans  l'équation  (4)  du  n®  47. 

94.  A  la  fin  du  chapitre  présent,  je  vais  mettre  un  résumé  succinct 
des  développements  établis,  et  fixer  le  système  des  indices,  dont  le  nombre 
est  assez  grand. 

Soit  N  une  des  fonctions  -  ii ,  P  ,  Q ,  .  .  .  ,  nous  allons  d'abord  établir 

le  développement 

(a)  N  =  N<^^  +  N<'>h  +  N<^^h'  +  . .  .  , 

auquel  il  faut  ajouter,  dans  certains  cas,  un  terme  qui  paraît  multiplié  par 

—  ou  par  — 7 .     Il  ne  sera  pas  nécessaire  de  tenir  compte,  dans  cet  exposé, 

de  ce  terme.  En  introduisant,  dans  la  formule  (a),  l'expression  complète 
de  h,  on  considérera,  d'une  manière  tout  à  fait  rigoureuse,  l'influence  des 
inégalités  anastématiques. 

Cela  étant,  nous  allons  développer  la  fonction  N^*"^  suivant  les  puis- 
sances  et   produits   des   inégalités   diastématiques,  en  établissant  la  formule 

+  ^yoy  +  N^^:^âpoy  + ... 

+  ..., 

où  j'écris,  pour  garder  plus  de  symétrie,  âp  et  dp'  au  lieu  de  (i  — tj^^ 
et  (i  — 7'^)c',  c'est-à-dire,  au  lieu  de  R  et  de  R. 

Maintenant,  je  puis  omettre  tous  les  indices,  en  considérant  les  termes 
des  divers  Ni"i^  comme  formant  des  groupes  isolés  qu'il  faut  traiter  séparé- 
ment des   autres.     J'écris  donc   tout   simplement   N  au  lieu  de  Ni^^\  mais 
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quelquefois,  s  il  est  nécessaire  de  distinguer  les  termes  appartenant  à  divers 
groupes,  j'emploierai  la  notation 

ce  qui  me  permettra  de  charger  le  symbole  N  d'un  grand  nombre  d'indices 
nouveaux. 

Les  N  étant  des  fonctions  de  w  ,  (/>)  ,  (p)  ,  tj^  et  yj'^,  je  les  repré- 
senterai, conformément  à  nos  développements  fondamentaux,  au  mo3'^en  de 
l'expression  suivante: 

ir)        N  =  5:Z{N(o  ,  s  ,  s%,-xN(o  ,  s  ,  s'),„7'  +  ■ .  . 

+  N(o,8,s')«.,y'-... 

+  •  •  Mipr 

+  2ZSZ{N(«  ,  8  ,  s')o,,  — N(«  ,  s  ,  S'),,«57'  +  .  .  . 

+  N(n,8,s'),,,îy"--.. 

+    ••}(/')V)%7„'|«w. 

Voilà  la  forme  fondamentale  du  développement  de  la  fonction  per- 
turbatrice. Il  est  certain  que  l'expression  {fj  est  convergente,  tant  que  les 
fonctions  diastématiques  restent  moindres  que  l'unité.  C'est  de  même  quant 
au  développement  {ji)  :  Les  inégalités  diastématiques  pourraient  être  beaucoup 
plus  fortes  qu'elles  ne  le  sont  à  l'état  actuel  des  choses,  sans  que  le  dé- 
veloppement (yî)  cesse  d'être  très  convergent.  Mais  la  formule  (a)  peut 
être  divergente  même  si  la  valeur  de  h  reste  toujours  notablement  inférieure 
à  l'unité;  s'il  s'agit  des  planètes  principales,  il  n'y  a  pas,  cependant,  lieu 
de  craindre  qu'un  tel  cas  n'arrive. 

De  la  forme  fondamentale,  on  pourra  déduire,  moyennant  des  trans- 
formations convenables,  plusieurs  autres  formes  du  développement  de  la  fonc- 
tion perturbatrice:  je  me  restreins  à  n'en  indiquer  que  les  trois  suivantes: 

A)  En  introduisant,  dans  l'équation  {f),  l'expression  du  produit 
{PÏip'Y ^^"^^"^^  donnée  par  l'équation  (3)  du  n*'  55,  on  aura,  après  un  calcul 
assez  simple,  bien  qu'il  puisse  paraître  laborieux,  la  fonction  N  dévelopJ)ée 
suivant  les  multiples  de  F  ,  F'  et  F  —  F  +  co  —  û>'  +  ;r  —  T  —  (;:'  — r'). 
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Mais  cette  forme  n'étant  pas  appropriée  à  l'intégration  directe  des  équations 
différentielles  que  nous  allons  déduire  prochainement,  je  ne  la  considère  plus. 
B)  Les  arguments  E  et  E'  ainsi  que  G  et  Gr',  définis  au  n®  26,  étant 
homorythmiques  avec  F  et  F'  respectivement,  on  pourra  exprimer  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  N  moyennant  les  arguments  E  ,  E'  et 

E  —  E'  +  û>  —  û>'  +  7r—  /'—  {tt'  —  r), 

ou  encore  par  G  ,  G'  et  G  —  G'  +  û>  —  a>'  +  ;r  —  /^  —  (-'  —  F'),  C'est 
surtout  la  dernière  forme  qui  mérite  d'être  mentionnée,  vu  qu'elle  porte  à 
exécuter  un  certain  nombre .  des  intégrations  demandées  d'une  manière  assez 
simple.  Il  faut  toutefois  rappeler  que  les  angles  G  et  G'  ne  sont  pas 
homorythmiques,  ni  même  isocinétiques  avec  les  angles  nt  -\-  A  —  7'  et 
n't  +  A'  —  jT'  respectivement,  parce  que  les  différences  nt  —  G  et  n't  —  G' 
renferment,  chacune,  un  terme  séculaire.  On  aura,  en  effet,  si  Ton  introduit 
dans  l'équation  (10)  du  n"^  26,  la  valeur 

l'expression 

G  =  {i—ç)nt  —  {i  —<:)nT+  A  —  tt+U  —  c)X, 

d'où  l'on  voit,  immédiatement,  que  le  terme  séculaire  dont  nous  avons  parlé 
est  çnt.  Il  est  donc  impossible  d'employer,  comme  arguments,  les  angles 
nt  +  .  l  —  y  et  n't  +  /f  —  /"  sans  être  obligé  de  développer  suivant  les 
puissances  du  temps,  ce  qu'il  faut,  cependant,  éviter  dans  une  solution 
absolue  de  notre  problème. 

Mais  les  angles  G  et  G'  étant  isocinétiques  avec  (i  —  ç)nt  '\-  A  —  F 
et  (1  —  ç')n't  +  A'  —  F'  respectivement,  on  peut  employer  ceux-là  comme 
arguments  au  lieu  des  premiers.  Cependant,  les  agrégats  périodiques  (i  —  ç)nl' 
et  (i  — ç')n'T'  renfermant  des  termes  dont  les  vitesses  de  l'argument  sont 
extrêmement  faibles,  en  sorte  que  la  nature  isocinétique  des  arguments  dont 
il  s'agit  paraît  altérée  pendant  de  longs  intervalles  du  temps,  on  pourra 
douter  que  l'introduction  de  ces  derniers  arguments  soit  favorable.  Elle 
est,  au  contraire,  interdite  dans  certaines  occasions.^ 

*  Dans  mon  mémoire  lUntersuchungen  ûber  die  Convergenz  etc.»,  j'ai  évité  le  dé- 
veloppement suivant  les  puissances  de  la  quantité  T  (ou  Z),  ce  qui  m'a  permi  de  mettre 
en  évidence  qu'une  inégalité  dépendant  d'un  très  petit  diviseur  ne  peut  pas  excéder  une 
limite  déterminée,  bien  que  ce  diviseur  soit  évanouissant. 
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Pour   arriver  au   développement   qui  procède  suivant  les  multiples  de 

sm  I 
Gr  et  de  G',  il  ne  faut  que  mettre  en  usage  les  expressions  de  [pY       p*F 

COS  I 

données   par   Le   Verrier   dans   le  Tome  premier  des  Annales  de   l'ob- 
servatoire de  Paris. 

C)  Il  existe  cependant  une  seconde  forme  trigonométrique  du  dé- 
veloppement de  la  fonction  perturbatrice  qui  paraît  amener  beaucoup  de 
facilités,  soit  parce  qu  elle  est  plus  convergente  que  celle  oii  Ton  a  employé 
les  arguments  G  et  G',  soit  parce  qu'elle  se  prête  le  mieux  aux  intégrations 
des  équations  différentielles  d  où  s'obtiennent  les  coefficients  diastématiques. 
Cette  nouvelle  forme  qui  présente,  d'ailleurs,  plusieurs  analogies  avec  la 
forme  employée  par  Hansen  dans  ses  recherches  sur  les  perturbations  des 
petites  planètes,  dérive  de  la  substitution,  dans  le  développement  fonda- 
mental, des  expressions  de  {pYip'Y  e"'^'""'\  dont  nous  avons  donné  l'ex- 
position au  n®  59.  Cest  en  particulier  de  cette  forme  que  nous  allons 
nous  occuper  dans  le  chapitre  qui  suivra. 
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CHAPITRE   IV. 
Forme  diastématiqiie  du  développement  de  la  fonction  perturbatrice. 

95.  La  forrae  sous  laquelle  se  présente  le  développement  de  la  fonction 
perturbatrice  lorsqu'on  introduit,  dans  la  forme  fondamentale  (équation  (j) 
du  dernier  numéro),  les  expression»  des  produits  {pY^py e'"^"""'''^  données 
dans  le  n"^  59,  sera  appelée  forme  diastématiquey  parce  que  largument  diasté- 
matique  de  la  planète  dont  on  cherche  à  déterminer  soit  Torbite  absolue 
soit  les  inégalités,  y  entrera  comme  argument  fondamental  sans  être  remplacé 
par  un  autre  argument  astronomique. 

La  conversion  de  la  forme  fondamentale  en  la  forme  diastématique 
s  opère  d'après  des  règles  très  simples;  néanmoins,  le  travail  à  y  effectuer 
peut  être  assez  considérable,  vu  que  le  nombre,  soit  des  termes  qu'il  faut 
transformer,  soit  des  termes  résultants,  est  généralement  très  grand. 

En  inspectant  les  formules  du  n"^  59,  on  voit  facilement  que  le  terme 
général  d'un  produit  du  type  dont  il  s'agit  est  formé  de  la  manière  suivante  : 

(c) 

\y   g»f(»T(s+/t— 2r))v— (n±(8'4  /i'--2r))V±(8+/t— 2r)(ù-iià'J 

où  Ton  a  écrit  p  et  p'  au  lieu  de  (p)  et  {p)  et  désigné  par  /i ,  //',  r  et  r' 
des  entiers  positifs.     On  y  a  encore  employé  le  symbole  T(F)  pour  signifier 

(c) 

le  terme  général  du  développement  de  la  fonction  F,  et,  le  symbole  E 
pour  représenter  le  coefficient,  effectivement  dépendant  des  sept  indices  w, 
s  ,  s', /jt , /jt',  r  et  r',  et  encore  de  la  combinaison  des  signes  qui,  dans  la 
formule  (i),  sont  ambigus.  Ces  combinaisons,  en  nombre  de  quatre,  je  les 
ai  indiquées  par  la  petite  lettre  (c)  mise  entre  parenthèses  à  la  tête  du 
symbole  E,  en  sorte  que 

(  I  )  signifiera  la  combinaison , 

(2)  )))>))  H , 

(3)  »        y>  »  h , 

(4) .      D        y>         2)  +  + . 
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S'il   est   nécessaire   de   distinguer  les   différents   indices,   j'emploierai  la 
notation 

(c) 


Ainsi,  pour  donner  un  exemple,  si  Ion  admet: 

s  =  s'=i;  /i  =  3;  /i'  =  o;  r=2; 


o, 


et    qu  on    prenne    les    signes    supérieurs    c'est-à-dire    la   combinaison  (4),  le 
coefficient  aura  la  valeur 


(4) 


ce  qui  est  immédiatement  visible  par  la  formule  (14,  1,1,5)  du  n*'  59. 

Dans  un  second  exemple,  nous  allons  chercher,  parmi  les  termes  de 
la  formule  (14,2,1,5),  celui  dans  lequel  les  coefficients  de  i(;r — F)  et  de 
i(;r' — F')  sont  respectivement  +3  et  +2.  Evidemment,  il  faut  prendre 
la  combinaison  (4),  et  le  coefficient  du  terme  dont  il  est  question  est  donné 
par  l'expression 


(4) 


On  obtiendra  de  même: 


(1) 


(2) 


1,1  ;  1,0    —  Cl  1  «  ^1  •      ^  ^l 

|5  4 

J'adopte  encore  les  notations  que  voici: 

p    =  8  -t-  /i, 
p'  =  S'   +  fi\ 

8  =  n  +  (p  —  2r), 
g'  =r  n  ±  (p'  —  2r'), 


ce  qui  me  permet  de   rendre  la  formule  (i)  un  peuplus  courte.    Je  l'écris, 
en  effet,  de  la  manière  suivante: 


(c) 


(l  ')  T (/>*/>'*' C*"^)  =   E>9P77'P'e^'^'*~^''^^'^~''^'*'*^'*'~^'^'^''~'''^^'f*^^~"^^~*'^'*'"^'^~"^'^ 
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formule  qui  se  remplace  par  la  suivante 

(0 

On  voit  immédiatement  que  le  degré  du  terme  auquel  appartient  le 
coefficient  dépendant  des  indices  s  ,  s',  /£  et  /i',  est  déterminé  par  la  somme 

d  =  p  +  p' 

=  s  +  s'  +  /i  +  //. 

Evidemment,  il  existe  une  infinité  de  termes  dont  les  indices  s  et  5' 
restent  les  mêmes.  Le  groupe  renfermant  tous  ces  termes  sera  appelé  la 
s^ynechie   des   indices   s   et  s\  et  il  convient  de  la  désigner  par  le  symbole 

t,s' 

Encore,  pour  exprimer  que  différents  termes  appartiennent  à  la  même  sy- 
nechie,  je  les  nomme  termes  coordonnés. 

On  voit  facilement  que  les  termes  coordonnés  forment  une  série  infinie 
procédant  suivant  les  puissances  et  les  produits  des  fonctions  diastématiques. 
Mais  il  faut  remarquer  qu'il  y  entre  plusieurs  termes  du  même  degré  dont 
le  nombre  est,  toutefois,  fini. 

Les  termes  coordonnés  du  degré  le  plus  bas  déterminent  le  degré  de 
la  synechie;  je  les  appelle  termes  coordonnés  principaux  ou  plus  brièvement 
termes  principaux.  Le  nombre  qu'indique  ce  degré  étant  évidemment  égal 
à  la  plus  petite  valeur  que  peut  acquérir  la  somme  p  +  p',  je  vais  montrer 
que  la  valeur  minima  de  p  +  p'  est  égale  à  la  différence  5'  —  s  prise 
toujours  positivement. 

Dans  ce  but,  il  suffit  de  remarquer  qu'on  aura,  en  vertu  des  deux 
dernières  des  équations  (2),  la  relation 

p  +  p'  =  5'  —  5  +  2(r  +  r'), 
ou  bien: 

p  +  p'  =  5  —  s'  +  2(r  +  r'), 

les  différences  s  —  s'  et  5'  —  s  étant  supposées  toujours  positives.  Or,  les 
nombres  r  et  r'  étant  toujours  positifs,  la  valeur  minima  est,  en  consé- 
quence, ou  égale  à  s  —  5',  ou,  à  s'  —  s. 
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Concevons  maintenant  en  particulier  les  termes  principaux  afin  de  dé- 
terminer leur  nombre. 

En  désignant  par  d  le  degré  de  la  synechie,  il  est  aisé  de  voir  que 
les  termes  principaux  sont  au  nombre  de  d  +  i. 

En  effet,  les  divers'  termes  principaux  étant  différents  des  autres, 
d'abord  par  les  différentes  valeurs  de  p  et  p',  dont  la  somme  est  toujours 
constante,  on  peut  distinguer  les  coefficients 

71     ,71        71   ,71        7J     y   ,  .  .  ,7j7j  ,  7J     , 

dont  le  nombre  est  évidemment  d  +  i. 

Si  Ton  a  fixé  les  valeurs  des  trois  nombres  s ,  s'  et  p ,  on  obtient 
celles  des  nombres  n  et  p'  en  vertu  des  relations 

(3)  s  =  n  —  p;  s'  =  n  +  p', 

supposé  toutefois  que  s  soit  moindre  que  s' .     Dans  le  cas  opposé,  on  doit 
prendre  :  ^ 

(3')  5  =  n  +  p;         s'  =  M  — p'. 

Dans   le   premier   cas,    il   faut   prendre   p'  tout  au  plus  égal  à  5';  dans  le 
second,  p  tout  au  plus  égal  à  s. 

Au  contraire,  si  les  valeurs  de  s ,  s'  et  p'  étaient  données,  on  dé- 
terminerait les  valeurs  de  n  et   de   p,  en  utilisant  les  relations  indiquées. 

Ces  règles  seront  utiles  lorsqu'il  sagit  de  chercher  les  termes  d'une 
certaine  forme  appartenant  à  une  synechie  déterminée. 

Pour  rendre  les  choses  plus  claires,  passons  à  traiter  un  exemple. 

Supposons  : 

5=2;.      5' =  5;  p=.-2 

Le    degré   de    la   synechie   est    3,    et   il   est  é\'ident  qu'on  doit  prendre  p' 
égal  à   I. 

Maintenant,  les  relations 

w  =  .9  -f-  p  ;  n  =^  s'  —  p' 

donnent,  toutes  les  deux, 

n  =  4. 

Traité  des  orbite*  abêolues.  55 
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I 
Cela  étant,  puisqu'on  a: 

2  =  s  -f  /i;  i  =  s'  +  fi\ 

on  doit  faire  successivement: 

s  =  o,/je=2;  s  =  .i,/je=i;  s=2;  ^  =  o, 

s'  =  o  ,  //'  =  I  ;  s'  =  I  ,  //'  =  o, 

et  chercher,  dans  les  formules  (12,0,0,3),  (12,1,0,3),  (12,2,0,3),  (12,0,1,3) 
(12,1,1,3)  et  (12,2,1,3),  en  y  faisant  n  égal  à  4,  les  termes  qui  renferment 
le  facteur 

7  7^ 

On  trouvera    de    la    sorte    les   coefficients    ^'^  e^^'^ , ^'*  ej^'^  ,  -Ç\'\ 

2  4 

-  £2^''^ , £i^'^  ,  - ,   dont   les   produits  par  le  facteur  indiqué  donnent  tous 

les  termes  de  la  forme  envisagée. 

Il  convient  de  remarquer  que  la  somme  p  +  p'  est  un  nombre  pair 
tant  que  la  différence  5  —  s'  est  paire;  dans  le  cas  opposé,  p  +  p'  est  un 
nombre  impair. 

Mais  il  peut  arriver  que  les  nombres  s  et  s',  tous  les  deux  ou  seule- 
ment Tun  d'eux,  acquièrent  des  valeurs  négatives.  Dans  un  tel  cas,  le 
degré  de  la  synechie  est  encore  égal  à  la  valeur  absolue  de  la  différence 
s  —  s\  et  servent  les  formules  (3)  et  (3')  toujours  à  déterminer  la  valeur 
de  n. 

Soient  par  exemple: 

5=2;         s'  =  —  2;  p=i; 

il  en  résultera: 

d  =  4;  p'  =  d— I  =  3, 

et  nous  aurons,  daprès  les  relations  (3'), 

n  =  I. 
En  introduisant  ces  valeurs  dans  la  formule  (i"),  il  viendra: 
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et  puisqu'on  a: 

I   =  s  +  /£,  3  =  s'  -f-  /£', 

on   doit  chercher  les  différentes  valeurs  du  coefficient  E  dans  les  formules 

(i3,«»o.4)  ,  (i3,'>°>4)  ,  {13,0,1,4)  ,  (i3,^»,4)  ,  (13,0,2,4),  (13, ',2,4),  (13,^,3.4) 

et    (i3,'»3,4).     On    obtiendra    ainsi    les    coefficients  — 6i'~^sr'^^'"^  ,  -ci''^% 

96.  S'il  s'agit  des  termes  d'un  degré  plus  élevé  que  celui  de  la 
synechie  à  laquelle  appartiennent  ces  termes,  il  faut  que  les  nombres  p  et 
p'  satisfassent  à  la  condition 

p  +  p'  =  d  +  2(r  +  r'), 

d  étant  le  degré  de  la  synechie;  tandis  que  r  et  r'  représentent  des  entiers 
positifs  pris  à  volonté. 

On  en  conclut  que  le  degré  d'un  terme  appartenant  à  une  synechie 
donnée  ne  peut  différer  du  degré  de  la  synechie  que  d'un  nombre  pair. 

Mettons  en  évidence  les  quatre  combinaisons  auxquelles  sont  soumises 
les  deux  dernières  des  équations  (2).      Nous  aurons: 


I. 

n  —  s  = 

(p        2r); 

s'  _  n  =  -  (p'  —  2r'), 

II. 

n  —  s  = 

p— 2r  ; 

s'_»  =  _(p'_2r'), 

m. 

n  —  s  = 

—  (p— 2r); 

s'  —  »  ==         p'  —  2r' , 

IV. 

n  —  s  = 

p  — 2r  ; 

5'  —  n  =        p'  —  2r' . 

(4) 


En  ajoutant  les  équations  de  chaque  groupe,  Tune  et  l'autre,  il  résultera: 

s'  —  s  =  —  (p  —  2r)  —  (p'  —  2r'), 

5'  —  s  =         p  —  2r  —  (p'  —  2r'), 

5'  —  s  =  —  (p  —  2r)  H-   p'  —  2r' , 

s'  —  s  =         p  —  2r    +    p'  —  2r'  . 


Cela  étant,  on  peut  prendre  5' ,  5  ,  p  et  p'  à  volonté,  à  la  seule  con- 
dition que  la  somme  p  +  p'  soit  paire  ou  impaire  selon  que  la  diff'érence 
est  paire  ou  impaire;  et  encore  qu'elle  soit  plus  grande  ou  tout  au  moins 


Digitized  by 


Google 


436  Traité  des  Orbites  des  Planètes. 

égale  à  la  valeur  absolue  de  cette  différence.  Mais  pour  rétablir  l'égalité, 
il  faut  attribuer  à  r  et  r'  certaines  valeurs  positives,  assujetties  aux  con- 
ditions 

p  >  2r;  p'  >  2r', 

Alors,  les  différences  p  —  2r  et  p'  —  2r'  seront  toujours  positives  ou  nulles, 
et  Ton  doit  considérer  celle  ou  celles  des  équations  (4)  qui  seront  satisfaites, 
les  valeurs  de  5  ,  5' ,  p  et  p'  étant  données. 

Supposons,  pour  étudier  un  exemple  spécial, 

5  =  2;       s' =  5;       p  =  3;       p' =  2. 

Evidemment,    les    conditions    nécessaires    seront    satisfaites,    soit  par  la 
seconde,  soit  par  la  quatrième  des  équations  (4).     On  aura  en  effet: 
i)  si  Ton  choisît  la  seconde  de  ces  équations: 

3  =  3  —  2r  —  (2  —  2r'), 

d'où  il  est  visible  quil  faut  adopter  les  valeurs 

r  =  o;  r'  =  i; 

2)  si  Ton  prend  la  quatrième  des  équations  dont  il  s*agit: 

3  =  3  —  2r  +  (2  —  2r'), 

équation  qui  sera  satisfaite  de  deux  manières  différentes:  d'abord  en  faisant 
r  =  I  ;  r'  =  o,  et  ensuite  par  les  valeurs  r  =  o ,  r'  =  1 .  Mais  on  s'aperçoit 
sur-le-chamj)  de  Fidentité  de  cette  dernière  hypothèse  avec  le  résultat  trouvé 
dans  le  premier  cas. 

Examinons  un  peu  en  détail,  les  deux  cas  que  nous  venons  de  distinguer. 

D'abord,  les  équations  II  nous  donnent  les  relations 

n—  2  =  3;  5  — n  =  o, 

d'où  il  résulte: 

Mais  puisqu'on  a 

3  =  s  +  /i;  2  =  s'  +/£', 

on    doit    chercher,    parmi    les    termes    des    formules  (  1 4 ,  o,  o,  5),    (  1 4,  i,  o,  5), 
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(14,0, 1,5)  ,  .  .  .  ,  (4,3, 2, 5),  ceux  qui,  n  pris  égal  à  5,  dépendent  du  facteur 
variable  : 

De   la   première    des    formules  énumérées,  on  tire  le  coefficient  fs'^Sa^'*;  de 

la  seconde,  le  coefficient ^'^^2^'^;  etc. 

Venons  au  second  cas. 

L'équation  IV  nous  donne,  en  supposant  r  =  i  ,  r'  =  o, 

n  —  2  =  i;  5  —  n  =  2, 

donc,  il  faut  prendre 

n  =  3. 

Or,  dans  le  cas  présent,  on  a,  outre  les  relations 

3  =  s  +  /i;  2  =  s'  +/£', 

qui  sont  communes  aux  deux  cas,  les  valeurs 

n  —  5=1;  s'  —  n=2; 

on    doit   donc   chercher,  dans  les  expressions  énumérées  tout  à  l'heure,  les 
termes  qui  ont  pour  facteur  variable  l'expression 

On  aura,  par  exemple,  de  la  première  des  expressions  mentionnées:  fa'^Sy^'V 
Après   avoir   montré   comment  on  détache,  de  la  forme  fondamentale, 
les    termes    isolés    appartenant    à   une    synechie    donnée,   je  passe  à  trans- 
former la  totalité  des  termes  de  la  forme  mentionnée. 

97.  Il  s'entend,  par  ce  qui  précède,  que  les  termes  d'un  type  donné 
appartenant  à  la  forme  diastématique,  se  produisent  en  transformant  diverses 
^  parties  de  la  forme  fondamentale.  Or,  il  convient  de  réunir  tous  ces  termes 
en  un  seul,  ce  qui  sera,  évidemment,  possible.  Dans  ce  but,  on  se  rappel- 
lera que  les  divers  produits  />'yo'*e*"''  entrant  dans  le  développement  (/-) 
sont  multipliés  par  les  coefficients  N(w ,  s ,  s')j,y.  En  conséquence,  pour 
avoir  le  coefficient  complet  d'un  terme  dont  le  facteur  variable  est 

7j  7]  C 

K/  g»I(» T (p— 2r))(T— w)- -(n ± (p— 2r'))V + »(«>- cù')J 
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il  faut  former  la  somme 

(c)  ^-\    (  (c)  » 

(5)  G(p,  p',  r,  r',  ^O.y  =  L  lN(n  ,  s  ,  s^y  .  E^^Î^V^,.,^^^ 

en  étendant  la  sommation  sur  toutes  les  valeurs  de  s  et  s'  qui,  à  partir 
de  3  =  s'  =  o,  ne  surpassent  pas  s  =  p  et  s'  =  p' . 

En  faisant  usage  de  la  formule  (5),  on  remarquera  que  le  résultat 
sera  indépendant  de  s  et  s',  c'est-à-dire  que  ces  nombres  nentreront 
pas  comme  indices  dans  le  résultat,  mais  que  Tindice  n  y  reste  comme 
symbole  algébrique. 

Prenons  pour  exemple  le  terme  du  quatrième  ordre  dont  le  facteur 
variable  est 

3    /2  •iK5'-r)-2K;r-/'')4-t1(n-2)(v-«)-(ii-2)V+n(d>-<ù')] 
7  7^ 

En  inspectant  les  équations  (13  .  s,  s',  4),  et  en  détachant  les  termes  du 
type  mentionné,  on  trouve,  après  avoir  ejEPectué  les  multiplications  par  les 
N(w ,  s ,  s')»,y  que  demande  la  formule  (5), 

(2) 

+  i  c;'-N(n,2,o)„,  • 

_l    ^,_V-i^(;-...,iN(n,I,l),, 

+  i^(«-2„.2N(^,o,2),,  • 

+  ^er''-^N(r^,2,ix,, 

-isr^)^'^N(n,i,2),,, 

+  -^N(W,  2,2),^. 
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Evidemment,  dans  notre  exemple,  il  fant  prendre 

y  =  y'  =  o; 

autrement,  le  facteur  dépendant  des  fonctions  oy  et  3y'  devrait  être 

Les  formules  servant  au  calcul  des  coefficients  G  sont,  comme  on  voit, 
soit  par  Texpression  (5),  soit  par  Texemple  que  nous  venons  de  traiter,  de 
la  même  fonne,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  p  et  ]^\ 

Qu'on  remarque  encore  que  les  cinq  indices  p ,  p' ,  r ,  r  et  n  détermi- 
nent complètement,  avec  le  nombre  c  l'argument  du  terme.  Ainsi,  par 
exemple,  l'expression  complète  du  terme  dont  le  coefficient  est 

(4) 

sera: 

(4) 

On  sait  que  la  valeur  du  nombre  c  peut  être  1,2,3  ou  4;  ce- 
pendant, si  l'indice  p  est  nul  ou  égal  à  2r,  les  combinaisons  (i)  et  (2)  se 
réduisent.  Tune  à  l'autre,  et  c'est  de  même  quant  aux  combinaisons  (3)  et 
(4).  Egalement,  si  l'indice  p'  est  nul  ou  égal  à  2r',  les  combinaisons  (i) 
et  (3)  ne  diffèrent  pas,  Tune  de  l'autre,  ni  les  combinaisons  (2)  et  (4)  non 
plus.  Si  p  et  p'  sont  simultanément  égaux  à  zéro  ou  à  2r,  respectivement 
à  2r',  toutes  les  quatre  combinaisons  reviennent  à  une  seule,  et  ce  ne  serait 
plus  nécessaire  de  les  distinguer  par  la  notation  (c):  je  vais  cependant, 
dans  ces  cas  spéciaux  employer  la  notation  (o).  Mais  on  pourra  éviter 
cette  notation  encore  si  Ton  emploie  les  indices  p  ,  p',  5 ,  ^'  et  n.  En  effet, 
la  relation 

(c) 

t^(p  ,  p',  r  ,  r',  n\y  =  G(p  ,  p',  5  ,  5',  n\y 

sera  légitime  si  Ton  a  déterminé  la  valeur  de  c  en  considérant  les  signes 
de  n  —  s  et  s'  — n,  et  qu'on  ait  choisi  les  nombres  r  et  r'  de  façon  que 
les  relations 

n  —  s  =  ±{p  —  2r);  s'  —  w  =  +  (p'  —  2r') 
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soient   satisfaites,    2r  étant  toujours  moindre  ou  tout  au  plus  égal  à  p,  et 
2r',  moindre  ou  tout  au  plus  égal  à  p'. 

Supposons,  pour  élucider  le  rapport  entre  les  deux  manières  de  dé- 
noter les  coefficients  G, 

p  =  3,  p' =  2,  6=2,  5' =  3;         n=i. 

D'abord,  puisqu'on  a 

n  —  s  =  —  i;         s'  —  n  =  +  2, 

le   cas    considéré    appartient    évidemment   à   la  troisième  combinaison;  et  il 
est  encore  clair  qu'on  doit  prendre 

r  ==  I  ;         r'  =  o. 

Selon  les  circonstances,  on  pourra  donc  se  servir  de  l'une  ou  de  l'autre 
des  notations  signalées:  la  première,  où  l'on  met,  directement,  la  com- 
binaison en  évidence,  est  préférable  lorsqu'il  s'agit  de  termes  appartenant 
à  une  valeur  indéterminée  de  l'indice  n,  et  laC  seconde,  s'il  s'agit  d'une 
synechie  déterminée. 

Quand  p  est  ^gal  à  zéro,  on  aura  nécessairement  aussi  r  égal  à  zéro 
et  s  égal  à  n.     C'est  de  même  quant  aux  indices  p',  r',  5'  et  w. 

98.  Voici  maintenant  la  liste  complète  des  coefficients  appartenant 
aux  termes  jusqu'au  troisième  degré  inclusivement.  J'y  adopte  la  première 
manière  à  mettre  en  évidence  les  indices,  et  j'omets  les  indices  i;  et  u'  qui 
sont  communs  à  tous  les  termes. 

(0) 

G(o ,  o ,  o  ,  o  ,  w)  =       N(w  ,0,0), 


G(i,o,o,o,n)-—  sV'-'  N  (n  ,  o ,  o)  +  ^  N  (w  ,  I  ,  o), 

(2)  j 

G(i  ,0,0,0,  n)  =  — £7''N(n,o,o)  +  -N(n,  i  ,0), 

0)  '  '    , 

G(o,  i,o,o,n)  -=        e;'-^N(w,o,o)  +-N(w,o,  i), 

(3)  j 

G(o,  I  ,0,0, n)  =       fr'N(w,o,o)  +-N(w,o,  i), 
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S(2  ,  o,  I  ,  o,  n)  =  -sr''N(«,  o,  o)  —  '-{sV'  +  er'-')N(«,  i  ,  o) 

+  ->'(«,  2,0), 

S(2  ,  o,  o,  o,  n)  =      êr-'N(n,  o,  o)  —  ^er-'N(«  ,1,0)  +  ^N(«,  2  ,  o), 

G(2  ,  o ,  o ,  o ,  n)  =       er'*N(n ,  o ,  o)  — ^  er''N(w ,  i  ,  o)  +  ^N(«  ,2,0), 

8(i.i,o,o,«)  =  -fr'er'^'''-'N(«,o,o)+ier'N(n,i,o) 

_'   (-iv.-iN(«,o,i)+^N(«,i,i), 

G(i,  1,0,0, n)  =  —fr'er'""'N(n, 0,0)  +^fr'N(n,  1,0) 

_^g(.-.)r..N(n,o,i)+^N(«,'i,i), 

G(i ,  I  ,  o,  o,  n)  =  —  er'4"+'"-"'-'N(«,  o,  o)  +  ^fr'N(«,  I  ,  o) 

_'   (.fi).,-.N(„^o,i)+iN(n,i,i), 


4 


(4) 


G(i  ,  I ,  O ,  O ,  «)  =  —  f  r' £',"+'>''•' N(n  ,0,0)+^  f  r'N(n  ,1,0) 

_'   (.+iv..N(«,o,i)4-ÎN(«,i,i), 

2  4" 

(0)  I 

G(o,2,o,i,«)  =  -f;'«N(n,o,o)  +  ^(er''  +  ^r''-')N(n,o,i) 

+  ^N(»,o,2), 

O)  I  I 

G(o ,  2  ,  o ,  o ,  n)  =      f ;'-'N(n  ,0,0)  +  -f r''-'N(n ,  o ,  i)  +  -  N(« ,  o ,  2), 

(8)  I  T 

G(o,2,o,o,n)=      e;'*N(n,o,o)+i^r'-'N(n,o,i)+^N(»,o,2), 

Traité  d$ê  orbiiét  abaoluês.  56 
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(1)  I 

G(3,o,i,o,n)=       er-'N(«,o,o)--(er'''  — £r-')N(n,i,o) 

-Qer'-'+^er')N(n,2,o)+|N(«,3,o), 
G(3  ,  o ,  I  ,  o ,  «)  =       er''N(« ,  o ,  o)  +  -{e^-'  -  er')N(«  ,1,0) 

-  G  ^""'  +  l ^"''~')  N(« ,  2  ,  o)  +  I  N(« ,  3  ,  o), 

(1)  I  ' 

G(3  .  o,  o,  o,  «)  =  -sr-^NCn,  o,  o)  +  -er-'N(n,  i  ,  o) 

-^er-'N(n,2,o)  +  iN(«,3,o), 

(2)  T  T 

G(3,o,o,o,«)  =  — er'N(n,o,o)  +  -Êr''N(«,i,o)  — -er''N(n,2,o) 

+  |N(«,3,o), 

0) 

G  (2  ,  I  ,  I  ,  o ,  »)  =  —  e;--'2(;-'»''''N(n ,  o  ,0) 

—  i^î.-'(s<'-')f.-'  +  e(-'>s'>')N(n,  1,0) 
_  «   (n-„,.oj^(,„  ^  o ,  i)  +  j?r'N(»  ,2,0) 

2  4 

_i(£(-.)v-.-.  +  e<'-n..i)N(«,  I  ,  i)  +  lN(n,  2  ,  i), 
4  4 

G(2  ,  I  ,  I  ,  O ,  n)  =  —  $?•' £';+'>''»N(«  ,0,0) 

_^^M(ç(-+.)f.-i  ^  £(»+'v.')N(«,  I  ,0) 

—  l e<-+')^-«N(n , o ,  i)  +  ;er'^N(n ,2,0) 

2  4 

_  l(e(.+')..-'  +  £(-+"''.')N(n,  I  ,  I)  +  IN(«,  2  ,  I), 
4  4 
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S(2, 1,0.0, «)=    fr'4"-"''-'N(«,o,o)— Jfr'er'^'^'-'N(«,  1,0) 

+  i  er'>'"-'N(«  ,0,1)+  ^^r'-'N(n  ,2,0) 

_  '   (»-u..-iN(„^  I  ,  i)  +  ^N(w,  2  ,  i), 
4  ° 

(2)  T 

G(2  ,  I  ,  o,  o,  «)  =       fr«Ê<-')'^-'N(n,  o,  o)  — -  er'sr"'"'N(n,  I  ,  o) 
+  -  4"-')'^'»N(«  ,0,0  +  ;eî'-'N(«  ,2,0) 
_ig<"-'"^.>N(n,i,i)+3N(»,2,i), 

40 

(3)  I 

G(2  ,  1  ,  o ,  o ,  «)  =       ^î''  £<''+'>'^'-'N(n ,  o ,  o)  —  i  er"  e<»+^"^'-'N(»  ,1,0) 
+  ^  4''+'^'-'N(n ,  o ,  i)  +  ^^ï''N(n  ,2,0) 
_le(-+.)r.-.N(n,i,i)+5N(n,2,i), 


4 


8' 


(4) 


G(2,  i,o,o,n)=       eî''ei"+'"''''N(«,o,o)— ^e,"''er'"'''N(»,  1,0) 
+  i£r'>^-N(«,o,  1) +^^r''N(n,  2,0) 
-^£r"*'''N(w,i,i)+|N(n,2,i), 

G(i  ,  2  ,  o,  I  ,  «)  =       ^rer'-'N(«,  o,  o)  _Ifr/N(n,  1  ,  o) 

+  ^(fr'''  +  fr''-')N(«,  I ,  I)- Jsr-'-N(»,o,  2) 

+  iN(n,i,2),' 
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(V) 


G(i  ,  2  ,  o  ,  I  ,  »)  =       ç;''"£r*'N(«.  ,0,0)—^  frN(n ,  .  ,  o) 

+  -(çr'''  +  er''~')N(«,  1,0— i£r-'N(rt,o,2) 

/    4 

+  ^N(«,I,2), 


4 


G(i  ,  2  ,  o ,  o  ,  «)  =  —  e^'-'ef -"'■-' ti{n  ,0,0)  +  ^  ?;•-'»(«  ,  t  ,  o) 

-i£r-"^-'N(»,o,2)+|N(«,i,2), 

(1)  , 

G(i  ,  2  ,  o ,  o ,  »/.)  =  -  f^-=£<r'^'^''N(» ,0,0)+^ $'r'ti{n ,1,0) 

_if-'.->e<-»)^'N(«,o,  I)  +ifr'--'N(«,  I  ,  I) 

_i5(»-%..N(„,0,2)  +  lN(«,I,2), 

G(i  ,  2  ,  o ,  o ,  «)  =  —  c-^-'^r"-' '^•"'  N(« ,  o ,  o)  +  -  ç,"--'N(«  ,1,0) 

_  1  f. ....£(»+•-•>..-. N(„^o^  ,)  +if«+...N(«,  I  ,  I) 

-i£r"'--'N(A»,o,2)+|N(«,i,2), 

(4) 

G(i  ,2,0,0,»)  =  —  fî-^£V'^'"^''N(«  ,0,0)  +  i^;.'l!J(„,  I  ,  o) 

_'f..+...g,»+.>v..N(„,o,  i)  +  ^-er'''N(«,  I,  I) 


4 


ig(;+»v..N(„,o,2)  +  iN(n,i,2), 


4 
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G(o,3,o,i,«)  =  -.=--'K(»,o,o)  +  i(fr''-'-cr''")N(»,o,i) 

+  (i^-'"'  +  ^^'"■'■■')  N("  '  °  '  ')  +  iN(»,  o,  3),' 
G(o,3,o,i,«)=-f.-N(«,o,o)+^(çr'-^-fr''')N(«,o,i) 

G(o,  3  ,  o,  o,  «)  =       f;-'N(«,  o,  o)  +  ^fr''-'N(«,  o,  i) 


+  ^çr'-'N(«,o,2)+^N(n,o,3), 


G(o,3,o,o,»)=      ^;''N(«,o,o)+^6;-^'''N(n,o,  i) 


S> 


+  ier'-'N(«,o,2)+iN(n,o,3)- 


Bien    qu'on    ait   continué    le   développement   général  de   pareilles  for- 


ce) 


mules  des  coefficients  G(p  ,  p',  r ,  r',  w)  jusqu'à  p  +  p'  =  5,  je  ne  tiens 
pas  convenable  de  les  reproduire  à  cette  place.  Elles  sont,  en  vérité, 
très  compliquées  et  elles  occuperaient,  en  conséquence,  beaucoup  de  place 
sans  qu'on  eût  l'occasion,  sinon  dans  les  cas  exceptionnels,  d'en  faire  usage. 
En  revanche,  je  vais  donner,  dans  une  partie  suivante  de  ce  travail,  les 
expressions  de  divers  coefficients  appartenant  aux  synechies  les  plus  im- 
portantes, en  étendant  quelquefois  le  calcul  même  aux  termes  du  sixième 
et  du  septième  degré. 

99.  La  forme  diastématique  du  développement  par  laquelle  sera  re- 
présentée la  fonction  N,  devient,  après  les  transformations  indiquées,  la 
suivante  : 
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|(c) 


(6)     N  =  ZZZZ  G(p ,  p',  r ,  r',  o)»,.,-,'^  ^^^^^^  [±  (p  -  2r)(^  -  F) 


sin 


±  (p'-  2T'){7V'-  /")  +  (p  -  2r)(v  -  fi})  +  (p'-  2r')  V] 


zzzz 


G  (p ,  p',  r ,  r',  o),.^»+^,"''  l^^^  [±  (p  -  2r)(;r  -  0 

±  (p'-  2r')(a-'-  /")  +  (p  -  2r)(v  -  ffi)  +  (p'-  2r')V]  I 


+  2ZZZZZ 

«=1 


<"-■*  ,„  cos, 


2ZZ2:zz 

n-1 


+  ... 

""  ' G(p ,  p',  r ,  r',  «),.o^P^">  \";  [+  (p  -  2r)(;r  -  F) 
±  (p'  —  2r')(;r'  -  T')  +  (n  +  (p  —  2r))(v  —  fij) 

—  («  +  (p'  —  2r'))V  +  n{S>  —  fi)')] 
G(P  ,  P',  r ,  r',  ..),ory'>^^^''>  ^^^^  [±  (p  -  2r)(;r  -  / ) 

+  (p'  —  2r')(^  —  /•')  +  (^  +  (p  —  2r))(v  —  ©) 

—  (n  ±  (p'  —  2r'))V  +  n(a>  —  ©')]     • 
+  .... 

Après  avoir  établi  cette   expression  générale,  je  vais  lappliquer,  ainsi 
que  les  formules  du  dernier  numéro  donnant  les  divers  coefficients  G,  à  la 

représentation  des  fonctions  ^A(i  —  îy')F"*>  ,  ^AQ^"'^  et  ^R^"\     Dans  ce  but, 

(c)  (c) 

je  vais  désigner  par  A(p  ,  p',  r  ,  r',  n\y  ce  que  devient  2G(p  ,  p',  r  ,  r',  n\y 
lorsqu'on  y'  met  —  wQ"*(w  ,  s  ,  s')^^.  à  la  place  de  N(n  ,  s  ,  s')^y.  Egale- 
ment,  en   changeant   N(w  ,  s  ,  s')^y    en    —  P"*(/i  ,  s  ,  s')^y,    dans   les  expres- 

(c) 

sions  des  G,  je  désignerai  le  résultat  qui  en  découle  par  B(p,  p',  r,  r',  n\y. 
On  doit  toutefois  excepter  le  cas  où  w  est  égal  à  zéro,  cas  dans  lequel  on 
doit  prendre  G  au  lieu  de  2G.  En  introduisant,  finalement,  dans  les  for- 
mules mentionnées,   {m  +  i)R'"(n  ,  s  ,  s'\y  au  lieu  de  N(w  ,  s ,  s')^y,  j'em- 

(c) 

ploierai  la  notion   C(p ,  p',  r ,  r',  n\y  pour   exprimer  le   résultat  quon  ob- 
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tiendra  ainsi  relativement  à  Gr  ou  à  2G.    Nous  aurons,  de  la  sorte,  les  trois 
développements 

(7)     ^(i-7')P^">=  nB(p,p',r,r',n),.,,''7"'cos[±(p-2r)(r-r) 

'      ±  (P'  —  2r')(5r'  —  r')  +  (w  +  (p  —  2r))(v  —  5)) 
—  («  ±  (p'  —  2r'))V  +  n(5)  —  5)')]  j 


(8)  JA  Q'->  =  n  A(p  ,  p',  r ,  r',  n^^r^^rj'^'  sin  [±  (p  -  2r)(;r  -  F) 

±  (p'  —  2r')(7r'  —  /^')  +  (n  +  (p  —  2r))(v  —  S) 
—  («  ±  (p'  —  2r'))V  +  «(S  —  5)')]( 


(9)  J^  R^"^  =  £1  C(p  ,  p',  r ,  r',  n)..,,-,'"'  cos  [±  (p  -  2r)(jr  -  T) 

+  (p'  —  2r')(îr'  —  /•')  +  («  +  (p  —  2r))(v  —  ®) 
—  («  ±  (p'  —  2r'))V  +  m(s  —  S')]l 


De  la  même  manière,  on  pourra  représenter  toute  autre  fonction  de 
même  nature  que  les  P"* ,  Q'"'  et  E'™',  par  exemple  les  W^,  moyennant 
la  forme  indiquée.     On  pourrait  même  remplo3'er  aux  développements  des 

fonctions  '-^(i —»") ?'<"■>,  ^Q'^"^   et  ^R'<"">;    mais   il   convient  mieux  de 

mettre  en   usage,   pour  représenter  ces  fonctions-là,  les  formules  suivantes: 

(7')     ^  (I  -:?")?'<-'  =  £  JB(p ,  p',  r ,  r',  «^o^y''^"""  cos[±  (p  -  2r)(r  -  O 


±  (p'  -  2r')(s'  -  n  +  (n  +  (p  —  2r))V' 
—  («  ±  (p'  —  2r'))(v'  —  ©')  +  n(â}  —  5)')]j 
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(80       g  Q'<->  =  r  \kv  ,  PS  r ,  r',  <„r/,'>^'  sin  [±  (p  -  2r)(r  -  F) 

±  (p'  —  2r')(;r'  —  n  +  (n  +  (p  —  2r))V' 
—  {n±  (p'  —  2r'))(v'  —  w)  +  w(65  —  (S')]| 


(90       g  R'^'»^  =^  £  l C(p ,  p',  r ,  r',  <o7^7"^'  cos  [±  (p  -  2r)(r  -  F) 

±  (p'  —  2rO(r'  —  n  +  («  +  (p  —  2r))V' 
—  (n±  (p'  —  2r'))(v'  —  iB')  +  n{(ô  —  fi>0]| 


(c) 

loo.  En  dénotant  par  G(p,  p',  r,  r',  n)^'y  le  type  général  des  coeffi- 
cients entrant  dans  les  formules  (7O  ,  (80  et  (9O,  il  s'agit  d'en  établir  les 
expressions  analogues  à  celles  que  nous  venons  de  donner  dans  le  n*^  98. 
Pour  y  arriver,  il  faut  consulter  les  règles,  indiquées,  soit  dans  le  n*^  58, 
soit  dans  les  numéros  suivants,  pour  établir  les  développements  des  pro- 
duits p^p^^é""^  ^  les  angles  V,  (v'  —  &)  et  fiJ  —  &  étant  pris  pour  argu- 
ments.    D'après  cela,  on  obtiendra  aisément  les  expressions  suivantes: 

(0) 

G(o,o,o,o,w)'=       N'(w,o,o), 


(1)  r 

G(i,o,o,o,«y=       er'^N'(n,o,o)+iN'(n,i,o), 

G(i,o,o,o,w)'=       er^N'(n,o,o)H-iN'(n,i,o), 

(1)  • 

G(o,i,o,o,n)'  =  — £;^''^N'(n,o,o)+iN'(n,o,i), 

(3)  • 

G(o,i,o,o,ny  =  — er'-^N'(n,o,o)H-iN'(«,o,i), 
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(0)  , 

G(2 ,  o,  I ,  o,  n)'  =  —  ^rN'(«,  o,  o)  +  -i^r''-'  +  er''')N'(«,  i ,  o) 

+  lN'(n,2,o), 
G(2,o,o,o,«)'=       e;-'N'(n,o,o)+-^r'-'N'(«,i,o)+iN'(«,2,o), 

z  4 

(2)  r  r 

G(2  ,  O ,  O  ,  O ,  n)'  =        f;'-^N'(n ,  o ,  o)  +  ;  er^'"'N'(n,  i  ,o)  +  i  N'(n,  2 ,  o), 

^  4 

(1)  , 

G(i  ,  1  ,  o ,  o ,  n)'  =  —  ?:•'£<"+"''■•' N'(n  ,0,0)  —  ^  e<"+')^'''N'(n  ,1,0) 

+  ierN'(«,o,i)+iN'(«,i,i), 

(»)  , 

G(i  ,  I  ,  o ,  o ,  w)'  -  —  ^;>-»£<"-'>'f-'N'(«  ,0,0)  —  ^  e<"-'>^-'N'(n  ,1,0) 

+  ^er'N'(n,o,i)  +  iN'(n,i,i), 

G(i  ,  I  ,  o ,  o ,  n)'  =  —  f  ;•' e<«+»v.-'  N'(» ,  o ,  o)  —  i sî»+ '"'■-' ]Sr'(n  ,1,0) 

+  ifr-'N'(n,o,i)  +  iN'(n,i,i), 

G(i ,  I  ,  o ,  o ,  n)'  =  —  f ?■-' e<-«V.-. N'(n ,  o ,  o)  —  i  s\'-''^--'W(n  ,1,0) 


+  -fr'N'(n,o,i)+iN'(n,i,i), 


(0) 


G(o ,  2  ,  o ,  1  ,  «y  =  —  e'/-oN'{n  ,0,0)  — ^  (er''"*  +  er''')N'(«  ,0,1) 

+  iN'(«,o,2), 

G(o,2,o,o,w)'=       sr-'N^n,©,©)— ^er'''N'(«,o,i)+iN'(«,o,2), 


G(o,2,o,o,n)'=       £r''-'N'(«,o,o)-iêr'>-'N'(«,o,i)+iN'(n,o,2), 


TVaiff?  des  orbiles  abaolttes. 


57 
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S(3  ,  o ,  i  ,  o ,  n)'  =  -  e3--'N'(«  ,0,0)-  i.(ir''»  -  f  ;-'•') N'(«  ,1,0) 


+  (^-fï''  +i^r''-')N'(«,2,o)  +|N'(m,3,o), 


m 


G(3  ,  o ,  I  ,  o ,  n)'  =  -  f r'  N'(n  ,0,0)--  (f r''"  -  f  ^ ''-')N'(m  ,1.0) 


2 


+  G^"'"'  +  ^^r''')N'(«  ,20)  +  |N'(n  ,3,0), 

G (3  ,  o ,  o , o ,  «)'  =       e;''N'(«  ,0,0)+^  er'''N'{n ,  1  o) 

+  ifr->N'(n,2,o)+iN'(»,3,o), 


(«) 


G(3  ,  o ,  o ,  o ,  «)'  =       e;--'N'(n ,  o  ,  o)  +  i  fr''-*N'(« .  i  ,  o) 


+  l?r'--'N'(n,2o)+iN'(n,3,o), 


(1) 


G  (2 , 1 , 1 ,  o ,  «)'  =    ^î'-sr'-'  N'(« ,  o .  o)  -  i  (er-'-' + ^ r '--Oer'''  n'(«  ,  i  ,o) 

-  i  ^î-«N'(w  ,0,1)-^  er'-'  N'(n  ,2,0) 

+  ^(^r'-'  +  f r''-')N'(« ,  1  , 1)  +  ^N'(n ,  2  ,  i), 

(3)  , 

G(2  ,  1  , 1  ,o,n)'  =       6;-«er''-'N'(«,o,o)  — i(fr'''+er''-')er'-'N'(n,  1,0) 

—  I  f  ï-'N'lM ,  o  ,  I  )  -  i  er*-'  N'(«  ,2,0) 

+  ^(fr'''  +  fr''-')N'(n,  I  ,  1)  +iN'(«,2,i), 

G(2  , 1  ,  o , o , n)'  =  —  e;'''£',"+»)'^-'N'(»  ,0,0)  —  i  e?+^'' £<"+«'' -'NX»  ,1,0) 
+  -  6;-'N'(«  ,0,1)—-  £<"+*>''■■' N'(n  ,2,0) 

2  4 

+  icr'''N'(«,i,i)+gN'(«,2,i), 
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(î)  , 

G (2  , 1 ,0,0,»)'=  —  fï--* £<,"-«''■* N'(»,o  ,0)  —  ier''"'si""'^'''N'(«,  I  ,0) 

+-içr'N'(n,o,  i)-iÊ(r'^-^N'(«,2,o) 

+  ifr''-^N'(«,i,i)+^N'(»,2,i), 


(3) 


G(2, 1  ,o,o,n)'=  — ^;-'e\''+''''-'N'(n,o,o)  — ^er^'''£i"+')«^.->N'(n,  1,0) 
+  ^e;''N'(«,o,  i)  —  ier '""'•-' N'(n,  2,0) 

2  4 

+  ifj+MN'(n,i,i)+iN'(»,2,i), 

G(2  , 1  ,0 ,  o ,  n)'  =  —  fî'-'£<-^>'''-'N'(n,  o,  o)  —  -  er''"'£\""'^''"'N'(«,  1,0) 
+  ^fr'N'(n,o,  .)  — i£r'"'''-'N'(«,2,o) 

Z  4 

+  ^fr'--'N'(«,i,i)+iN'(«,2,i), 


(1) 


G(i  ,2,0, 1  ,«)'=  —  f;''e<,"+'''^'''N'(M,o,o)  — i£l;+"'»'«N'(rt,  1,0) 
_^ç.,,(g(„+iv,i  _,_  e(«+<V.-i)N'(»,o,  1) 

_  I  (g(.+.).M  ^  £("^-v.-')N'(«,  I ,  I)  +  ^6?''N'(«,  o,  2) 

+  ^N'(«,I,2), 

">  I  . 

G(i  ,2,0,1  ,n)'=  — e?'-'£i»-'"^-*N'(«,o,o)— -e^— •^■•N'(n,i,o) 

2 

—  ^ f ?■"' (£<r'"^''  +  ef -'>'"■■-') N'(n ,  o ,  I ) 

_i(g(»-iv..  +  5(-«).'.-')N'(n,  I ,  I)  +  ifr'N'(«,o,  2) 

+  ^N'(«,i,2), 
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(1)  , 

G(i  ,2,0,0,  n)'=        fï'»£i"+'>'^''N'(n,o,o)  +  ^£Î;+»^'*N'(«,  i  ,0) 

_l^«,i£(-+i)fMjSf'(^^o,  i)  —  is<;+»^''''N'(»,  I,  i) 
2  4 

+  i*r''N'(»,0,2)+i]S>,I,2), 

G(i  ,2,0,0, n)'=        fr'"'e!;~'^''N'(n,o,o)  +  ^£<;-'>^'*N'(«.  ^o) 

-^fr'£r'^''N'(«,o,  I)  _i  £i-'"^.'N'(«,  I .  I) 

+  ^çr'N'(«,o,2)+^N'(«,i,2), 

(S)  , 

G(i,2,o,o,«)'=       Ç;''ei"+'>y'-'N'(n,o,o)  +  ^  £<"+"''•• -»N'(«,  i ,  o) 
_Ifj.i£(-+.)f.-iN'(„^o,  i)  —  i£<-+"v--'N'(«,  I ,  i) 

2  4 

+  ier''N'(n,o,2)  +  ^N'(«,i,2), 


G(i  ,2,0,0,»)'=       6;'-'4"~''^'~'N'(«,o,o)  +i£i«-"*--»N'(M,i,o) 
_ifj.-.g(-.)..-.N'(«,o,  i)-^£',-^--'JS>,  I ,  I) 
+  ifr'N'(«,o,2)+iN'(n,i,2), 

G(o,  3,0,  !,«)'=       er''N'(«,o,o)  +  -(£r'''  — er'')N'(n,o,i) 

G(o,3  ,0, 1  ,n)'=       er'-'N'(«,o,o)  +  l(g;i^.-»  _6,-^'.<')N'(n,o,  i)  . 
-  (î^"""'  +  ^^r-' jN'r».,o,  2)  +  |N'(n,o,  3), 
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G  (o ,  3  ,  o ,  o ,  «)'  =  —  e"/--'  N'(« ,  o , o)  +  ;  s^-  N'(« ,  o ,  i  )  —  ^  s^r'  N'(n ,  o ,  2) 

+  ^N'(n,o,3), 

G(o,3,o,o,«)'=  —  sr'-'N'(",o,o)+-s.r'-'N'(«,o,i)  — i£r'-'N'(n,o,2) 

+  ^N'(«,o,3). 

(c) 

.L'argument  d'un  terme  avec  le  coefficient  G  (p,  p',  r,  r',  n)' est,  d'après 
les  équations  (7'),  (8')  et  (9'),  celui-ci: 

±  (p  -  2r)(;r  -  F)  ±  (p'  -  2r')(;r'  —  T')  +  («  +  (p  _  2r))  V 
—  (n  ±  (p'  —  2r'))(v'  —  fi)')  +  n{(D  —  ©'), 
c'est  à  dire: 

danslacomb.  (i):  _(p_2r)(;r— T)— (p'— 2r')(j:'— F') +  (« +  (p— 2r)) V 

—  (»— (p'— 2r'))(v' —  S') -f  »(ô)  —  ©'). 
»     »       ï.       (2):    +(p_2r)(;r-r)-(p'-2r')(jr'— r')  +  («  — (p-2r))V' 

—  (m — (p' — 2r'))(v' —  ®')  +  »  (® — 5)'), 
»     X.       »       (3):  -(p-2r)(;r— r)  +  (p'— 2r')(;:'-r')  +  («  +  (p— 2r))V' 

—  (n  +  (p'  — 2r'))(v'  — fiJ') +  »(©— ffi'). 
K     »       »       (4):   +(p_2r)(ff— r)  +  (p'— 2r')(;:'— r')  +  («— (p— 2r))V' 

—  {n  +  (p'—  2r'))(v'— ffi')  +  n(S— ffl'). 

Mais    au  lieu  de  ces   quatre  expressions   différentes,   on   peut  utiliser 
celle-ci  : 

(n  —  s)(jr  —  r)  +  {s'  —  »)(jr'  —  T')  +  sY  —  s'(v'  —  S')  +  n(ffi  —  «)'), 

qui  remplace  seule,  sans  ambiguïté,  les  quatre  précédentes.  Ayant  adop^ 
cette  expression  de  l'argument,  il  convient  de  désigner  le  coefficient  par 
le  symbole  G(p ,  p',  s ,  s',  n)',  analogue  à  celui  que  nous  avons  introduit 
au  n"  97. 
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Quant  à  ces  arguments,  il  faut  encore  rappeler  qu'on  a  écrit  partout, 
pour  abréger,  V  au  lieu  de  V  +  U  et,  V  au  lieu  de  V  +  U'  (voir  la 
remarque  qui  précède  les  formules  (4,  s,  s')  du  n°  56). 

10 1.  M.  Masal,  dans  son  mémoire:  Formeln  und  Tafeln  zur  Be- 
rechnung  der  absoluten  Storungen  der  Planeten,  a  exprimé  les  coefficients 
A(  )  et  B(  )  d'une  manière  sensiblement  différente  de  celle  que  nous 
venons  de  mettre  en  usage.  Néanmoins,  la  forme  employée  par  le  savant 
nommé  dérive  directement  des  expressions  que  nous  avons  mises  en  évi- 
dence. Il  suffit,  en  effet,  pour  établir  la  forme  de  M.  Masal,  d'introduire, 
dans  nos  expressions  des  coefficients  Q(  ),  les  développements  suivant  les 
transcendantes  /-f'**,  des  fonctions  N(w  ,  s  ,  s'),  développements  dont  le  type 
est  donné  par  Téq nation  (24)  du  n°  78;  et  encore,  de  remplacer  les  coeffi- 
cients ej'**  et  Ç^''*  par  leurs  expressions  dans  les  n**'  29  et  30. 

Tant  que  la  somme  des  indices  p  et  p'  est  un  petit  nombre,  les  sub- 
stitutions indiquées  sopèrent  avec  une  grande  facilité,  et  on  parvient  de 
la  sorte  à  des  résultats  assez  simples;  mais  à  mesure  que  ce  nombre  aug- 
mente, la  déduction  des  formules  demandées  paraîtra  plus  laborieuse,  sans 
que  les  résultats  obtenus  l'emportent  essentiellement  sur  ceux  que  nous 
venons  de  donner  dans  les  derniers  numéros.  M.  Masal  a  étendu  ses 
transformations  jusqu'aux  termes  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  fonc- 
tions diastématiques  inclusivement:  pour  donner  un  échantillon  de  la  forme 
employée  par  lui,  j'emprunte  à  son  mémoire,  les  expressions  des  coefficients 
appartenant  aux  termes  du  premier  degré  et  du  degré  zéro. 

Les  voici: 

(0) 

A(o,o,o,o,w)  =  —  2W7J'% 

(U 

A(j  ,0,0,0, w)  =--       [(n'  -f  2n)  —  2nV]/-i'"  -f  2nf{\ 

(2) 

A(i,o,o,o,n)=       [(n'  +  2m)  +  2wV]ri'"  +  2w/-J'% 

0) 

A(o,  i,o,o,n)=       n{n—  i)/-J'" —  2n/-l'", 

(3) 

A(o,  i,o,o,it)  =  —  n{3n  +  i)ri^"—  211^,^% 
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(0) 

B(o,o,o,o,w)=        2»7-i'"  +  47-1'", 

(1) 

B(i,o,o,o,w)=  —  [n'  +  n  — 2/zV]^J'"  — [4n  +  6  —  4w^]^î'"  —  S/^'", 

B(i  ,o,o,o,w)  =  —[n'  +  n+  2nV]ri'"  —  [4^  +  6  +  4w<r]rl'"  —  8^i'", 
B(o,  i,o,o,n)  =  —n{n—i)rl^^  +  6^1'"  +  8^i'% 

(8) 

B(o,  I  ,o,o,n)  =      (3n'  +  n)rl^^  +  (8n  +  6);-î'"  +  87-i'". 


Pour    avoir    les    formules    se   rapportant    à   la   fonction   perturbatrice 
complète,  il  faut  mettre,  dans  les  expressions  signalées,  j-^ a*  au  lieu 

de  ri''- 

Si    n    est    égal   à  zéro,   il  faut  observer  que  seulement  la  moitié  des 
valeurs  obtenues  au  moyen  de  ces  formules  doit  être  mise  en  usage. 

Mais  il  convient  d'ajouter  aux  précédentes,  les  expressions  analogues 

(c) 

des    coefficients   C(  ),    ce    qui    nous    donnera    occasion    d'élucider,    par  un 
exemple,  la  manière  d'obtenir  les  formules  de  M.  Masal. 
Nous  avons  d abord: 

aE(«,o,o)  =       f,^\ 

aR(n,  1 ,0)  =  —  (n  +  3)/-^'»  —  2^»", 

aR(n,o,i)=       (n+  2)^^  +  2f,^\' 

formules,  où  les  deux  indices  v  ,  v'  sont  partout  égaux  à  zéro  et  par  cette 
raison  supprimés,  et  oii  Ton  doit  mettre  j-]'^  —  a'  au  lieu  de  /-J'®,  afin 
que  les  R  se  rapportent  à  la  fonction  perturbatrice  complète. 

Ensuite,  nous  aurons,  par  les  formules  des  numéros  29  et  30, 

6^"'  =  — wj^,     er'  =  — w, 


*  Les  valeurs  données  dans  le  texte  se  trouvent  déjà  dans  le  mémoire  de  M.  Harzer. 
On  les  déduit  aisément,  en  faisant  usage  des  règles  que  nous  venons  d'établir  dans  les  deux 
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Maintenant,  si  nous  introduisons,  dans  les  cinq  premières  formules  du 
u^  98,  les  valeurs  signalées,  après  y  avoir  remplacé  N(n,s,s')  par  2R(n,s,s'), 
il  en  résultera: 

(0) 

aC(0,0,0,0,w)  =  2;-î'", 


chapitres  précédents:  je  vais  en  reproduire  le  calcul  pour  donner  un  spécimen  de  l'applica- 
tion de  ces  règles. 

On  aura  d'abord,  par  la  règle  donnée  vers  la  fin  du  b?  79, 

i2'(«.o,o)=    rî'".  Q'(n,2.o)=    '-ii^^;.-+(2a+3)rr+4rî'". 


j2>(n,  1 ,0)=  -„,.;•"  _2rî'",  i?'(" .  I ,  «)=  -  «(«.+3)rJ'"-2(2n+ 5)r;'"-8rî'' 


n,o,2)=      — ^0'  +( 


û'(n,o,i)=    («+3)rÔ' +2rr.      û'(n,o,2)=    -_i-i_i_^;'"+(2n+7)rr+4r» 

Puis,  en  utilisant  la  formule  (20)  du  n"  86,  on  parvient  aux  valeurs 
«r(w,0„o)=       ;-o'", 
a  r(n,  I , O)  =  -  (n  +  I ) rr  -  2r''", 

«r(n,o,i)=     {n  +  2)rV' +  2rV', 

ar(n,2.o)  =     ^!+J^±£^;.-  +  (2n  +  s)rr  +  4rr> 


ar(«,  I ,  I)  =  -  (n'  +  3n  +  2)rr  -  2(2n  +  S)rV   -  8^ 


8      > 


n,o,2)=       -^ 7-0    +(2w+5)ri'   +4r«  , 

au  moyen  desquelles  on  obtient,  par  l'équation  (26)  du  n°  87,  les  résultats  signalés  dans 
le  texte  et  encore  les  suivants 


CAJ.%^r»,^,w;  — 

/o      1   V-"*'   1   y/yi      1   HM   > 

aR(ti,i,i)  = 

-  (n*  +  5n  +  6)r^"  -  2(2n  +  7)rl'''  -  8rî'"> 

aR(ti,0,2)  = 

— -^~ — ro   +  (2w  +  5)ri   +  4r«  > 

I  .  2 


qui  ne  diffèrent  de  ceux  de  M.  Harzer  que  par  la  notation  des  transcendantes  fi*^;  en 
effet,  il  a  écrit  ayl*^  au  lieu  de  ;-?'". 
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(1) 
aC(i  ,o,o,o,n)  =  —  [n  +  3  —  2n^]rY  —  2/-?'", 

iv 
aC(i  ,o,o,o,w)  =  _[n  +  3  +  2nip'\rY  —  2/-?'", 

aC(o,i,o,o,w)  =        \—n  +  2];^'"+  2/-?'% 


aC(o,i  ,o,o,w)  =        \in  +  2]/-J'"  +  2x\\ 


Lorsque  n  est  égal  à  zéro,  la  transcendante  jY  doit  être  changée  en  ;-J'"  —  ot^, 
et  les  formules  indiquées  divisées  par  2. 

102.  Les  différentes  synechies  étant  des  agrégats  périodiques,  on 
peut  les  représenter  moyennant  des  produits  de  deux  facteurs  dont  lun 
reste  toujours,  sauf  dans  les  cas  exceptionnels,  positif  et  plus  grand  que 
zéro,  et  lautre  est  une  fonction  trigonométrique  ayant  pour  argument  initial 
un  nouvel  agrégat  périodique. 

Pour  y  parvenir,  supposons  qu  on  ait  exprimé  les  huit  fonctions 
ri  cos  (;r  —  T\  rj  sin  (t  —  F),  ri  cos  {tï!  —  T'),  ri  sin  {j:  —  T'),  /cos  [Q  —  0), 
Jsin  (i2  —  0),  T  cos(i2'  —  0')  et  /'  sin  (i2'  —  0'),  dont  les  quatre  dernières 
apparaissent  dans  les  expressions  des  fonctions  0^^ ,  0j  ,  0^  et  (P,  que  nous 
avons  introduites  dans  le  n°  93,  moyennant  les  formules  (19)  du  n*'  9  et 
(48)  du  n""  23. 

Rappelons-nous  ensuite  que  langle  V  est  donné  par  la  formule 

V  =  j^  (î;  —  û>)  +  I^ 
=  j^(v  — ©)  +  L, 
et  l'angle  û>  par  celle-ci: 

û>  =  C(t^  —  /l)  +  T\ 
nous  aurons,  par  conséquent,  en  admettant  la  notation 

>^ 

I  — ç  ^ 

d'où 

(10)  A=.5(i— c)-^>(i-0/ 

Traiti  des  orbiUa  absolues.  53 
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(") 


s{v  —  ffi)  —  S'Y  —  -— --  {v  —  (o) 


I— s 


s'L 
X 


I— ç 


r— s'L. 


Après  avoir  ainsi  déterminé  la  partie  principale  de  l'argument,  on  parviendra 
à  représenter  la  synechie  des  indices  s  et  s'  par  un  résultat  de  la  forme 


(12) 


M    cr  "^     "'      1 

L  ô.       h,        J 


les  a,  ,  a^ ,  .  .  .  ainsi  que  les  tr^  ,  a^ ,  .  .  .  étant  de  petites  quantités  con- 
stantes de  Tordre  des  forces  perturbatrices,  dont  les  premières  sont  encore 
multipliées  par  certaines  puissances  des  coefficients  diastématiques  et  anasté- 
matiques,  et  les  6,  ,  é, ,  .  .  .  ,  des  angles  constants  dépendant  de  A ,  A' y  Fy  P, 
0  et  0'. 

Mais    lexpression    (12)    se  réduit  en  un  seul  terme,  en  appliquant  la 
méthode  de  transformation  indiquée  dans  le  n°  6.     Soient  en  effet: 


(«3) 


scos(?  =  C|  <;■,  —  a     <t,  —  a 
b^  —  h     h^  —  h 


{ 
r  "' 

ssin^  =  SI  ^,  — 

U- 


h     b^  —  h 


] 
] 


(«)> 


(^). 


nous  arrivons  facilement  aux  résultats 

Tv  =  e  cos(U  +  o)v  +  b  +  â), 


(14) 
OU  bien 

(>4') 


Év  =  esin  {(X  +  <t)v  +  b  ■{-  Ô); 
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et    nous    supposons   que   les  dérivées       ^^^  ^    et       J"^   ^   soient  de  petites 

quantités  du  deuxième  ordre  par  rapport  aux  forces  troublantes,  vu  qu'autre- 
ment la  transformation  serait  sans  succès.  Evidemment,  les  constantes  tr 
et  b ,  dont  nous  supposons  la  première  du  même  ordre  que  les  ^, ,  ^3 ,  . . . 
pourront  être  choisies  de  manière  que  d  devienne  exempt,  soit  du  terme 
constant,  soit  du  terme  séculaire. 

Par  ces  suppositions,  on  comprend  aisément  que  le  premier  terme  du 
second  membre  de  la  formule 

(15)  fs  cos((A  +  (t)v  +  b  +  d)dv  =  ^-^sin((A  +  a)v  -{-  b  +  6) 


—  Y^f^in{(X  +  a)v  +  b) 


dis  cos(/)  , 

—^-7 -du 

dv 


,       ,       ,     ,.d(eBmff)  , 

+  (t)v  +  b)^-j -dv 

av 

remporte  beaucoup  sur  la  somme  des  deux  derniers,  tant  que  A  est  une 
quantité  de  Tordre  zéro;  c'est-à-dire  notablement  plus  grande  que  ^,  en 
sorte  que  ce  terme  donne  une  valeur  approchée  de  Fintégrale  proposée. 
Les  deux  derniers  termes  sont  en  effet,  on  Tentend  facilement,  des  quantités 
du  deuxième  ordre.  Mais  si  au  contraire,  A  était  aussi  une  petite  quantité, 
comparable  à  ^^ ,  ^^ ,  .  .  .  ,  le  premier  terme  du  second  membre  ne  donnerait 
plus  la  valeur  approchée  de  l'intégrale.  Pour  parvenir  à  une  vraie  approxi- 
mation 'dans  un  tel  cas,  il  faut  d'autres  méthodes  d'intégration;  et  avant 
tout,  il  ne  faut  pas  alors  oublier  que  l'argument  renferme  le  terme  — s'U. 
Ce  que  nous  venons  de  dire  s'applique  aussi  à  la  formule 

(15')   fssiu  ((A  +  (T)v  +  b  +  0)dv  =  —  ^-^cos((A  +  (t)v  +  b  +  d) 


■rb/^»«^ 


+  tT)v  +  b)     '^^     ^dv. 


Le  premier  terme  du  second  membre  donne  encore  la  valeur  approchée  de 
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l'intégrale  formant  le   premier  membre,   toutes  les  fois  que  X  est  notable- 
ment plus  grand  que  les  <7j  ,  «r, ,  .  .  .  . 
On  aura  également: 

(16,  a)  /^^^'/s  <^os((A  +  a)v  +  b  +  â)dv 

=  — (rrT*«os(U  +<T)v  +  b  +  d) 

_  _L_     fdvf cos{(k  +  ^)v  +  b)^^^dv, 

ainsi  qu'une  formule  analogue  exprimant  la  double  intégrale  sur  la  fonction 
e  sin  ((A  +  <r)v  +  i  +  0),  savoir 

(16,  b)  f(^^f^  sin  ((A  +  «t)î;  +  ft  +  f>) 

=  — (TT^sin  ((A  +  a)v  +  bi-â) 


dlecosff)   , 

-^-1 dv 

dv 


+  (Iir^/sin  ((A  +  <r)y  +  &  +  <?) 

+  j^    Trfî;  TcosdA  +  0)v-\-b  +  <?)lif^L^rft; 
-  ^,  fdvfs\n{(X  +  c)v  +  bi.  0/-^dv. 
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Dans  les  seconds  membres  de  ces  formules,  les  termes  affectés  de  la 
sigDC  /  sont  évidemment  des  quantités  du  second  ordre,  supposé  toujours 
que  X  soit  une  quantité  de  Tordre  zéro. 

De  ces  résultats,  nous  allons  tirer  une  conséquence  importante. 

En  multipliant  l'équation  (15)  par  la  quantité  qui  apparaît,  dans  son 
premier  membre,  sous  le  signe   f,  il  viendra: 

(i  7,  a)  s  cos((^  +  iT)v  +  b  +  0)fs  cos((A  +  (t)v  +  b  +  d)dv 

=      ly^^i^^  2{(X  +  a)v  +  b  +  â) 


les  termes  qui  ne  sont  pas  mis  en  évidence  étant  du  troisième  ordre. 
Nous  aurons  de  même: 

(i  7,  b)         s  sin  ((A  +  ff)v  +  b  -\-  6)  Je  sin  ({A  -\-  a)v  -\- h  +  d)dv 

et  encore: 

(i8,  a)       s  sin  ((A  +  «t)«  +  6  +  e)jdvjz  cos  ((A  +  «T)y  +  6  +  d)(lv 

I       e' 


2{X  +  a) 


-,sin2((A  -\-  o)v  +  b  -\-  0) 


(i  8,  b)       £  cos  ((A  +  o)v  +  i  +  d)J(iofs  sin  ((A  -{■  a)v  +  b  +  0)dv 


i       s' 


-2(rT^^'"  2(^^  +  àiv  +  b  +  0) 


Puisque  les  premiers  termes  de  droite,  dans  les  quatre  formules  (17,  a), 
(17,  b),  (18,  a)  et  (18,  b),  ont  pour  argument  le  double  de  (A  + <t)«;  +  J  + ^, 
et  que   les  termes  supprimés  sont  toujours  du  troisième  ordre,  on  conclut 
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que  les  termes  sousélémentaires  qui  peuvent  se  produire  dans  les  seconds 
membres  sont  tout  au  moins  du  troisième  ordre. 

On  parvient  à  un  résultat  analogue  en  examinant  la  question  suivante. 

Supposons  dabord  qu*il  sagisse  de  déterminer  une  quantité  B  par 
rintégration  de  lequation 

(19)  Jv^+i'  —^ÙR  =  ecos(U  +  o)v  +  b  +  â), 

£  ;  X  y  (T ,  b  et  d  ayant  la  même  signification  qu'auparavant,  et  y9, ,  celle 
d'une  constante  du  premier  ordre.     On  en  tire,  après  avoir  posé: 

(20)  H  =-•  ^_^^_!(^+^«eos((/  +  a)v  +  b  +  â)  +  ^, 
Téquation  que  voici: 

B ,.    .     v.cosk/  +  fj)v  +  b)        ,  , 


En  intégrant  cette  équation,  il  viendra,  relativement  à  ^,  si  A  n'est 
pas  trop  près  de  Funité,  de  sorte  que  i  — /9j — {X  +  a)^  puisse  être 
considéré  comme  une  petite  quantité  du  premier  ordre,  un  résultat  du 
deuxième  ordre. 

Admettons  ensuite  qu'on  soit  obligé  de  former  le  produit  de  la  fonction 
R  par  le  facteur 

Q  =  C^m{{X  +  a)v  +  b,  +6,), 

C  étant   un   coefficient  variable   de  la  même  nature  que  e,  et  6j   ainsi  que 
â^y   des  quantités   peu  différentes  de  6  et  de  d,  de  sorte  que  la  différence 
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qui  est  exempte  de  terme  séculaire,  puisse  être  considérée  comme  une  quan- 
tité du  premier  ordre. 

En  effectuant  la  multiplication,  il  viendra: 

+  sin  (6,  —  6  +  (?i  —  <?)  j 

résultat    qui   montre    que    les  termes  sousélémentaires,   se  produisant  dans 
l'expression  de  JÎÇ,  sont  tout  au  moins  du  troisième  ordre. 

1.0 

103.     Il   convient  de  considérer  en  particulier  la  synechie  Sv,  et  de 
la  réduire  à  la  forme  fondamentale. 

Prenons  d'abord  Féquatîon  (6),  et  introduisons~y  : 

+  (p  —  2r)  =  72  —  I  ;  +  (p'  —  2r')  =  n , 

ce  qui  revient  à  mettre: 

5=1;         5'  =  o. 

Il  s'ensuit  la  condition 

+  (p— 2r)  +  (p'  — 2r')=  I, 

à  laquelle  sont  assujettis  les  quatre  indices  p ,  r ,  p'  et  r'. 

Evidemment,   en   attribuant  à  n  les  valeurs  0,1,2,...,   on  aura: 


pour  »  =  o: 
»  w  =  I  : 
))  «  =  2  : 
»     w  =  3  : 


p  =  2r  +  I 
p  =  2r 

p  =  2r  +  I 
p  =  2r  +  2 
etc.. 


p'  =  2r', 

p'  =  2r'  +  I, 

p'  =  2r'  +  2, 

p'  =  2r'  -f  3 
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et  réquation  (6)  prend  maintenant  la  forme  suivante 

(1) 


^2r+H-7v     /2r'  +  2v' 


(22)         N  -  LZSZC—  ■)■»("  +  I  ,  2r',  r ,  r',  o).,,,"+'+-,' 

m 
+  25:ZZZ(—  i)'G(2r+  I  ,  2r'  +  2  ,  r,  r',  2X,,7"+'+":y"'+'^''' 

+  sLLZZC-  i)''G(2r+2,2r'  +  3,r,r',3X,Y'"'^'>"'"'''" 

x';;'!2(r-r)-3(.T'-r')  +  v-5J+3(fi>-fi>')! 


COSi 

sin 

+ .... 


Cela   étant,   nous   allons  mettre  en  évidence  les  termes,  jusqu'au  troi- 
sième   degré    inclusivement,    faisant    partie    des  fonctions  ^(i  — >^')P^**^  et 

-,  Q^®^  :     J'écris  ces  termes  de  la  manière  suivante  : 

n 


1,0 


(23)  ^7(1— 7')rv(P'") 

j(I)  ,(1)  O)  \ 

=  iB(i  ,o,o,o,o)„,oîy  4-  \B(3,o,  1 ,0,0).,,  —  B(i  ,o,o,o,o),,ol  57' 
+  lB(i  ,2  ,0, 1 ,0)0,0  +  B(i  ,o,o,o,o)„,,|  îy57"')cosF 

1(2)  ,(î)  (î)  \ 

+  jB(o,  1 ,0,0, 1)0,0^  +  lB(2  ,1,1,0, 1)0.0  —B(o,  1 ,0,0,  i)J  rj^T)' 

+  iB(o,  3,0,1,1)0,0  +B(o,i,o,o,i)o,,l7"jcos(F'  +  v  — V') 
+  B(i  ,2,o,o,2)o,oiyV'cos(2F'  —  F  +  2(v  -  v')) 
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(24)  ^'rv(Q<«>)  =  (A(i, 0,0, 0,0)0.0, 


+  U(3,o,i  ,0,0)0.0  — A(i  ,0,0,0,0)1,0/7' 
+  U(i  ,2,0,  I  ,0)0,0  + A(i  ,0,0,0,0)0,1!  îy^y^/sin  F 
+  iA(o,i,o,o,i)o,o5y' 

IA(2,  I  ,1  ,0,  1)0,0  — A(o,i  ,o,o,i),,ol5yV 

/(2)  (2)  \  » 

+  U(o,3,o,i,i)o,o  +  A(o,i,o,o,i)o,Jî7"îsin(F+v-v') 

(3) 

+  A(i ,  2  , 0 , 0 ,  2)0.077'^  siD  (2F  —  F  +  2(V  —  V')). 

Dans  ces  formules,  F  et  F'  désignent  toujours  les  arguments  diasté- 
matiques  des  deux  planètes. 

Mais  les  termes  que  nous  venons  de  trouver,  soit  dans  l'expression 
(22),   soit   dans  les  formules  (23)   et  (24),  ne  sont  pas  encore  au  nombre 

complet;   c'est-à-dire:  outre  les   termes   mis  en  évidence,  il  y  a  encore  des 

-1,0 
termes  du  même  genre  appartenant  à  la  synechie    Sv.     En  ne  considérant 
que  les  termes  de  cette  synechie,  nous  aurons: 

(5) 

(22  —)     N  =  rrrZC—  0^G^(2r  +  i  ,  2r',  r  ,  r',  o),,iy^'+^+^iy'^''+^^ 

X^^'[;r  — r— (v  — fi))] 
sm  L  \  /j 

(2) 

+  22:2:Z2:(-  i)^GK2r  +  2  ,  2r'+  i  ,  r,  r',  1).,,^''+^+'^,'^'-^^+^^' 
X^^'[2(;r-r)-(;r'-rO-(v-fi>)  +  S-S'] 

+  2rZi:r(-  ^yf^i^r  +  3  ,  ^r'  +  2  ,  r ,  r',  2)..,,''+«+-V''"''^" 


cos, 


X  sin  [^C'^-  ^  -  2(t'  -  rO  -  (V  -  s)  +  2(3  -  ffi')] 

+  ..., 

TraUé  des  orbiUs  absolues.  59 
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d'où  Ton  tire,  comme  auparavant, 

-1,0  W2) 


(23-)  /A(i-,»)SKn=       |b(i,o,o,o,o),,o7 

+  \B(3,o,  I  ,o,o)o,o-  B(i,o,o,o,o),,J  iy' 

/<«)  (S)  \  1 

+  iB(  1,2, 0,1,0)0.0+  B(i,o,o,o,o),,,|5yiy"|cosF 


(5) 

+  B(2, 1,0,0, 1)0,0  î7Vcos(2F— F— (v—v'O, 


(24-)  ;A  rv(Q<")  =-| A(i,o,o,o,o),,o, 


^0  j  (2) 

,(2)  (2)  V 

+  lA(3,o,  i, 0,0)0,0  — A(i,o,o,o,o),,ol  57' 

/(2)  (2) 


/(2)  (2)  V  X 

+  U(  1,2, 0,1,0)0,0+  A(i,o,o,o,o)o,Jiyîy'>inF 


(2) 


A(2,i,o,o,i)o,ooyVsin(2F  — F  — (V  — V')). 

En  opérant  de  la  manière  que  je  vais  indiquer,  les  quatre  formules 
(23),  (24),  (23 — ),  (24 — )  se  réduisent  à  la  forme  fondamentale,  ou  plutôt 
à  une  forme  qu'on  peut  appeler  forme  fondamentale  généralisée. 

Nous  connaissons  déjà  les  valeurs 

(a)  7j  cosF  =  p]         7]  sinF^=  — ^  —  (A),^ 

p   étant  placé   au   lieu   de  (/>);  il  s'ensuit  immédiatement  un  résultat  de  la 
forme 

(/5)  '?'  =  /''  +  (l)  +  (/^)- 

L'expression  de  (/i)  étant  celle-ci: 


*  Voir  le  n**  70. 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  III. 


467 


on  en  conclut  que  {/i)  est  une  quantité  du  premier  ordre  et  du  deuxième 
degré. 

Mais  puisqu'on  a: 

7]^  +  7j^  cos  2F  =  2/>', 
on  obtient  ensuite: 

(r)  7'cos2F=/-(^) -■(/.). 

Aux    relations    (a),    (/9),    (/*),    se   joignent   les    suivantes   qui  ne  sont, 
toutefois,  que  des  simples  conséquences  des  premières: 

(s)  73'  cosF  =       ,V  =p'+  p(^y+  pifz), 

(0  ^»sinF  =  -,'(^  +  (>l)) 


-(/''  +  (l)>)-|(/^)-(^)W- 


On  comprend  sur-le-champ  que  les  formules  mises  en  évidence  restent 
en  vigueur,  si  Ton  y  change:  p  en  />',  v  en  v',  F  en  F',  rj  en  rj',  (A)  en 
(A')  et  (/x)  en  {//).    Par  cette  remarque,  on  déduit  les  expressions  que  voici: 


iv) 


,v'si„F  =--  -^^(,'hg::)')- w(."+(^^)')-:;^(//)  -  mi, 
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7V'cos(2F'-F)=      p{p-^-(^£}i'^  +  2p- 


w 


dp  dp 
dvdy' 


-pifx')  +  2p'^^{X)  +   2/,'|(A')  +   2p'{X)in 


-  2pp'{X')  +  (^p-  -  (^)  ')(A)  -  ^  (/i')  -  {X)i^'), 

dans  lesquelles  on   peut  changer,    simultanément,  />  en  p',  />'  en  />,  v  en 
v',  v'  en  V,  etc. 

Après  avoir  établi  ces  formules,  nous  allons  d'abord  réunir  les  termes 
appartenant  aux  deux  synechies  considérées.  Nous  aurons  de  la  sorte  les 
résultats  que  voici: 

(25)       ^.(i  _  ,')|2:kf''o  +1:Knl 

+  [6'o!'i7'  +  bi'oV'v'  +  «•'.!^5?'"][cosF  cos (v  —  V')  —  sin F'  sin (v  —  v')] 
+  Ki'^v'v'b^^  (2F  —  F')  cos  (v  —  v')  +  sin  (2F  —  F')  sin  (v  —  v')] 
+  bf^^7jrj'\cos{2F'  —  F)  cos  2(v  —  v')  —  sin  (2F'  —  F)  sin  2(v  —  v')], 

(26)  ^jL(Q<'»)+1:v(Q«'>)| 

=        Kt  v'  +  <î  57*7'  +  <i3?"][sin  F'  cos  (v  —  v')  +  cos  F'  sin  (v  —  v')] 
—  a<;ï":y»37'[si°  (2F  —  F')  cos  (v  —  v')  —  cos  (2F  —  F')  sin  (v  —  v')] 
+  <î'?'7"[sin  (2F'  —  F)  cos  2(v  —  v')  +  cos  (2F'  —  F)  sin  2(v  —  v')], 
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où  les  notations  suivantes  sont  mises  en  usage: 

(1)  (2) 

éi^i    =  B(  1,0,0,0,0)0.0  +  B(i, 0,0,0,0)0,0, 

(1)  (1)  (2)  (2) 

bf),    =  B  (3 ,0,1, 0,0)0,0  —  B(i,o,o,o,o),,o  +  B  (3 ,0,1,0,0)0,0  —  B(  1,0,0,0,0)1,0, 

(1)  0)  (2)  (2) 

b^^^    =  B(  1,2,0, 1,0)0,0  +  B(i, 0,0,0,0)0,1  +  B(  1,2, 0,1, 0)0,0  —  B(i,o,o,o,o)o,x, 

(2) 

éy,}    =  B  (0,1, 0,0, 1)0,0, 

(2)  (2) 

b^;\    =  B(2, 1, 1,0,1)0,0— B(o,i,o,o,i),,o, 

(2)  (2) 

b'o\l    =  B(o,3,o,  1, 1)0,0 +  B(o,  1,0,0, 1)0,,, 

(2) 

U;;,'^  =  B(2, 1,0,0,1)0,0, 

(2) 

bZ    =B(i, 2,0,0,2)0,0, 


(2) 

<1    =  A(o,i, 0,0,1)0,0, 

(2)  (2) 

a^,}    =  A(2, 1, 1,0,1)0,0  — A(o,i,o,o,i),,o, 

(2)  (2) 

4H    =  A(o,3,o,  1,1)0,0  +  A  (0,1, 0,0, 1)0,1, 

(2) 

«v'^  =  A  (2, 1,0,0, 1)0.0, 

(2) 

a?^    =  A(  1,2, 0,0, 2)0,0. 


Maintenant,  si  nous  introduisons,  dans  les  formules  (25)  et  (26),  les 
expressions  de  oy  cosP,  tj'  cosF',  etc.,  données  par  les  formules  (a) ,  (yî) ,  . . . , 
nous  parviendrons  aux  résultats  se  trouvant  ci-dessous,  où  les  tennes  dé- 
pendant de  (A)  et  de  {/i)  sont  supprimés, 
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(27)      ^^(i  _  ly'jIrvCF'")  +  rv(F")| 

+  m  +  h^W  +  <!'?"]/>'  cos  (v  -  V) 
+  m  +  K^'  +  C'7"]5^siu(v  -  V') 


(28)      «■,jrKQ">)  +  rKQ"') 

+  <i[l(''"-(r::)')-^''^':^] -=('-'■) 
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Dans    ces    formules,    on    peut,    nlmporte    quand,    remplacer    oy'    par 

/>*  +  (-^j    etoy''  par  />'^  +  (-p;)  ,  et  on  restituera  ainsi  la  forme  appelée 

forme  généralisée,  parce  qu  elle  renferme,  outre  p  et  />',  encore  les  premières 
dérivées  de  ces  fonctions. 

104.     De    la    même    manière   que  nous  venons  d'opérer  dans  le  nu- 
méro   précédent,    on  arrive  aux  résultats  tout  à  fait   semblables   aux  for- 

0,1  0,-1 

mules  (27)  et  (28),  exprimant  les  synechies  Sp  et  Sy  tirées  des  fonctions 
P'^^^   et   Q'^^\     On   aura   en  effet,  par  les  équations  (7')  et  (8'),  les  termes 

(23')  g(i-vo2:v(F<'») 

1(3)  ;(8)  (S)  \ 

=  lB(o,  I  ,o,o,o);,oV  +  \B(o>3,o,  1 ,0);,  +  B(o,i  ,0,0,0);,/ îy" 

((»)  (»)  \        i 

+  ^B(2, 1 , 1 ,0,0);,  —  B(o,  1 ,0,0,0);,,/ 37VÎCOS  (—  F') 

1(2)  /(l)  (S)  \ 

+  (B(i  ,0,0,0,  i);.o5y  +  lB(3,o,  1 ,0,  i);,o  — B(i  ,0,0,0,  \)'J  ly» 

((2)  (2)  \  \ 

+  \B(l  ,2,0,  I ,  i);,o  +  B(l  ,0,0,0, 1);,,/  îyîy"(cos(— F  + V—  V') 

(2) 

+  B(2, 1  ,o,o,2);,5yV  cos(—  2F  +  F'  +  2(v  —  v')), 

(24')  gSv(Q"»>) 

J(«)  /(«)  (»)  \ 

=  lA(o,i,o,o,o)i,o37'  +  U(o,3,o,i,o);,o  +  A(o,i,o,o,o);,/3y" 

/<8)  <»)  \  » 

+  U(2,i,i,o,o);o  — A(o,i,o,o,o);,,/5yV)sin(— F') 
+  ..., 

(23'-)  g(i-,'^ÏKF<»>) 

J(2)  /(2)  (2)  V 

=  |B(o,  I  ,o,o,o);,oV  +  lB(2, 1 , 1 ,0,0)^0  —B(o,  I  ,o,o,o);,o!  07V 

/(2)  (2)  V  \ 

+  (B(o,3,o,i,o);,o+B(o,i,o,o,o)Joy'^jcosF 
(2) 

+  B(i ,  2,0,0,  i);,oî?7"  cos  (2F  —  r  +  V  —  V'), 
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(24'-)  ^'ïvCQ'^"') 

(W  /(î)  (ï)  V 

=  lA(o,i,o,o,o);„5y'  +  \A(2,i,i,o,o);,  —  A(o,  i,o,o,o);JîyV 

+  ...|sinF' 
+  .... 

0,1  0,-1 

Maintenant,  si  Ton  forme  les  sommes  des  synechies  Sy  et  Sv,  que 
Ton  y  introduise  les  expressions  de  oycosP,  îy'cosF',  etc.,  données  par  les 
équations  (a)  ,  (^) ,  .  .  .  ,  et  qu  on  établisse  finalement  les  notations  que  voici: 

(8)  (2) 

6;jî>    =  B  (o,  I  ,o,o,o);,o  +  B  (o,  1 ,0,0,0)^0 , 

(3)  (3)  (2)  (î) 

ô;|î^  =  b  (2 , 1 , 1  ,o,o);,o  —  B  (o,  I  ,o,o,o);,o  +  b (2 ,  i ,  i  ,o,o);o—  b(o,  i  ,o,o,o)î,o  , 

(S)  (8)  (2)  (2) 

K\V    =  B(o,3,o,i,o);o  +  B  (0,1, 0,0,0);,!  +  B(o,3,o,i,o);,o  +  B  (o,  ^0,0,0);,^ , 

(2) 

è;|i>    =B(i, 0,0,0,  i);o, 

(2)  (2) 

&;y  -=  B  (3 ,0, 1 ,0, 1  );o  —  B  (  1 ,0,0,0, 1  );,o , 

(2)  (2) 

6m     =B(i, 2,0,1, 1)^0  +B(r, 0,0,0,  i);,i, 

(2) 

6;^,r'^  =  B(i,2,o,o,i);,o, 

(2) 

èijr      =B(2,I,0,0,2);,o, 


(2) 

a;<î>    =A(i,o,o,o,i)i,o, 
etc., 
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il  résultera: 

fil  ' 


(27')     ^!  (,  _  ^•»)  j  2:v(FW)  +  rviF*"») 

=  W  +  ftJl^'  +  CW 

+  [*;!J^  +  K^^rj'  +  K^yj"-\p  C08  (v  -  V') 

+  i;<->U(  p'^-r£]   ]  +  2p'J-£.  I  cos(v- V) 


sin  (v  —  v') 

+  »S"fe  (/>•  -  (t)  V  wll  ™ ={v  -  vo, 


(28')     <!;|5;v(Q"")  +  r'i.(Q"») 


+  Ki'  +  Cï'  +  '■S'î"]^cos(v-v') 


<r"[|(.--(^)")-v/*]-(v-v) 


TVotïrf  <fM  orbites  absolues.  QQ 
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Par  les  formules  (27),  (28),  (27')  et  (28'),  on  a  donné  tous  les  termes 
à  caractère  diastématique  jusqu  a  ceux  du  troisième  degré  inclusivement,  ces 
termes  étant  toutefois  indépendants  des  fonctions  anastématiques  et  appar- 
tenants aux  synechies  que  nous  venons  de  considérer.  Mais  il  y  a  encore 
des  termes  du  même  genre  qui  sont  du  premier  degré  par  rapport  aux 
fonctions  diastématiques  et  du  second,  par  rapport  aux  fonctions  anasté- 
matiques, et  qui  sont  coordonnés  avec  ceux  que  nous  avons  déjà  mis  en 
évidence.     Nous  allons  les  chercher. 

105.     En  ne  considérant  que  les  termes  du  premier  ordre  par  rapport 
aux  fonctions   diastématiques  et  du  second,  par  rapport  aux  fonctions  ana- 
stématiques,  nous  aurons,   en   vertu   des   équations  (21)  et  (29)  du  n**  87, 
.  Fexpression 

(29)  ^(i-7')F'>h 

=  -h{P'(o,o,o)  +  P'(o,  i,o)p  +  F\o,o,i)p'\ 

—  2h52{P'(n,o,o)  +  P'(n,i,oV  +  P>,o,i)/)'}cosn(v  — V'), 

1 

OÙ  nous  avons  omis  les  indices  u  et  v',  vu  qu'ils  sont  inutiles  lorsqu'il  ne 
sagit  que  des  premières  puissances  de  tj  et  de  yj'. 

On  parvient  à  transformer  Téquation  (29)  dans  la  forme  diastématique 
de  deux  manières  différentes:  d abord  en  substituant  l'expression  (10)  du 
n**  51  au  heu  de  Ift  fonction  h,  et  ensuite,  en  remplaçant  cette  fonction 
par  la  valeur  que  donne  l'équation  (59)  du  n^  93. 

En  utihsant  la  première  des  expressions  mentionnées,  nous  obtiendrons 

(30)  ,     ^(i-7')F''h 

=  î (î'  +  m P'(o , o , o)  +  P'(o ,  I  , o)p  +  P'(o ,o,i)p'\ COS (V  -  V') 

— 2^"*'^)^^'^°'°'°^  +  ^'^°'  '  '''^'"  +  P'(o,o;iy}sin(v- V') 
-  a3'{P'(o,o,o)  +  P'(o,  I  ,oV  +  P'(o,o,  !)/>'} 
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+  î(3*  +  î")r{P'(»,o,o)  +  P'(«,  I  ,6)p  +  V\n,o,i)p'\ 

X  { cos (n  —  i)(v  —  v')  +  C08 (n  +  i)(v  —  v') j 
-\-\{l%-};%)^\nn,o,o)  +  Y\n,i  ,o)p  -^Ç\n,o,i)p'] 

X  { sin  [n  —  i)(v  —  v')  —  sin  [n  +  i)(v  —  v')} 

Dans  cette   formule,   il   faut  maintenant  introduire  les  expressions  de 

î',  }'^,  3^,  etc.,  que  nous  avons  données  par  les  équations  (20) — (26)  du 

n**  6 1  ;  mais  puisqu'il  ne  s'agit  de  trouver,  finalement,  que  les  termes,  ap- 

1,0  -1,0 

partenant  aux  synechies  Sv  et  Sv,  qui  sont  multipliés  par  yj  ou  par  ly', 
nous  cherchons  à  exclure,  dès  l'abord,  les  termes  non-coordonnés,  en  opé- 
rant cette  substitution  simultanément  avec  les  multiplications  par  les  fonc- 
tions trigonométriques  de  v  —  v';  ce  qui  nous  permettra  de  choisir,  d'abord, 
les  valeurs  utiles  de  l'indice  n. 

En  multipliant  les  équations  mentionnées  tout  à  l'heure  par  e'"^''"^'^  il 
viendra  immédiatement  des  résultats  dont  les  différents  termes  se  mettent 
sous  la  forme  générale 

n  étant  un  entier  positif  ou  négatif,  et  les  ^,  des  fonctions  dépendant 
d'arguments  à  longues  périodes,  arguments  qui  ne  peuvent  pas  déranger 
les  indices  des  synechies  qu'on  obtient  en  effectuant  la  transformation  à  la 
forme  diastématique.  ' 

Or,  il  s'agit  d'étabUr  la  forme  mentionnée,  ce  qui  s'effectuera  très 
facilement,  lorsqu'on  ne  demande  que  les  termes  multipliés  par  rj  ou  -q'. 
Dans  ce  cas,  il  suffit  de  remplacer  les  facteurs  e*(°^-(°*2)T')  ^^  ^•n(T-v')  p^^,  j^g 
expressions  que  nous  avons  données  dans  les  équations  (39,  a) — (39,  n)  du 
n**  63.  Mais  en  inspectant  ces  expressions,  il  se  montre  que  seulement  les 
équations  (39,  b)  et  (39,  c)  renferment  des  termes  appartenant  aux  synechies 
dont  il  s'agit;  c'est-à-dire  qu'on  n'aura  des  termes  de  ce  genre  que  si  l'on 
attribue  à  n  les  valeurs  i  et  —  i.  Pour  mettre  en  évidence  ces  termes, 
il  faut  donc,  en  supprimant  les  termes  inutiles,  partir  des  expressions 
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2  4 

»  2  4  ' 

^{iv  4  ' 

^  dv'  4  ' 


W)  2  ^4 


(I) 


2*4  ' 


4 

./^g2<(v-T')  _  ï  ^.rr/^i(i2_é#)_i(X?'_ey'Ht(5-5')+t'(v-v') 

^  civ  4  ' 

auxquelles  il  faut  ajouter  les  formules  (22)  et  (25)  du  n^  61,  qui  sont 
dès  le  début  mises  sous  la  forme  que  demande  lapplication  des  équations 
(39,  b)  et  (39,  c). 

Considérons  encore  les  quatres  fonctions 

^^gf(»T-.(«  ±  2)y')  .  jp^'e'^»'-(»  ±  W) .  j2J^e*»<^-^'>  ;  j^/>  V^'-^'^, 

^  étant  toujours  une  fonction  dépendant  d'arguments  à  longue  période. 

Par  les  équations  (40,  a) — (40,  n)  et  (41,  a) — (41,11)  du  n°  63,  il  est 
visible  que  seulement  les  expressions  />,  />6*^'^, />'6**^^~^'^  et  p'e^^^'^^'^  donnent 
naissance  à  des  termes  appartenant  aux  synechies  indiquées.  Voici  les  termes 
de  cette  forme  se  produisant  par  la  multiplication  des  facteurs  mis  en 
évidence  dans  les  premiers  membres: 

24  4        . 

^-l'î*  ^  ^r'2 

Pi      =         -^P^    y 

^j.2^2»(T-V)    ^    _ip2g-2*(X?'-«')-2t5'^2ty^ 

pn'e^^"^^  =        i^2j'gi(i:/-^)-'(i/-«')+<(d-i'') l  jj'g-i(i2-»)-»(i/-<y')-<(d+d')^2<v 

c*v  ^  ^ 
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2  4 

^^.'  _  i2J'^-KÛ-«)-<(i?'-é>')-i(5+5')^'^<(v+T') 

4 

i  J2'g<(û-é^)+<(lî'-«')  +  K5+5')    /^-*(v+v') 

pi———^iiie  pe    , 

4  ^ 

I       i  ^/J>g-<(û-É^)  +  <(^-^')-<(5-*')^y(v-T') 
4 

^4  ^  ' 

Y^^îi(Y-v')   _   i^/J'g»(i2-é^)-»(i2'-^')+f(5-*')^'gi(v-v') 

^^  dv  4  ^  ^ 
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Par  les  équations  (39),  (40)  et  (41)  du  n**  63,  il  est  maintenant  facile 
d'établir  les  termes  suivants  qui  appartiennent  à  la  forme  diastématique  et 
aux  synechies  mentionnées 

2  4 

*  2  '  .  4   '  ' 

*dv^  -        4^  .    ' 

*57^        ~      4^^ 

-^'  _-       i^'jjr>^-<(i?-^)-<(iy-^')+<(»r'-r)-<(*+5')4-<(T+«') 

i  ^' Jjy(i2-<?)-<(û'-é>')4-<(»r'-r)+<(5-^')-*(T-«) 

4' 

I     I  ^'/J>g'(i2-É^)+<(û'-<^)-i(;r'-n+*(5+5')-*(T+«) 
W  -  2^^^^  4^ 

5  dv  4   ' 

I      L  î^' J/y(^-^)-'(Û -é^')  +  *(»r'-/")+f(5-5)-<(v-cô) 
I  ^^' J2>g<(û-^)+<(i2'-^')-<(ïr-r)+i(5  +  **)-<(v+t0') 

4  '  '  . 

••'g3*(v-T') i^'j/'g'(x?-^)-<(ir-^)-<(7r'-r(+<(5-ô')+i(Y-«) 

Dans  toutes  ces  formules,  on  a  mis  la  valeur  —  i  au  lieu  du  sym- 
bole f}'~\  retenu  dans  le  n^  63  pour  permettre  au  lecteur  de  retrouver 
l'origine  des  difEérents  termes. 
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On  aura  encore: 

^î  dv  ~  g'^       ^  ' 

I     i     r  JJ>^<(X?-^-*(û'-^)+<(jr'-r)+'(*-5')-*(v-ô') 
o 

I  I  ^'2jr>^~w-»)+«i/-^-f(>r'-r)-f(5-^)+f(T-â') 
8 

i  ^' Jjp^*(i2-«)+'(X?'-^)-<(ïr'-n+*(J+*')-f(T+ài') 

^'î'^î  p^Ct-V) I;^'r«p-w(i?'-^')+i(»r-r)-s<5'+*(T+ôi') 
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^'j' ^ i  -V  r/>/,-'(fi-^)-'(^-«')+<(»r'-r)-<(5+?')+<(T+û') 

I  ^^' J/^g*(i2-^)-<(^-«')+<(»r'-/")+f(5-y)-f(v-*') 

o 

O 

Pi  d\  8  ' 

Ayant  obtenu  ces  formules,  nous  allons  les  introduire  dans  l'expres- 
sion (30).  Il  en  faut,  toutefois,  considérer  seulement  la  partie  suivante, 
vu  que  les  autres  termes  ne  contribuent  rien  aux  synechies  demandées. 


^(i-,')F')h 


=       Î(J'  +  n{P\o,o,o)  V  P'(o,i,o)/,  +  P'(o,o,i)/t>'}co8(v -  V') 

_  3J'{P'(o,o,o)  +  P'(o,i,o)^  +  F\o,o,i)p'\ 

+  ^(S'  +  î"){P'(i,o,o)  +  P'(i,i,oV  +  PXï.o.iV'} 

+  ^(a'  +  3"){P'(2,0,0)  4-  PX2,I,0)/>  +  P'(2,0,IV'}COS(V-.V') 

—  2a8'{P'(i,o,o)  +  l?\i,i,o)p  +  P'(i,o,iy}cos(v  — V') 

+  ^J"P'(I,I,OVC08  2(V-V') 

+  iî'|.P'(i,i,o)/,8m2(v-v') 

—  2J3'P'(2,0,0/''COS2(V  — V'). 
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Par  les  substitutions  dont  nous  venons  de  parler,  nous  parviendrons 
finalement  au  résultat  cherché.  En  y  réunissant  les  termes  dépendant  des 
mêmes  arguments,  ce  résultat  prendra  la  forme 

(31)  ^.(i  — î7^jZv(F^)h)+"èv(F^>h)| 

=  ^F(i,i,oV(r  +  r')  — iF(i,i,o)^iZ'cos(^-ii'  +  û-0-(i2'-0')) 

—  ^F(i,i,o):77'co8(F— 2V  +  2^+  2(i2  — 0)) 

+  -  F(i ,  1 ,0)7)11  co8(F  —  2v  +  S  +  *'  +  i2  —  0  +  i2'  —  0') 

—  ^P(l,  1,0)7/"  C0S(P—2V+  2*'  +    2(i2'  — 0')) 

—  (*  +  h)iiP  +  ^*)  cos(F'  +  V  —  V') 

■+  hj'V co8(F'  —  (V  -I-  v')  +  2^  +  2(Q  —  0)) 
+  hyjT^  cos(F'  —  (V  +  V')  +  2»'  +  2{Q'  —  0')) 

—  2brj'll'  cos(F'  _  (V  +  V')  +  ^  +  *'  +  i2  —  0  +  i2'  —  0') 
+  2h7j'ir  C08  (F'  +  (v  —  V')  —  (^  —  W)  —  (i2  —  0)  +  i2'  —  0') 
+  26,3y'//'  cos (F'  +  (V  —  v')  +  ^  —  d'  +  i2  —  0  —  (fi'  —  0')), 

où  l'on  a  employé,  pour  abréger,  les  notations 

J  =  iF(o,o,o)-iP'(o,o,i), 

i,  =iF(2,0,0)-^F(2,0,l). 

L'expression  analogue  relativement  à  la  fonction  Q^*^  est  un  peu  plus 
simple:  la  raison  en  est  que  les  termes  dépendant  de  l'indice  w  =  o  n'y 
existent  pas.  Nous  aurons  en  efEet,  par  un  calcul  semblable  avec  celui  que 
nous  venons  d'exposer,  la  formule 

Traité  dêê  orbiteê  absolues.  61 
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(32)      j^jzKQ^'^h)  +  i:l(Q^»^h)]  = 

—  ^Q^(i,i,o)/)//'sin(S  — ry  +  ii  —  &  —  (ii'  —  &)) 
+  iQ'iiyi  p)r]P  sin{F— 2Y  +  2»+  2(i2  — 0)) 

+  ^Q'(i,i,o)îy7''sin(P— 2V+  2^  +  2(i2' —  0')) 

— -Q^(i,i,o)îy77'sin(F— 2v  +  ^  +  îi'  +  i2  —  0  +  i2' —  0') 

-  Qq^(2,o,o)- iQ^(2,o,i))^'(r  +  7'^)  sin(F  +  v  -  v') 

+  (q^(2,o,o)  — ^Q^(2,o,i))îy'77*sin(F+v-v'+7y-*'+i2-0-(û'-0^^ 

Cherchons  encore  les  synechîes  des  indices   1,0  et  —  1,0,  détachées 

du    produit   H'^^  — j   ou   plutôt  la  somme  de  ces  synechies.     Les  termes  y 

contenus;  étant  de  la  même  nature  que  ceux  que  nous  venons  de  considérer 
précédemment,  doivent  être  réunis,  ce  qu'on  voit  facilement  par  la  deuxième 
des  équations  (11)  du  n°  85,  avec  ceux-là. 

Dans  le  but  proposé,  considérons  l'équation 

+  2?^jR''(i,o,o)  +  R'(i,i.o>  +  R'(i,o,iy}cos(v- V') 

+  2?^{R<'(2,0,0)  +  R\2,l,0)p  +  E"(2,0,iyicOS2(v-v'), 

et  introduisons-y  la  valeur  de  —  donnée  par  Féquation  (31)  du  n°  67, 
c'est-à-dire  la  valeur 


:i=-;('i+a'ii)-('-'')+i((i)'+»-)-(-'')+>'^' 


Après  avoir  remplacé  les  produits  dépendant  de  3  et  j',  ainsi  que  de 
leurs  dérivées,  nous  aurons  de  la  sorte,  par  les  expressions  que  nous  venons 
de  déduire,  la  formule  que  voici: 
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(33)  \^t{>^'t)+~t{'^"t)\ 

=  -^pB.\i , 1 ,6)11'  cosŒ  —  ^'  +  a  —  Q  —  (Q'  —  &)) 

+  i  R«(i  ,1  ,o)7i'  sin  (F  —  2v  +  2tf  +  2(ii  —  0)) 

+  |r«(i,  1,0)^2"  sin  (F  —  2v  +  2»'  +  2{îi'  —  &')) 

— -'R\i,i,o)7jII' sin  {F— 2w  +  »  +  »'  ■}-££  — Q  +  Q'  —  &) 

—  (A  —  AJ^X^'  +  I")  sin  (F'  +  V  —  v') 

—  Aij'P  sin  (F'  —  (v  +  v')  +  2d  +  2(û  —  0)) 

—  Aiy'i"  sin  (F'  —  (v  +  v')  +  2»'  +  2{Q'  —  0')) 

+  2A7'ii'  sin  {¥'  — {V  +  v') +  &■{■»'  -\-  a  — &+  ii'  —  &) 
+  2A37' Ji'  sin  (F  +  V  —  v'  —  (^  —  ^')  —  (^  —  0)  +  (^'  —  0')) 

—  2A,îy7/'  sin  (F'  +  V  —  v'  +  ^  —  ^'  +  iJ  —  0  —  (Xi'  —  0')), 
les  A  étant  donnés  moyennant  les  formules 

A  =iR»(o.o,o)-|R'(o,o,i), 

A,  =  iR''(2,o,o)-|R«(2,o,0- 

Les  trois  expressions  (31),  (32)  et  (33)  se  mettent,  on  le  voit  facile- 
ment, sous  la  forme  fondamentale  généralisée;  nous  y  arriverons  prochaine- 
ment. 

106.  Les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus  dans  le  numéro 
précédent,  s'obtiennent  plus  rapidement  en  utilisant  l'expression  de  b  donnée 
par  réquation  (59)  du  n°  93.  La  circonstance  que,  néanmoins,  j'ai  pour- 
suivi aussi  le  chemin  plus  long,  sexplique  par  le  désir  d'atteindre  le  but 
de  deux  paanières  différentes,  chose  utile,  lorsqu'il  s'agit  de  résultats  d'une 
certaine  complication. 
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En  abordant  les  opérations  qu'entraîne  l'emploi  de  la  valeur  mention- 
née de  h ,  je  remarque  avant  tout  que  les  quatre  fonctions  0^,  ..,  0^  sont 
composées  de  termes  appartenant  partout  à  la  synechie  des  indices  o,o; 
la  multiplication  par  l'une  ou  l'autre  de  ces  fonctions  ne  peut  donc  pas 
altérer  les  indices  d'une  synechie  donnée.  Par  cette  remarque,  on  se  procure, 
en  considérant  les  expressions  (6i,a)  et  (6i,b)  du  n**  93,  des  formules  gé- 
nérales que  voici: 


(34) 


'•< 


STv  (/)'/>'*  h  cos  n  ( V  —  v')) 


=  -0 
2  ^0 


+  -0 
*     2  ^1 


*t* 


0 

2  ^2 


0 

2  ^8 


(35) 


=  i^« 


+  -0 


^2<^, 


+  -  0 


Zv(yO>'"'  cos(«—  i)(v— v'))  +  ^v{p'p"'  cos{»+  i)(v— v')) 

ilu{p'p"'  cos((n—  i)v— (rt  +  i)v')) 

+  Tu{p'p'*'  cos ((»  +  i)v  — («—  i)v') 

i,x'  s,*' 

Tu  {p'p"'  sin  {«  —  I  )( V  —  v'))  —  Tv  {p'p'*'  sin  («  +  i  )(v — v')) 

Tv{p'p"'  sin  ((n—  i)v— (n  +  i)v')) 

—  Zi^ (/)>'•' sin  ((w-f  i)v— (/^— i)v')) 

Sp (/)•/>"  h  sin  n(v  —  v')) 
Tv{p'p"' sm(»— i)(v— v'))  +  Tv{p'p"  sin («+  i)(v— v')) 

Tv{p'p"'  sin  ((M—  i)v— («  +  I  )v')\ 

+Tv  {p'p"  sin  ((»  +  I  )  V  —  (n  —  1  )  v')) 

Zv  {p'p"'  cos  (»  —  i  )( V — v'))  —  Tv  {p'p"'  cos  (n  +  i  )(v— v')) 

Tv{p'p"'  cos((n— i)v— (n+  i)v')) 

—  Tv  {p'p"'  cos  ({w.  +  I  )  V  —  («  —  I  )  v'))  . 
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Ensuite,  si  Ton  forme  les  dérivées  partielles  de  Texpression  de  h  dont 
il  s  agit,  il  viendra 


(36) 


—  =  —  0^  sin  (v— v')— (Pj  sin  (v+v')+  0^  cos(v— v')+  0^  cos(v+v'), 

—  =       0^  sin(v— y')— (Pj  sin(v+v')— ^^  cos(v— v')+ ^3  cos(v+v'), 
résultats,  en  vertu  desquels  il  est  facile  de  voir  que  la  synechie 


«I* 

Sv(/>y^cos(v-v')) 


se  met   immédiatement  en   évidence,   si,   dans  la  formule   (34),  on  change 
0^  en   03 ,    0^  en    0,,   0^  en  — 0^,  et   0^  en  — 0^,     Egalement,  on  ob- 


*.* 


tient  la  synechie    ^Ap^p^'  —  ^i^iy  —  v')j,  en  faisant  dans  l'équation  (35) 

les  changements  indiqués.  Pour  obtenir  les  synechies  appartenant  aux 
fonctions  où  la  dérivée  de  h  par  rapport  à  V  entre  comme  facteur  au 
lieu   de   celle   par   rapport   à   v,  il  suffit  de  remplacer,  dans  les  équations 

(34) '*t  (35)j  ^0  P^  —  ^2»  ^1  P^  ^8»  ^3  V^  ^o>  ^*  finalement  0^  par  —0^. 
Ayant  ramené,  de  la  manière  exposée,  les  synechies  qui  appartiennent 

aux    produits   renfermant   un    des   facteurs  h ,  —  ou  --7 ,  aux  synechies  ne 

dépendant  d'aucune  fonction  anastématique,  il  sera  facile  de  mettre  en 
évidence  les  termes  coordonnés  du  deuxième  degré  par  rapport  aux  fonc- 
tions anastématiques. 

Considérons  un  exemple  spécial,  en  supposant: 

5=2,         5'  =  5,         s  =  I,         s'  =  2,         n  =  2; 

et  ne  cherchons  que  les  termes  ayant  pour  coefficient  le  produit  r)7j'^  mul- 
tiplié par  une  des  fonctions   (Po  >  •  •  >  ^s- 

L'équation  (12,1,2,3)  du  n*'  59  nous  fournit  les  valeurs 
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avec  lesquelles,  faisant  usage  de  Téquation  (34),  on  déduit  ensuite, 

2,6 

Sv  {pp'  ^  h  cos  2  (v  —  v')) 

=  l^?V'<^oCOs(2v-5V  +  ffi-3ffi'  +  ;r-r+2(;r'-r')) 
+  ^?V'^iCOs(2v-5V-S-3fi>'-(;r-r)  +  2(;r'-r')) 
+  ï^^?"<^2sm(2v-5V  +  ffi-3a>'  +  ;r-r+2(;r'-r')) 

-1^^7"<^3si°(2v-5V-ffi-3©'-(7r-r)  +  2(;r'-n), 

ou   bien,    en   considérant  les  valeurs  des  fonctions   ^^  ,  .  .  ,  0^   données  par 
les  équations  (60),  (60'),  (60")  et  (60'")  du  n^  93, 


2,« 

Sp  (/)/>' ^  h  cos  2(v  —  v'))  = 
I 
6^' 


-677W+/")co8(2v-5V+ffi-3fi)'+;r-r+2(;r'-r')) 


+  ^377"//' cos(2v— sV  +  ffi— 3fi>'-(^-îi')  +  r-r+ 2(;r'-r')-(i^— 0) 

+  £'—©') 

+  ^ry7"2'cos(2v-5V-5J— 3©'+2S-(;r-r)  +  2(;r'-r')  +  2(i2-0)) 

+  ~37:9'*J"cos(2v-5V-fi)-3â)'  +  25'-(;r-r)+2(s'-r')  +  2(i2'-0')) 

^373y"/7'co*8(2v-5V-S-3«5'  +  ^+S'— (;r-r)  +  2(;r'-r')  +  Û-0 

+  £'—0'). 

Venons  maintenant  aux  cas  qui  en  particulier  nous  intéressent,  savoir 
aux  synechies  des  indices  i,o  et  — i,o,  synechies  qu'on  peut  traiter  en- 
semble en  formant  immédiatement  leur  somme.  Mais  il  nous  faut  aussi 
les  sjmechies  des  indices  o,i  et  o, —  i,  dont  les  différents  termes  coor- 
donnés s'obtiennent  simultanément,  et  dont  seulement  la  somme  nous  sera 
utile.  Quant  aux  premières  synechies,  il  suffit  d'en  donner  un  spé- 
cimen   du    calcul,    vu    que    nous    les  avons  déjà  mises  en  évidence  par  les 
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équations    (31),    (32)    et    {33);    mais   quant   aux    deux  dernières,  j'en  vais 
donner  les  expressions  complètes. 
Admettons  les  valeurs 

5=1,         5  =  0,         s  =  I,         s  =  o,         n=i; 

les  équations  (34)  et  (35)  nous  donnent  immédiatement,  en  supprimant  dès 
le  début  les  termes  qui  ne  contribuent  pas  à  la  sj^nechie  demandée, 


Zp(/)h  cos(v  —  v'))  =  -  0f^p  +  2  ^i^^iP  CO8  2v)  +  -  0^Ylv{p  sin  2v), 

1.0  I       ^'^  II       ^'" 

Si;(/>h  sin  (v  —  v'))  =  -  0i^^{p  sin  2v)  +  -  0^p  —  -  (l>^^v{p  cos  2v).  ^ 


On   en   tire  ensuite,   par  la  remarque  relativement  aux  changements  simul- 
ah 
av  ' 


tanés  de  h  en  -- ,    0^  en   0^^  etc.,  les  expressions 


1,0 

2Lv^/>-cos(v  — v')j  =  -  ^5/>  +  2  (P,Zp(/>cos2v)— -  0,Y)^{p  sin  2v), 

V^    /ah  \       I        ''^  I  I      ''* 

2.p^/?^sin(v  — v')j  =-  <p8/>ri^(/>sin2v)  — -  (î>,/?  +  -  (Pj2:v(/>  cos2v). 


Mais  les  synechies  entrant  dans  les  seconds  membres  sont  données 
moyennant  Téquation  (40,  f)  du  n*^  63,  si  Ton  ne  demande  que  les  termes 
du  premier  ordre  par  rapport  aux  fonctions  diastématiques.  On  en  tire 
les  expressions  très  simples 

1.0  j 

Yi^{p  cos  2v)  =  -  3y  cos  (v  +  s  +  t: —  JT), 

1.0         .  I       . 

]Lv(/0  sin  2v)  =-  îy  sin(v  +  S  +  r  —  F). 


1,0       —1,0 
*    Ces    formules    renferment    déjà   les  sommes  des  synechies   £v  et  £v,  ce  qui  est 
facile  î\  comprendre. 
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En  vertu  de  ces  valevirs,  ainsi  que  de  celles  des  fonctions  tf>, ,  . . ,  ^, , 
on  déduit,  des  équations  précédentes,  les  expressions  que  voici: 


(a)  tv{ph  cos(v-v')  =  -  l  p{P+r)-\-  -pir  cos(d-*'+i2-0— (i2'-0')) 

+ -j^  :y/' cos  (v + fi}  +  ;r  -  r- 2^  —  2( i2— 0)) 
+-j^37/"cos(v+â)+;r— r— 2*'— 2(Û'— 0')) 

—  l  riII'œs{v+Si+ir-r-(&+&')-iii-Q)-(Q'-&)), 

1.0 

(b)  Tv (ph  sin  (v-vO)  =      -  pW  sin  {»—»'  +  i2_  0— (i2'  - 0*)) 

+-^:yl''sîn(v  +  fi>  +  r— r— 2^— 2(iJ— 0)) 
+-j^3y7"  sin(v+S>+?r— r— 2^'— 2(û'— 0')) 

—  i  3y/7'sin(v+fi>+;r-r-{*  +  #')-(i2-0)-(i2'-0')), 

1,0 

(c)  £»'(/0^cos(v-v'))=      i  pir  sm{»-^'+Q-Q-{Q'-&)) 

— j^iyi»  sin(v+fi>+;r-r— 2^- 2(i2'— 0)) 
— j^jyj"  sin(v+fi}+;r-r-2d'-2(Û'-0')) 
.     + 1  Tjir  sin(v + fi>+ ;r-r-(* + *')-(i2-0)-(i2'-0')), 

o 

(d)S;u(/>^sin(v-v'))=      J  /oCr+r»)-  l^//'cos(^-S'+Û-0-(û'-0')) 

+^iyr  cos(v+a}+;r— r— 2^— 2(i2— 0)) 
+  -j^5yr' cos(v+fi)  +  ;r— r- 2^'- 2(i;i'-0')) 

—  i  7//'cos(v  +  fi>  +  ;r-/-(*+^')-(i2-0)-(i2'-0'))- 
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Pour  obtenir,  en  vertu  de  ces  formules,  les  termes  dépendant  de  la 
fonction  tj  qui  entrent  dans  les  expressions  (31),  (32)  et  (33),  il  ne  faut 
que  multiplier  l'expression  (a)  par  — 2P^(i,i,o),  l'expression  (b)  par 
—  2Q\i  ,1,0)  et  l'expression  (c)  par  2R®(i  ,1,0). 

Je  passe  maintenant  au  calcul  des  termes  appartenant  aux  synechies 
des  indices  0,1  et  o ,  —  i ,  dont  je  cherche  la  somme  ;  dans  ces  termes, 
j'introduis  d  abord  l'argument  v'  au  lieu  de  V. 

Cela  arrêté,  on  déduit  facilement,  par  les  équations  (34)  et  (35),  les 
expressions  suivantes 

0,1 

2:p(h)  =-Qy<P,cos(F  +  v'— v)— 7(P,  cos(F-(v'  +  v)) 

+rj0^  sin(F+v'-v)+oy(p3  sin(F-(v'  +  v)), 

0.1 

Zy  {ph)  =       -  ;y  ^,  cos  (F + v' — v)  +  -  37  <P,  cos  (F— (v' + v)) 

-\y)0,  sm(F+v'-v)- 1,(^3  sin(F-(v'  +  v)), 

0,1 

i:v{p'h)  =   o, 

0,1  0,1 

Sy  (h  cos  (v— v'))   =      Sp  {p\\  cos  (v — v'))  =0, 

0,1 

rp(/?'hcos(v-v'))=      -/>'<Po+-7'^i  cos(F— 2v')— -7'<p3  sin(F'-2v'), 

24  4 

0,1  0,1. 

Sp  (h  sin  (v— v'))    =      Sp  (/)h  sin  (v  —  v'))  =  o, 

0,1 

rv(/?'hsin(v— v'))=      -V<^i  sin(F'-2v')+  V^2+  -^'^3  cos(F'-2v'), 

4  24 

Si^(h  cos2{v— v'))  = rj0ç^  cos(F+v'— v) rj0^  sin(F+v'— v), 

2  2 

o.ï  I  I 

Zv(/>hcos2(v— v'))=      -37^0  cos(F-f  v'— v)+  -1^0^  sin(F  +  v'— v), 

0.1 

Sv  (/?'h  cos  2  (v-v'))  =0, 

0.1  ,  I 

i:j;(h  sin  2(v— v'))=       -rj(I>,  sin(F  +  v'— v)— -  ^^(P,  cos(F  +  v'— v), 

Traité  des  orbites  absolues.  02 
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0,1 


Zv(/>hsin2(v— v'))  =  —  -'^0^  sin(F  +  v'  — v)+  ^-7]0^  cos(F  +  v'— v), 

0,1 

Sp(^'h  sin  2(v— v'))  =       o. 
Maintenant,  si  nous  établissons  les  formules 

0,1 

=  -   ri.(h(P"(d,o,o)  +  F^(o,i,o)/>  +  F^(o,o,i)^0) 

0.1 

-2rp{h(PV,o,o)  +  P'\i,i,o)/>  +  FHi,o,i)/>')cos(v-vO) 

0.1 

-2rp(h(F'(2,o,o)  +  F'(2,i,o)/)  +  F\2,o,iy)cos2(v— v')) 
etc., 

qui  sont  de  simples  conséquences  des  équations  (44),  (46)  et  (47J  du  n*^  91, 

et  que  nous  y  introduisions  les  valeurs  données  précédemment  des  synechies 

0,1  0,1 

Sv(h)  ,  Sp(/>h),    etc.,    nous  nous  arrêterons  à  des  résultats   de  la  forme 

(370  ^4  ('  -  V')2:v(F<'>h)  =       yj[:A;0,  +  ^i0.  +  A'^iP,  +  A'M 

+  7j'[B',(I>,  +  B[0,  +  B',0,  +  B',0,l 

(38')  ^  tv(Q'<'>h)  =       7i[C',0„  +  C:^,  +  C',0,  +  C\0,] 

+  r}'[D',0,  +  D[.0,  +  D',0,  +  D;0,1 

0,1 

(39')  g  £y(R'«»?^)  =       yj[E',0,  +  E\0,  +  E',0,  +  Ei0,] 

+  >3'[K^o  +  F[0,  +  F',0,  +  F',0,l 

Les  fonctions  Al, ,  A\  ,  .  .  .  ,  Bl, ,  .  .  .  s'obtiennent  au  premier  coup 
d'oeil  en  vertu  des  expressions  que  nous  venons  de  donner.  Ainsi  on  a 
par  exemple: 

^;  =jp"(o,o,o)  +  F>(2,o,o)-^(P" (0,1,0)  +  F>(2,i,o))|cos(F  + V-  V'), 


A[  = 
etc. 


F'  (0,0,0)  - 1  F'  (o,  1 ,0)  cos  (F  -  (V  +  V')), 
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B;  =  — P"(i,o,i)cosF', 

J3;  =  -lp"(i,o,i)cos(F'-2v'), 

B',=       o, 

B;=       ip"(i,o,i)sin(F'-2v'), 
etc. 

Il  ne  parïdt  donc  pas  nécessaire  de  citer,  à  cette  occasion,  les  formules  s  y 
rapportant.  Mais  en  revanche,  il  ne  faut  pas  passer  sous  silence  la  re- 
marque que  les  sjnechies  des  indices  i,o  et  —  i,o  se  mettent  sous  une 
forme  parfaitement  analogue  à  celle  des  équations  (37'))  (38')  et  (39').  On 
déduira  en  effet  facilement  les  formules 

(37)        ^(i-57')Zv(P'>h)=       7j[A,0,  +  A,0,-\-A,0,+AM 

+  73'[B,0,  +B,0,+  B,0,  +  B,0,l 

(38)  J4  rKQ^"h)  =    7[c„  0,  +  c\  0,  +  c,  <p,  +  c,  0,] 

+  ,j'[D,0,  +  D,0,+D,0,+D^0,], 

1,0 

(39)  Jf  rv(R'"^)  =       v[E, K  -^E,0,  +  E, 0,  +  E, 0,] 

où  l'on  a  employé,  en  analogie  avec  la  manière  d'écrire  les  équations  (37')) 

1,0 
(38')   et  (39')>  la  notation  abrégée  ^p{X)  au  lieu  de  la  notation  complète 
1,0  —1,0 

Tu{X)  +  Tp{X). 

En  substituant,  dans  les  expressions  signalées,  les  valeurs  des  quatre 
fonctions  ^o>  •  >  ^s»  ^^  retombera  sur  la  forme  des  équations  (31),  (32) 
et  (33)- 

Quant  aux  fonctions  -4^,-4,,  etc.,  on  les  déduit  facilement  d'une  ma- 

1,0  1,0 

nière   directe,  ayant  dressé  un  tableau  des  valeurs  de  2^ï^(h) ,  H]^{p)j  etc., 

0,1 

tel    que    nous   avons   donné    précédemment  des  valeurs  de  ]Lv(h),  etc.,  ce 
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qui  s'effectuera  presqu'immédiatement  en  vertu  des  équations  (34)  et  (35). 
Mais  on  pourra  aussi,  les  équations  (31),  {s^)  et  (33)  étant  données,  en 
tirer  non  seulement  les  fonctions  A^  y  A^  ,  .  ,  .  ,  mais  encore  les  quatre 
fonctions   0^ ,  .  .  ,  0.^.     Nous  ne  nous  y  arrêtons  pas  à  cette  occasion. 

107.  Les  expressions  (37) — (39)  et  (37') — (39')  se  ramènent  facile- 
ment à  la  forme  fondamentale  généralisée:  on  y  parvient  en  effet  par  la 
simple  remarque  que  nous  allons  signaler. 

Nous  n'avons  pas,  il  est  vrai,  mis  en  évidence  la  structure  analytique 
de  toutes  les  fonctions  A^,  etc.,  mais  nous  nous  convainquons,  par  une 
inspection  rapide  des  formules  servant  à  les  établir  que  leur  type  général 
est  donné  par  Tune  ou  lautre  des  formules 


(I) 


A  =  /„co8(F  +ev  +  eV), 
B  =  ?,cos(F'  ^-gv+sV), 
0  =  ^3  sin  (F  +  ev  +  e'v'), 
D  =  Z,sin(F'  +  ev  +  eV), 


les  ^, ,  . . ,  l^  étant  des  coefficients  numériques,  et  s  et  e',  aussi  de  pareils 
coefficients/  mais  n'acquérant  que  les  valeurs  —  2,  —  i,oet+i.  Il 
convient  d'ajouter  que  les  A  et  les  C  sont  toujours  multipliés  par  tj,  les 
B  et  les  D,  par  37'. 

Cela   étant,    si   nous   rappelons   les   équations   (o)    du  n°   103,  et  que 
nous  négligions  les  parties  dépendant  de  {X),  nous  aurons: 

oyA  =  l^  cos  (ev  +  e'v')p  +  l^  sin  (ev  +  e'v')  ^  , 
jy'B  =  i,  cos  (ev  +  e'v')^'  +  l^  sin  (ev  +  e'v')  ^ , 

73G  =  l,  sin  (ev  +  £'v')p  -  l^  cos  (ev  +  e'v')  ^  , 
Tj'D  =  Z3  sin  (ev  +  e'v')/»'  —  l^  cos  (ev  +  e'v')  ^ . 
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Ensuite,  si  nous  introduisons  les  valeurs  ayant  ces  types  dans  les 
équations  (37) — (39)  et  (37') — (39')j  il  résultera  des  expressions  de  la  forme 
générale 

(40)  ïv{X)  =  Lp  +  hy  +  K^£  +  K'^, 

où  X  est  mis  à  la  place  des  fonctions  P ,  Q  et  E;  5  et  5'  signifient  les 
indices  1,0  ou  0,1,  et  L  ,  L',  K  ,  K',  des  quadrinômes,  dont  les  différents 
termes  sont  des  produits  d*une  des  fonctions  ^^ ,  .  .  ,  0^  par  un  cosinus 
ou  un  sinus  de  lai^ument  ev  +  s'y',  ce  produit  multiplié  encore  par  un 
coefficient  constant. 

Dans  certaines  occasions,  surtout  quand  il  s'agit  de  réduire  la  fonction 
perturbatrice  à  la  forme  fondamentale  généralisée,  il  sera  utile  d  avoir  ex- 
primé les   ^jj ,  .  .  ,  (P3  moyennant  les  fonctions  J  »  jS  ^  ©t  -p. 

Pour  y  parvenir,  je  rappelle  les  relations 

j  =  /sin(v  —  d  —  (i2  —  0))  =  Ism{v  —  »,), 
|=/cos(t;-#J  +  (0, 

la  fonction  (C)  n'étant  pas  tout  à  fait  identique  avec  celle  que  nous  avons 
désignée  par  le  même  symbole  dans  le  n®  23;  mais  la  différence  entre  ces 
deux  fonctions  est  toujours  une  très  petite  quantité,  d'ailleurs  facile  à  mettre 
en  évidence. 

Des  équations  signalées,  on  tire  facilement  les  suivantes 

j  sin  V  -f  ^ cos  V  =  /cos {^i  —  G)  +  (C)  cos  v, 

—  jcosv  +  ^sinv  =  /sin(#j  —  (?)  +  (0  sinv; 

et  on  obtiendra  également: 

j'  sin  V  +  ^  cos  v'  =  /'  cos  {»[  —  G')  +  (C)  cos  v', 

—  j' cos  v'  +  ^  sin  v'  =  /'  sin  {»[  —  G')  +  (O  sin  v'. 
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Par  un  calcul  assez  simple,  on  déduit  de  ces  relations  en  négligeant 
tout  terme  multiplié  par  Tun  ou  l'autre  des  fonctions  (C)  et  (C')>  les  for- 
mules que  voici: 

Il'  cps  (*.  -  #;  -  (G  -  G'))  =      (jj'  +  ||i)  cos  (v  -  V') 
ir  sin {»,- »\- (G- G'))  =       (jj'4.;||;|.^sm(v-v') 

n'co8(«,  +  #:-G-G')  =  -(aâ'-|^)co»(v  +  v') 

+  (*l+3'|)sin(v  +  v'), 
ir  sin  (#.  +  #;-(?- G')  =  - (SJ' - 1^)  sin  (v  +  V') 

i'cos2(,î».-G)  =       2a^sin2v-(j'-  (^)')c0S2V, 

i-  cos  2(#;  -  (?')  =         2a'|.sin  2V'-  (a--   (^)')  cos  2V', 

r'sin  2(#;-G')=  -2j'^cos2v'- A"-  (^^y^sin  2V', 
formules  qui  entraînent  ensuite  les  suivantes 

+K«'+Sï)"'>'('-'')+('^-''S)™('-''). 
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(4.0      *,=      ij|ri„av-l(j>_(|)')cos2v+ij-4sioaV 

-i(.--(âr)*)-"'- 
+  î('''-^^)'°^('+'''-i(é+«'l)-('+''). 

(4.-)    *,=    î(»'  +  âl)-('-'')-K»5^-''!r,)'=''^(''-'').  . 

(4.™)     *.--îl|cp..v_l(,'-(|)')ri„.v 

-i«'|-"'-î('"-(^)>™"' 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  quadrinômes  K  ,  K',  L  et  L',  on 
exprimera  comme  fonctions  des  quantités  /?,/?',}  et  j',  les  synechies  données 
par  l'équation  (40);  en  d  autres  mots,  on  mettra  ces  synechies  sous  une 
forme  analogue  à  celle  que  nous  avons  employée  dans  les  équations  (27), 
(28),  (27')  et  (28').^  Cette  forme,  bien  qu'elle  renferme  les  fonctions  j 
et  j'  ainsi  que  leurs  dérivées,  sera  toujours  appelée  forme  fondamentale 
généralisée. 

Mais  les  synechies  que  nous  venons  de  considérer  renferment  les  termes 
sousélémentaires  du  type  (-B),  c'est  à  dire,  les  termes  devant  entrer  dans 
les  équations  différentielles  destinées  à  déterminer  les  fonctions  />,/>',  j  et 
j',  bien  attendu,  les  parties.de  ces  fonctions  que  nous  avons  désignées  par 

ip) ,  (/>') .  (î)  et  (8')- 

On   exprimera   de   la   sorte,  moyennant  les  inconnues  mêmes  et  leurs 

premières  dérivées,  les  termes  faisant  parties  des  équations  nommées. 

108.  Outre  les  termes  nouvellement  considérés,  il  y  en  a  qui  sont 
coordonnés  avec  eux.  D'abord  les  termes  du  cinquième  degré  qu'il  ne 
faut  pas,  généralement,  négliger,  mais  desquels  on  pourra  tenir  compte  dans 

'  J'emploie  toujours  les  notations  abrégées  /?,/>,  j  et  j'  au  lieu  de  (/>),  (yo),  (j)  et  (j). 
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une  seconde  approximation;  puis  des  termes  d'un  degré  impair  et  plus 
élevé.  Il  y  a  ensuite  des  termes  sousélémentaires  du  second  ordre,  dans 
certains  cas  acquérant  des  valeurs  assez  considérables. 

Quant  à  ces  derniers,  on  les  déduira,  après  avoir  établi,  sous  la  forme 
appelée  diastématique,  les  inégalités  diastéraatiques  du  premier  ordre,  ainsi 
que  les  inégalités  anastématiques  du  même  ordre,  ce  qui,  dans  la  plupart 
des  cas,  s'effectuera,  en  procédant  d'une  manière  analogue  à  celle  que  nous 
avons  employée  dans  le  n*'  102.  Or,  en  multipliant  deux  séries  de  la 
forme  diastématique,  ce  qui  est  demandé  par  l'équation  (^)  du  n^  94,  il 
se  produira,  entre  autres,  des  termes  appartenant  aux  synechies  que  nous 
venons  de  considérer,  termes  qu'il  faut  détacher  des  autres  et  réunir,  du 
moins  tant  qu'ils  sont  du  troisième  degré,  avec  les  termes  du  même  genre 
qui  sont  donnés  par  les  équations  (27),  (28),  etc. 

De  pareils  termes  se  produisent  encore  par  des  opérations  destinées  à 
déterminer  les  inégalités  du  premier  ordre.  Supposons,  par  exemple,  qu'il 
s'agisse  de  la  fonction   W  donnée  par  l'équation 

^  =  a  sin  (Av  +  J  +  d\ 

a  étant  une  constante  du  premier  ordre  et  ^,  un  agrégat  périodique  ren- 
fermant entre  autres  le  terme 

<?  =  ^sin((i  —X)v  +  B), 

le  seul  duquel  nous  nous  occuperons  maintenant.  On  y  a  désigné  par  j- 
une  constante  du  premier  ordre. 

Cela  étant,  nous  supposons  que   W  soit  exprimé  par  la  formule 

W=  —jCos{Xv  +  b  +  e)  +  ip. 
Alors,    pour  déterminer  la  fonction   ^,   nous  aurons  facilement  l'équation 

«=-|.in{;» +  »  +  *)!?. 

Il  s'ensuit,  si  l'on  considère  la  valeur  de  ^, 

^'  =  _  r<L^sin  av  +  b  +  0)  cos((i  -  X)v  +  B), 
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d'où  l'on  conclut,  immédiatement,  que  <f)  contient  un  terme  sousélémentaire 
du  second  ordre  et  du  type  (B),  terme  qui  devra  être  réuni  aux  autees 
de  même  espèce. 

Mais  à  cette  place,  il  me  faut  reproduire  une  remarque  que  j'ai  faite 
déjà  dans  mon  mémoire  Dnouvelles  recherches  etc.D,  §  5.     La  voici: 

En  abordant  les  approximations  successives  (pour  obtenir  les  intégrales 
des  équations  semblables  à  celles  que  nous  allons  établir  dans  le  livre 
suivant)  par  l'intégration  d'une  équation  linéaire  ou  bien,  ce  qui  revient 
au  même,  d'un  système  d'équations  linéaires,  on  n'arrivera  pas  toujours  à 
des  résultats  satisfaisants.  Et  même,  si  en  partant  d'un  résultat  obtenu 
par  l'intégration  d'un  tel  système,  on  continue,  d'une  manière  conséquente, 
les  approximations  successives,  on  tombera  tôt  ou  tard  sur  des  développe- 
ments divergents.  Il  en  est  autrement  quand  on  commence  par  l'intégra- 
tion d'un  système  d'équations,  chacune  du  troisième  degré:  on  pourra  alors, 
sauf  dans  des  cas  exceptionnels,  réduire  de  telles  équations  à  des  équations 
linéaires  et  horistiques,  après  quoi  on  arrivera,  en  les  intégrant,  à  de  vé- 
ritables approximations.  Ayant  obtenu  des  résultats  de  cette  qualité,  on 
déduira  de  proche  en  proche  les  expressions  des  quantités  cherchées  avec 
une  exactitude  aussi  grande  qu'on  voudra. 

Voilà  la  raison  pourquoi  j'ai  donné  beaucoup  de  soins  à  mettre  en 
évidence  les  termes  du  troisième  degré:  ils  devront  dès  l'abord  entrer  dans 
les  équations  différentielles,  et  il  importe  de  les  avoir  mis  sous  la  forme 
la  plus  convenable. 

Mais  jusqu'à  présent,  je  n'ai  traité  que  les  termes  faisant  partie  des 
équations  qui  serviront  à  déterminer  les  fonctions  (/>)  et  (/>'),  termes  que 
j'ai  appelés,  au  n**  62,  termes  à  caractère  diastématique.  Quant  aux  termes 
à  caractère  anastématique,  c'est  à  dire  les  termes  qui  entreront  dans  les 
équations  destinées  à  la  détermination  des  fonctions  (j)  et  (3'),  on  les  dé- 
duira, en  temps  et  lieu,  très  facilement  des  développements  donnés  dans  le 
numéro  cité. 

109.  Il  convient  d'ajouter  quelques  remarques  relativement  au  nombre 
des  arguments  fondamentaux  entrant  dans  le  développement  de  la  fonction 
perturbatrice,   ce  développement  supposé  mis  sous  la  forme  diastématique. 

En  exprimant  les  fonctions  {p)  et  (/>')  moyennant  les  arguments  diasté- 
matiques,   et  côsfl"  par  la   formule   (15)   du   n**  53,  les  arguments  entrant 

Traité  des  orhites  absohus.  63 


Digitized  by 


Google 


498  ,      Traité  des  Orbites  des  Planètes. 

dans   la   fonction    perturbatrice   seront,    sauf   ceux   qiii  pourront  se  trouver 

dans    les    expressions    de    oy ,  oy'    et   sin-J',   au  nombre  de  quatre,  savoir: 

F  ,  F',  t;  —  I^et  v'  —  2",  ou  bien:  F  ,  F',  rr  et  y,  si  Ton  veut  remplacer 
les  angles  v  —  I  et  v'  —  2"  par  leur  différence  et  leur  somme.  Mais  ces 
ai^uments  fondamentaux,  étant  transformés  et  combinés  les  uns  avec  les 
autres,  de  manières  très  différentes,  on  n  a  pas  toujours  eu  soin  de  relever 
la  propriété  des  inégalités  planétaires  d'être  liées  aux  arguments  se  com- 
posant de  quatre  éléments.  Mais  à  cette  omission  contribuent  encore 
d'autres  motifs. 

Ayant  remplacé  les  arguments  F  ,  F',  t;  et  v'  par  les  longitudes  moyen- 
nes des  planètes  et  dés  périhélies,  on  a  en  effet  mis  en  évidence  six  ar- 
guments distincts,  qui  se  réduisent,  toutefois,  sur-le-champ  à  cinq,  et  qui 
doivent  être  calculés  séparément  C'est  seulement  M.  Lindstedt  qui,  dans 
un  mémoire  ^  renommé,  *  a  tenté  d'exprimer,  moyennant  quatre  arguments 
étant  des  fonctions  linéaires  du  temps,  sans  intermédiaire  des  longitudes 
astronomiques,  les  distances  mutuelles  des  trois  corps,  c'est  à  dire  les  quan- 
tités d'où  dépend  la  fonction  perturbatrice.  Mais  M.  Poincaré,  à  diverses 
reprises,  a  montré  que  les  séries  résultant  des  procédés  de  M.  Lindstedt 
ne  sont  pas  convergentes  dans  le  sens  rigoureux  du  mot.  Pour  une  solution 
absolue  du  problème  des  trois  corps  appliqué  aux  théories  des  planètes,  la 
seule  dont  nous  nous  occupons  dans  l'ouvrage  présent,  la  méthode  de 
M.  Lindstedt  ne  paraît  donc  pas  convenir.  Il  semble  au  contraire  presque 
prudent  de  ne  pas  sortir  des  notations  usuelles,  où  sont  mis  en  évidence 
les  arguments  astronomiques,  notations  qui  d'ailleurs  n'augmentent  pas  d'un 
seul  le  nombre  des  inégalités. 

Cest  M.  Weiler  qui,  le  premier  je  crois,  a  prononcé  expressément 
la  nature  des  arguments,  entrant  dans  le  développement  envisagé,  d'être 
composés  de  quatre  éléments  ou  arguments  fondamentaux.' 

Si  l'on  passe  à  la  forme  diastématique,  et  que  l'on  compte  les  longi- 
tudes des  noeuds  sur  un  plan  fixe  dans  l'espace,  le  nombre  des  arguments 
fondamentaux  sera  encore  six,  nombre  qui  is'abaisse  sur  le  champ  à  cinq, 
et  qui  se  réduit  ultérieurement  à  quatre,  si  le  plan  invariable  des  trois  corps 


'  Voir  le  mémoire  de  M.  Lindôtedt  inséré  dans  les  astr.  Nachr.  T.   1071 

'  Voir  les  notes  de  M.  Weiler  inséré  dans  les  astr.  Nachr.  N*'  25  15,  25  \6  et  2762. 
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est  pris  pour  plan  fondamental.  En  inspectant  les  développements  donnés 
dans  le  livre  présent  et  dans  celui  qui  précède,  on  trouvera  en  effet  que 
les  six  arguments  sont  d'abord,  v  ,  v\  w  y  û>',  #  et  d',  au  lieu  desquels 
on  a  admis,  toutefois,  ceux-ci:  v  ,  v',  fi) ,  fi)',  ë  et  S',  isocinétiques  avec  les 
premiers  et  ne  différant  d  eux  que  .  par  les  agrégats  périodiques  G  et  G\ 
en  sorte  qu'on  a:  v  =  t;  —  Gy  etc. 

Mais  ces  éléments,  c  est  à  dire,  les  v  ,  v',  .  .  .  n'entrent  dans  les  divers 
arguments  que  par  leurs  différences.  En  effet,  chaque  argument  apparaissant 
dans  le  développement  de  la  fonction  perturbatrice,  s'exprimera,  on  le  voit 
facilement,  par  la  formule 

Arg.  =  s{Y  —  a))—s'Y  +  i{S)  —  »)  +  i'(fi)'  — *')  +  ^ri{»  —  ^% 

où  Ton  a  désigné  par  5  ,  5',  i ,  i'  et  m  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  où 
V  remplace  la  différence  v'  —  a)\  et  où  finalement  on  a  mis  de  côté  les 
agrégats  périodiques  r — P,  tt'  —  J",  etc.  Dans  le  cas  de  trois  corps,  la 
différence  S  —  ^'  devient  égale  à  zéro  ou  plutôt  à  un  agrégat  périodique, 
si  Ton  choisit  le  plan  invariable  pour  plan,  fondamental,  et  on  sera  réduit 
à  quatre  arguments.  Dans  le  cas  de  plusieurs  corps,  par  contre,  on  ne 
saurait  faire  disparaître  les  différences  ^  —  y  à  Texception  d*^une  seule; 
mais  cette  simplification  n'étant  pas  de  grande  importance,  il  convient 
mieux  de  fixer  la  position  du  plan  fondamental  par  d'autres  motifs  que 
par  la  condition  qu'une  des  différences  &  —  tf'  disparaisse.  On  pourra  donc 
prendre  l'écliptique  fixe  à  une  certaine  époque  pour  plan  fondamental,  ce 
qui  amènerait  quelques  avantages  aux  calculs  astronomiques.  Le  nombre 
total  des  arguments  fondamentaux  d'où  dépendent  les  inégalités  des  planètes 
principales,  dues  à  leurs  actions  mutuelles,  est  donc  égal  à  3.8  =  24,  ou 
bien,  si  Ion  veut,  égal  à  3.8 —  i  =  23. 

Le  Verrier,  dans  les  théories  de  Jupiter  et  de  Saturne,  a  employé 
les  arguments  fondamentaux 

v+  r—i ,  v\  (0  +  r—i\  (o'  et  —  2r, 

ou  plutôt  des  arguments  variant  proportionellement  au  temps,  mais  iso- 
cinétiques avec  ceux-là.  Dans  le  cas  de  trois  corps,  le  nombre  des  argu- 
ments fondamentaux  n'excéderait  pas  celui  qu'on  aurait  trouvé  en  employant 
les  angles  signalés  précédemment.  Mais  déjà  dans  le  cas  du  soleil  et  de 
trois  planètes,  le  nombre  des  arguments  fondamentaux  de  Le  Verrier  est 
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plus  grand  que  celui  des  nôtres,  et  ce  nombre  croît  avec  celui  des  planètes. 
L'ensemble  des  arguments  figurant  dans  les  développements  que  j'ai  exposés 
dans  ce  qui  précède,  paraît  donc  l'emporter  sur  le  système  employé  par 
Le  Verrier,  du  moins  lorsqu'il  s'agit  des  inégalités  d'un  ordre  plus  élevé 
que  le  premier.  Voilà  la  raison  pourquoi  je  compte  les  angles  v ,  a>  et  #, 
ou  bien  v  ,  a)  et  S,  d'une  direction  légèrement  variable  et  différente  pour 
les  diverses  planètes. 
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Les  équations  différentielles  des  mouvements  des  planètes. 

Pour  rétude  des  mouvements  des  planètes,  les  équations  en  coordonnées 
rectangulaires  qu'offre  la  dynamique  ne  sont  pas  les  plus  convenables.  Elles 
jouissent,  il  est  vrai,  d'une  symétrie  parfaite,  mais  elles  donnent,  en  re- 
vanche, les  quantités  demandées  au  moyen  de  formules  où  rien  n'est  fait 
pour  aplanir  les  complications.  En  effet,  les  coordonnées  rectangulaires 
s'obtenant,  toutes  les  trois,  par  des  opérations  semblables,  il  n'y  aura  pas 
lieu  de  séparer  les  difficultés,  de  les  distribuer  sur  différentes  équations,  et 
de  les  rendre,  de  la  sorte,  moins  sensibles.  Aussi  n'a-t-on  guère,  que  je 
sache,  fondé  l'analyse  des  inégalités  planétaires  '  sur  l'emploi  direct  des  équa- 
tions dont  nous  venons  de  parler,  mais  bien  sur  d'autres  qui  en  dérivent 
plus  ou  moins  facilement.  *  Il  y  en  a  plusieurs  systèmes,  desquels  je  men- 
tionnerai les  deux  qu'on  obtient: 

I**  en  remplaçant  les  coordonnées  rectangulaires  par  le  rayon  vecteur, 
la  longitude  comptée  sur  un  plan  fixe,  et  à  partir  d'une  direction  fixe  dans 
ce  plan,  et  finalement  la  latitude  sur  ce  plan; 

2**  en  employant  la  méthode  de  la  variation  des  éléments  képleriens. 

En  introduisant  les  coordonnées  polaires,  on  obtient  au  lieu  des  équa- 
tions déjà  mentionnées,  teois  équations  nouvelles  se  prêtant  avantageuse- 
ment comme  base  à  l'étude  des  inégalités.  Les  préparations  pour  y  arriver 
sont,  en  quelques  mots,  les  suivantes. 

Les  trois  équations  en  coordonnées  polaires,  n'étant  pas  symétriques 
se  mettent  facilement  sous  diverses  formes,  soit  en  changeant  les  fonctions 

*  Il  faut  toutefois  consulter  le  passage  dans  les  numéros  631 — 634  du  >Die  Diffe- 
rential-  und  Integralrechnung»  par  I.  L.  Raabe  sur  le  problème  dont  il  s'agit.  La  méthode 
de  l'auteur,  ainsi  que  celle  d'ENCKE  ne  se  prêtent,  cependant,  pas  à  des  solutions  véritables. 

Les  théories  de  la  lune  dues  à  Euler  et  à  d'OppoLZER  sont  fondées  sur  l'emploi  des 
axes  rectangidaires,  il  est  vrai;  mais  ces  axes  sont  mobiles  dans  l'espace. 
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cherchées,  soit,  la  variable  indépendante.  Parmi  elles,  il  me  faut  men- 
tionner la  forme  employée  par  Laplace  dans  sa  théorie  de  la  lune,  ainsi 
que  celle  que  Hansen  a  mise  en  tête  de  ses  travaux.  Ces  deux  formes  ne 
diffèrent  pas,  au  fond,  essentiellement  Tune  de  l'autre;  et  le  système  adéqua- 
tions que  nous  allons  mettre  en  usage  dans  la  suite  est  d'une  forme 
analogue,  sauf  toutefois  les  altérations  qui  sont  dues  à  Temploi  de  fonctions 
élémentaires  au  lieu  d'éléments  constants. 

Le  nouveau  système  d'équations  que  nous  allons  faire  connaître  prochaine- 
ment, est  susceptible  d'être  décomposé  en  systèmes  partiels  dont  les  solutions 
absolues  peuvent  être  obtenues,  du  moins. dans  le  cas  des  planètes  principales. 
Cette  décomposition  est  le  moyen  le  plus  efficace  de  trancher  les  diffi- 
cultés inhérentes  aux  problèmes  dont  nous  nous  occupons.  On  a  bien  aussi, 
dès  que  ce  problème  fut  posé,  considéré  le  moyen  signalé;  mais  on  a, 
à  peu  d'exceptions  près,  opéré  la  décomposition  envisagée  en  développant, 
suivant  les  masses  des  planètes,  les  quantités  dont  il  s'agissait  de  trouver 
,les  expressions  en  fonctions  du  temps.  On  a  même  quelquefois  égalé  à 
zéro  la  somme  de  tous  les  termes  du  même  ordre,  de  façon  à  avoir  chaque 
système  partiel  indépendant  de  ces  masses.  De  la  sorte,  la  solution  du 
problème  s'obtenait  par  des  approximations  successives;  mais,  par  malheur, 
ni  les  solutions  des  systèmes  partiels,  au  moyen  de  séries  trigonométriques, 
n'étaient  généralement  convergentes,  à  l'exception  de  celle  du  premier  système, 
ni  la  suite  des  approximations  successives  non  plus.  Il  faut  donc  qu'on 
établisse  les  systèmes  partiels  suivant  un  autre  principe:  c'est  ce  que  nous 
allons  faire  dans  la  suite. 

La  méthode  de  variation  des  constantes  arbitraires  conduit  a  un  système 
d'équations  dont  la  rigueur  ne  peut  pas  être  contesté,  il  est  vrai;  mais 
dont  intégration  se  montre  très  difficile,  si  l'on  *en  veut  tirer  des  solutions 
absolues,  c'est  à  dire,  des  solutions  sans  développements  suivant  les  puis- 
sances du  temps,  et  où  les  développements  trigonométriques  sont  uniformé- 
ment convergents.  En  effet,  l'intégration  des  équations  établies  de  la  sorte 
ne  s'opère  d'une  façon  aisée  que  si  l'on  y  néglige  les  termes  du  second 
ordre  ou,  au  moins,  les  termes  du  troisième  degré.  Dans  le  premier  cas, 
on  ne  saurait  éviter  des  développements  suivant  les  puissances  de  la  variable 
indépendante;  dans  le  second,  des  séries  trigonométriques  divergentes  appa- 
rîdtront  tôt  au  tard.     Je  reviendrai  cependant  à  cette  question. 
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CHAPITRE  I. 
Tra/nsfomuUions  généreUes. 

I  lo.  Par  une  méthode  ingénieuse  et  bien  à  la  connaissance  des  astro- 
nomes, Lagrangk  a  transformé  le  système  primitif  des  équations  de  la  dy- 
namique. Son  résultat  relativement  aux  équations  en  coordonnées  polaires 
consiste  en  le  système  que  voici: 


(0 


dt 


r'  cos  h  sin  b 


..V  .  <"^) 


(.:)+ 


dt 


dû 


les  notations  étant  celles  que  nous  avons  employées  dans  le  troisième  livre. 
Ce  n'est  cependant  pas  en  conservant  la  forme  signalée  que  nous 
allons  utiliser  les  équations  en  coordonnées  polaires,  vu  que  l'emploi  de  la 
longitude  dans  Torbite  offre  quelque  supériorité  à  celui  de  la  longitude 
comptée  sur  le  plan  fixe.  En  rappelant  les  équations  (14)  et  (19)  du  n**  19, 
on  obtiendra: 


-^'0:)*+(§)'= 


008  i*  +  sin  i*  cos  {w  —  aj*  /dw\  * 


cos  b* 


\dt) 


COS  6'  =  cosi'  +  sini^  cos{w  —  ay. 

En    vertu    de    ces    relations,    on    déduit  immédiatement  de  la  première  des 
équations  (i)  la  suivante: 


(I) 


dy 

dt 


t*  \dt)     '   r»~3r  ' 


où  l'on  peut  introduire  la  valeur 


^  =  —  4-  ;v 
dt       dt  ^ 
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L*équation  (I)  est  notre  première  équation  fondamentale;  la  seconde 
ne  découle  pas  aisément  des  équations  (i),  mais  on  la  déduit  sans  peine 
de  la  manière  suivante. 

En  multipliant  les  équations  (27)  du  n**  20  respectivement  par  /',,/', 
et  /*,  et  en  formant  ensuite  la  somme  de  ces  produits,  il  viendra: 

'■(s  +  ^)  =  r.(4-^S)  +  r,{4-4)  +  r{>t-4) 

Après   avoir   différentié    cette    équation,    on    en  tire,  en  remplaçant  les  se- 
condes dérivées  par  les  composantes  des  forces 

"^L   \^"*"     /  /   3i2         3Û\    ,       /  3i2         ^J2v    ,     /  dû        dS\ 

ût -  =  r.[^^-y^)'^n[^^-^Yz)+r[y^-%) 

+  dt  Vdt        ^dt)  +  dt  Vdt        ^dt)^  dt  Vdt        ^dt)' 

Mais  cette  expression  se  simplifie  beaucoup,  si  Ion  y  introduit  la 
valeur  de  la  premier  ligne  du  second  membre  d  après  la  première  des  équa- 
tions   (5')    du    n*^   65,    ainsi  que  les  valeurs  des  binômes  x^j-  —  ï/jr  y  ^*^-> 

données  par  les  équations   (27)   du  n"^  20.     On  aura  alors,  en  considérant 
la  relation 

ainsi  que  la  seconde  des  équations  (11)  du  n**  66,  la  seconde  des  équations 
fondamentales.     Elle  est: 

^Vdt)         d(r^N)  _  dû 
^^^^  dt        "^       dt  dv' 

Notre  troisième  équation  fondamentale  s'obtient  tout  de  suite  en  introdui- 
sant, dans  la  troisième  des  équations  (i)  du  n**  64,  lexpression 

z  =  rj. 
Il  viendra  ainsi: 


dt'  ^     dt  dt  ^  \dL'  "^  rV^       a«  ' 
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résultat  qui,  en  vertu  de  l'équation  (I),   prend  la  forme  suivante: 


50i 


(■")  •    '■g+^s^-i+<e^^)*+:f>= 


dz  ' 


III.     Avant  daller  plus  loin,   nous  nous  arrêtons  un  peu  pour  obtenir 
les  résultats  précédents  par  un  procédé  mis  en   usage  par  Hansen 
En  différentiant  les  équations  (25)  du  n°   20,  nous  obtenons 

d'x  d'$  d'rj    ,    da  dç    .    d^drj       dN .  _. 

;^  =  ^;^  +  Pdt'  +  dtdt  +Ttdt~df^'''^—p^^ 

—  ^K'Tt—Pdt^'^di-^Ttr 

etc., 

d'où   Ton  tire,  ayant  égard  aux  équations  (21)  du  n°  20  et  (i)  du  n°  64, 
les  deux  suivantes: 


(2) 


cir     ^^  di  +  U'    ^  r    di'^-^r  ^ 

\  dt'  ^  dt  ^  [r*  ^  r  ^  dt    ^        dri 

Mais  des  équations  précédentes,  on  déduit  encore  celle-ci:  ' 

Ensuite,  les  équations  (;-)  et  (/-')  du  n**  20  conduisent  aux  valeurs 
r.it  ^^^dt    +^'dt    ~r,  U        ^'    /' 

■m 

qui,  introduites  dans  l'équation  précédente,  la  changent  en  la  suivante: 
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Si   à   cette   relation,  nous  joignons  la  troisième  des  équations  (26)  du 
n**  20  qui  s'écrit  ainsi: 

(l'-A^>+(f-  +  ».^>  =  °. 

nous  arrivons  aux  résultats  que  voici: 

De   ces  relations,   on  tire  immédiatement  les  valeurs  de  j~ — ^^N  et 

de    -^'  +  a^N]    mais,    pour    simplifier   les  résultats,  j'introduis  d  abord  une 
notation  importante,  savoir: 

Il  sensuit,  en  considérant  l'équation  (II), 

^^^  ~dt         â7  ' 

En  vertu  de  l'équation  (22)  du  n**   20,  ainsi  que  des  valeurs  des  déri- 
vées rfa,  et  dp^  données  au  n''   17,  on  arrive  aux  expressions 

da^         o  Ar  ,/  ,        di    .      ,     ,  de\ 

-T^  —  ^^N  =  —  coselsmo-^  +  sm  t  coso-^j, 

-TT  +  «o-Zv  =        cosî  cos<7-T,  —  sm^slno'37  , 
dt  ^  \  dt  dt  / 

à  l'aide  desquelles  on  tire  des  résultats  précédents  les  formules 


(5) 


di        ;y  sia  <T  +  f  cos  a'ôQ 

.     ,dQ       7}C0S(T — ^mnadQ 
sm  i  ;7r  =  -^ ;= -^ 

dt  yjc  dC 
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Cela  étant,  nous  allons  rétablir  la  valeur  de  N  dont  nous  avons  parlé 
vers  la  fin  du  n**  22,  savoir: 

en  l'introduisant  dans  Téquation  (3),  il  viendra: 

et,  avec  cette  relation,  on  tire  des  équations  (5)  les  suivantes: 


(7) 


di        r"(l  +</)         ,  ^         ^.9Q 

sinij?  =  r:ii±l)sin(.-e-(?)?f, 

dv  c  ^  'aC 


en  ayant  égard,  toutefois,  à  la  relation 

a  =  Q  +  G. 

Reprenons  maintenant  Téquation  (55)  du  n**  23,  et  introduisons-y  les 
valeurs  précédentes  de  -7-  et  de  ^  ;  il  viendra  de  la  sorte,  si  Ton  remplace 
le  produit  sin  i  sin  (i;  —  6  —  G)  par  la  notation  j, 

;^.+  (i  +i7)î=— ^— cose-, 

ou  bien,  en  considérant  l'équation  (i6)  du  n°  66, 

L'équation  que  nous  venons  de  trouver  doit  être  une  simple  trans- 
formation de  Téquation  (III).  Pour  mettre  en  évidence  Tidentité  de  ces 
deux  équations,  introduisons  comme  variable  indépendante,  dan$  l'équation 
(ni),  V  au  lieu  de  t. 
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En  considérant  l'équation   (6),  nous  aurons  d'abord  les  relations 

'h     'h     v/c 


(8) 


fit        dvr'(l  +  ~g) 

C^J  d''}^  c  (Il  flyjc  yjc  d^  dr  c 

^  dT'  ^  d^'  r\\  +  W        di  ~^o~  V\l  "+7jy  ~^dvJv  r'(i  +  TfY  ' 


en  vertu  desquelles  on  arrive,  en  partant  de  l'équation  (III),  à  celle-ci: 


I   I  de  di 


("I.)      -.■  +  -;i-i,7r  +  ('+^) 


â  = 


r'(l  +  y)'dii 


c  dZ 


Mais  puisqu'on  aura,  eu  introduisant,  dans  la  formule  (17)  du  n°  66, 

dû 

la  valeur  de  —  selon  l'équation  (4), 


dû  _i         I 


icih     ,       dû      ,  .CdÛ 


dz         2  r*(l  +  gY  dvdv  dr 

on  retrouvera  immédiatement  l'équation  (IHi),  en  substituant  la  valeur 
signalée  dans  l'équation  (IIIj). 

Je  vais  maintenant  indiquer  une  troisième  transformation  de  l'équation 
(III);  et  dans  ce  but  je  pars  de  l'équation  (IIIj). 

En  écrivant  la  troisième  des  équations  (12)  du  n^  66  de  la  manière 
suivante  : 

et  en  introduisant  cette  valeur  dans  l'équation  (III3),  il  viendi'a  sur-le-champ: 

équation  qui,  en  vertu  de  la  première  des  équations  (14)  du  n^  66,  se  change 
en  celle-ci: 

dh         l  l  d^.  di    ,     .      .    -xol       .    //rV  /  l  I  \  „l 

_  //rVY(i  +  W  /  J i_\ 
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Mais  revenoDs  encore  un  moment  à  l'équation  (III,)  pour  eu  tirer  un 

résultat  qui  peut  être  mis  en  usage  au  lieu  de  l'équation  (Illg). 

Dans  l'équation    (IHi),  on  doit  finalement  exprimer  C'  moyennant  les 

deux  fonctions  j  et  j',  ainsi  que  par  leurs  dérivées,  ce  qui  s'opère  en  utili- 

r' 
sant    l'expression    de   ^    donnée    au    n°    66.     En    écrivant  cette  expression 

ainsi: 


cos  w î  -TT  sm  w  u 

2^  àv  V 


+  ,.l_.j(,_i,..),„„+l,i 


cosw 


l  +  cosi.j', 


où   l'on    a   placé   w  au  lieu  de  v  —  v',  et,  supprimé  tout  terme  surpassant 
le  troisième  degré,  il  résultera  de  la  sorte: 

(III,)     -74 ^ ^ ri j  M  sm  w  +  -  ; -p^cosw  -j- 

+  (i+//rj«+— — ^(^(i— ,î*)cosw— ^S-/^smwjjj 

dSJ 

équation,    où    l'on    peut    remplacer    la    dérivée    partielle    -^    par  sa  valeur 


ah 


112.  Le  résultat  que  nous  avons  indiqué  par  les  équations  (3)  et  (4), 
et  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (II)  sous  une  forme  un  peu  mo- 
difiée, se  retrouve  immédiatement  des  équations  (2),  de  sorte  qu'il  ne  se 
présente  pas  de  motif  d'en  faire  l'exposition.  C'est  à  peu  près  de  même 
quant  à  la  déduction  de  l'équation  (I),  en  partant  des  équations  (2);  mais 
puisqu'il  y  a  là  quelques  points  utiles  à  observer,  je  m'y  arrête  quelques 
instants. 

En  multipliant  la  première  des  équations  (2)  par  f ,  et  la  seconde  par 
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oy,   en  ajoutant  ensuite  les  deux  produits  obtenus,  et  en  considérant  finale- 
ment la  première  des  équations  (ii)  du  n°  66,  on  obtiendra: 

On  déduit,  d'autre  part,  les  relations 

©■+(7J)-©'+'-(s)' 

d'oti  il  s  ensuit: 

^dt'  +  'idr^'dê  —  '  \dt}' 

Avec   cette   relation,  on  tire  de  l'équation  (a),  après  y  avoir  remplacé 
dv 
dt 


(b) 


N  par  sa  valeur  ^;jT) 


ou  bien: 

\^\)  dV        r^^r^        dr' 

résultat  qui,  évidemment,  est  identique  avec  Téquation  (I). 

Nous    allons    maintenant    déduire    encore  une  quatrième  équation  fon- 
damentale qui,  à  cert^aines  occasions,  nous  sera  très  utile. 

En  multipliant  les  équations  (2)  par  -^ ,  respectivement  par  -7^ ,  et  en 

formant  la  somme  des  produits,  il  résultera: 


(IV) 


2  dt  Tir'  J'dt^dt    Vdt         ^dtj 


_  dûdç       iQdtj 
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Si  l'on  y  introduit  les  valeurs 


\dt)  +  U)  ~  Ut)  +(i  +^)V' 


et  encore  celle  ci: 


^^^  d^  dt  '^  drj  dt  ""  \dv  ■'"  dr  dv)  dt  ' 

on  obtiendra,  après  avoir  ajouté  au  résultat  obtenu  Téquation  identique 

l'égalité  que  voici: 

'^        ^^  2  J<  tW  2         d/         "^  d^ 

"~  \dô  "^  ~dr  dv)  dt  "^^       ~dr  ' 

Nous  apprendrons,  dans  la  suite  de  nos  recherches,  que  la  fonction  c 
s'exprime  moyennant  un  agrégat  périodique,  ne  renfermant  que  des  termes 
en  cosinus,  ce  qui  est,  du  reste,  facile  à  prévoir.  Il  s'ensuit  que  le  petit 
terme  que  nous  venons  dajouter  aux  deux  membres  de  Téquation  (IV,) 
pour  que  son  premier  membre  fût  une  différentielle  exacte,  est  aussi  un 
agrégat  périodique,  vu  que  la  fonction  N'  ne  renferme,  outre  un  terme 
constant,  que  des  termes  en  cosinus. 

Mais  nous  allons  mettre  le  second  membre  de  l'équation  (IVJ  sous  une 
forme  nouvelle  qui  présentera  un  intérêt  particulier. 

En   considérant  les  valeurs  de  -j-   et  de  -vr   données  par  les  équations 

dû  dû    . 

(24)  du  n**  20,  ainsi  que  celles  de  —  et  de  —  tirées  des  équatipns  (3)  du 

'  / 

n"  65,  on  exprimera  facilement  les  produits  rT:y:   ^^  ^  37  P^^  l^s  dérivées 

dç  (Xt  dtj  ctt 
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partielles  de  la  fonction  perturbatrice  par  rapport  aux  coordonnées  ir ,  y ,  ^. 
En  ajoutant  à  la  somme  des  produits  mentionnés  Téquation  identique 

/    ai?  ,  dSJ    ,  diJ\  /    dx    ,  dy    .  dz\ 

qui  découle  de  Téquation  (3)  du  n°  16,  on  trouvera  tout  de  suite,  en  re- 
gardant  la    seconde    des   équations   (11)  du  n°  66,  la  relation  remarquable 

a^ç/ç      a^^__ay<i^      ay^/      ai2c?2_      ai? 

(^^)  d^dt^d7)dt~dxdt'^d7f~(Û'^dz'dt~       dv  ' 

Mais    par    Téquation    (4),    il    est   visible    que    le   dernier  terme  du  second 

membre  est  égal  à  —  -^'dT  '  ^'^^*  ^  ^^^®  ^^  terme  que  nous  avons  ajouté, 
avec  signe  contraire,  au  premier  membre  de  Téquation  (IVJ,  pour  rendre 
ce  membre  intégrable. 

On  arrive  à  ce  résultat  aussi  de  la  manière  suivante. 

En  considérant  les  relations 

a^_a^ 

dv  dW  ' 

dû  dr  dv ai?  dr  dw 

dr  dv  dt        dr  dw  dt 


et  ensuite  celle-ci  ; 


on  aura  sur-le-champ: 


dv       dw        1^ 
dt^dt~' 


/      X  /dû       d(2dr\  dv  _  /dû        dûdr^\dw 1^^/^ 

^      ^  \dv    •"  dr  dv)  dt  ~  \â?^;    '    dr  dw)  dt  dt 

Cette  valeur,  introduite  dans  l'équation  (IVJ,  fera  détruire,  immédiatement, 
le  dernier  terme  du  second  membre. 

Il  convient  d  ajouter,  à  cette  place,  une  formule*  analogue  à  Téquation 
(11),  savoir  la  formule  quon  obtient  en  remplaçant,  dans  le- premier  membre 
de   Téquation   précédente,  v  par  la  variable  indépendante  v.     En  rappelant 

la  relation 

V  =  Y  +  G, 
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on  aura,  comme  dans  le  cas  précédent, 

,      X  /dû       dQih\dy  _  /dû       dû^^ 

^^^^  \dv  "^  drdv/di  ^  \dv  '^  d7 dv )  di  ^  df    dt 

Pour  vérifier  une  partie  essentielle  de  nos  formules,  données  dans  le 
deuxième    et   le  troisième  livres,  je  vais  déduire  autrement  Féquation  (lo). 
On  a  d'abord: 

dÛ^dx       dÛdj^       dûdz_  dÛdr       dÛdl       dûdb 
dx  dt     '    a//  dt  ^  dzdi~^  JrAt    '    dïdi    '    dhlt  ' 

Mais  en  vertu  des  équations  (5),  (8)  et  (8')  du  n°  65,  on  tire  facile- 
ment les  expressions 

dû  .dû  .       .  /  /r  M^^ 

-r  =  cos ? r  sint  cos (v  —  (j  —  0)—r, 

dl  du  ^  ^d^ 

ai>  __  _r     a^ rsinh  dÛ 

dh  008  h  dZ  COS  b    dr  ^ 

bien  entendu,  après  avoir  fait,  dans  les  équations  citées,  C  égal  à  zéro. 
En  considérant  Téquation  (17)  du  n°  66,  nous  aurons  ensuite: 

dû  __      I         i     dl  dû       r  cos  i  dû 
•  dh         i  +  g  conb  du  du         cosb  d^ 

Puis,  les  équations  (19)  du  n°   19  nous  donnent: 

-=={l+,g)smzcos{l-e)^, 

f      ,    -V  sin  i  cos  (v  —  0  —  Q)  dv 

et  nous  avons  encore: 

-f-  =  {^  +  //)  sin  i  cos  {v  —  G  —  e). 

TraiU  des  orbites  absolues.  65 
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En  considérant  finalement  la  relation 

cosô^  —  eosi^  +  sin  i^  cos  {v  —  G  —  e)\ 

les  valeurs  indiquées  nous  conduisent  à  ,1a  relation 

,     ,  diJdl   .   dHdb       f      ,    -.^iidv 


dû  dt    ^    db  dt        "^      '    '^^  dv  dt 


OU  bien: 


('4)  dxdt^dydt'^dzdt  '~d^Jt  "•"  ^^  '^  ^^didt" 

Avec  cette  égalité,  on  parvient  facilement  à  retrouver  Téquation  (lo). 
Mais  de  Téquation  (14),  on  tire  sur-le-champ  la  conclusion  importante 
que  le  produit 

■xjdy/c    -dû  dv 

^df^^d^dt 

est  une  fonction  de  termes  périodiques  en  sinus  sans  terme  constant.  En 
effet,  tout  terme  constant  doit  avoir  disparu  par  la  différentiation  du 
premier    membre    de    Féquation    (14);    c*est    de    même    quant   aux  termes 

-A 7-  du  second  membre.     Il  s'ensuit  que  le  terme  restant  du  second 

do  dt  dvdt  ^ 

membre  ne  peut  pas  être  affecté  d'un  terme  constant.  • 

11  convient,  pour  certains  usages,  d'exprimer  l'équation  (IV,)  sous  forme 
d'une  intégrale,  bien  qu'une  telle  représentation  rfe  puisse  être  que  formelle. 
Le  premier  membre  de  l'équation  mentionnée  étant  une  différentielle  exacte, 
il  n'y  a  pas  là  de  difficulté,  mais  quant  au  «econd  membre,  il  faut  se 
contenter  de  la  notation.     On  aura  de  la  sorte: 

(IV.)  (s)'+(r4v-^;-''''-'  +  ^^ 

h  étant  une  constante  qu'il  faut  déterminer  en  considérant  la  valeur  de  la 
constante  arbitraire  qui  est  ajoutée  aux  termes  de  la  fonction  c. 
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Î13.     On  gagne  un  peu  en  simplicité,  si  Ion  admet  la  notation 

(15)  c  =  c{i  +g)': 

alors  lequation  (6),  par  exemple,  s'écrit  ainsi: 

(■6)  r'g  =  ^. 

Cela  étant,  nous  observons  les  relations 

di 

dr dr  dv ^     r 

dt        dvdt  ^^  dv  ' 

dV  c        r        \Jc     r  dyjc 

dr*^~r^l^~^d^~d^' 

en  vertu  desquelles  l'équation  (Ij)  se  met  sous  la  forme  suivante: 

d'-  -di 

(l)  r         i  dyjc     r        (i  +  gy       [x  ^        r'dÛ 

^  ^^  dv*        J^  dv   dv  r  c  c  dr  ' 

Dans  cette  équation,  l'argument  v  est  introduit  comme  variable  indé- 
pendante; mais  il  peut  arriver  qu'il  se  montre  favorable  d'en  détacher  une 
certaine  partie,  supposée  toutefois  un  agrégat  périodique,  en  sorte  que  la 
partie  retenue  comme  variable  indépendante  soit  isocinétique  avec  v.  Pour 
garder  toute  la  généralité,  nous  allons  mettre  en  évidence  ce  nouvel  argu- 
ment, en  établissant  la  notation 

(17)  v  =  v,+x> 

nous   réservant  toutefois  d'annuler  l'agrégat  périodique  x  quand  il  paraîtra 
convenable. 

Multiplions  l'équation  (1,)  par  la  constante  a,  et  introduisons-y,  au 
lieu  de  r,  la  fonction  p  donnée  par  l'équation 

^  ^  a(i_-,^  ^        (c) 
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Supposons  ensuite,  entre  c  et  (c),  la  relation 

S  étant   une  nouvelle  fonction  qui,  avec  ;f,  reste  à  notre  disposition,  à  la 
seule  condition  que  lequation  précédente  soit  satisfaite. 
On  en  tire,  par  différentiation 


('9) 


_         ^ 


:.+ 


dvl 


yj~c  dv,  V('-)     ^«.  '  +  ^'  I   +  -^  ' 


et  maintenant,  il  sera  facile  d'établir  l'équation  que  voici: 


(V) 


[ds   - 
3  1  <H-)  ,     '"K       ^ 
2  (.)  rfv,'  "^  I  +  SJ  do^ 


+ 


Lc+.^)'('+l)'+i(^(:;a' 

I   d\c)         l  d(c)    dv^      \ 

(c)  dvl  "^  (-)  rfw,  I  +  SY 


dzV 


OÙ  P  est  la  fonction  définie  par  la  formule  (i)  du  n°  85. 

En  considérant  les  équations  (4),  (15)  et  (16),  on  parvient  à  la  formule 


,  -._j_d\/c_r*dS 


(-1:) 


-.Q, 


la  fonction  Q  étant  définie  par  la  formule  (2)  du  n°  85.     Ensuite,  si  Ion 
introduit,  dans  Téquation  (19),  la  valeur  signalée  de  rfy/ô,  il  viendra: 


(VI) 


_  dS 

I    ^dyj(c)  dVo 


v/(-)    dv. 


I  +  S 


+ 


(I  +  .S)' 


I  + 


'&.    <-'>(- 1) 


iQ- 
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Au  moyen  de  cette  équation,  on  trouvera  Tune  des  fonctions  Set/y 
lautre  étant  fixée  d'une  manière  quelconque.  Nous  admettons  dans  la  suite 
que  la  fonction  j(,  si  elle  n'est  pas  égale  à  zéro,  reste  peu  considérable  et 
quelle  ne  renferme  que  des  termes  à  courte  période. 

Ayant  introduit  la  variable  indépendante  v^,  on  doit  évidemment 
établir  la  relation 

(ao)  "^"i""" 

qui   remplace  Téquation   (i)   du   n°   25.     Mais  Téquation  (16)  nous  donne, 
en  considérant  la  valeur  de  c, 

(2.)  dt=^{i+S)dv,; 

on   sera  donc  conduit  à  la  relation  suivante  entre  le  temps  et  le  temps 
réduit: 


(") 

Bappelons-nous  la 

notation  du  n®  40,  savoir: 

ainsi 

que  l'expression 

r               I 

a 

qui  découle  immédiatement  de  la  seconde  des  équations  (22)  du  n°  67. 
Avec  ces  valeurs,  l'équation  (22)  prend  la  forme 

(23)  i+T^  =  7 7Z^T-^> 


d'où  il  s'ensuit: 
(VII) 


il)  ^    ifi. 

dv^      _     dv^     ^       dv^ 

dT       i  +S        '  (r). 
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Nous  reviendrons  à  cette  équation  après  avoir  obtenu  une  autre  relation 
entre  8  et  $  qui  nous  permettra  d'établir  une  équation  différentielle  du 
second  ordre  en   T. 

114.     Eeprenons  Téquation  (V)  pour  y  introduire  la  valeur 

Par  cette  substitution,  l'équation  nommée  se  divise,  d'une  manière  con- 
ventionnelle, en  deux  autres.  Tune  en  (/>),  l'autre  en  f .  Nous  allons  dé- 
terminer la  fonction  (/>)  de  manière  à  ne  contenir  que  des  termes  du  type 
(J5),  de  façon  que  f  soit  Tensemble  des  autres  termes,  savoir,  des  inégalités 
diastématiques.  J'écris  les  deux  équations  mentionnées  de  la  manière 
suivante  : 


(VIII)     ^_3'^)^)  + 
'^  ^       dvl         2  (e)  dv^  dv^    ^ 


(«) 


dS 


'^2(cy\dvJ      (c)  dvi 


ip) 


-^-{^)-ji{P)  +  [{p),^]-[^Ap)l 


m      B 


dvl  +  1.2  (.)  dv,         i  +  sjdv,  +  '^'+^^V+  dvj  ^ 


dS 


dS 


i  fia /d{c)\*       fiad{c)    dv^  /iad*{c)       jua\d(p)         i  d{c)  ,   A    d». 


[la 


-(i  +  5)»p  +  (p)+^{[e,(/>)]-[(<o),e]}. 

On  voit  sur-le-champ  que  la  somme  de  ces  deux  équations,  la  dernière 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  IV. 


519 


multipliée    par    —,   reconduit  à  Téquation   (V);    mais  quant  aux  symboles 

employés,  il  faut  des  explications. 

Par  (S)  et  (P),  on  a  désigné  les  parties  des  fonctions  S  et  P  qui 
sont  composées  de  termes  du  type  (J5).     On  a,  par  conséquent,  les  formules 

(S)  =  Tu{S)  +  t\s), 

(p)  =  r(P)+~r(P). 

dont  la  seconde  peut  être  remplacée,  tout  de  suite,  par  une  autre  où 
seraient  introduites  les  expressions  détaillées  des  synechies  respectives. 

Quant  aux  symboles  [(/>) ,  f]  et  [ç ,  (/>)],  ils  sont  introduits  afin  de 
débarrasser  entièrement  l'équation  (VII)  des  termes  d'autres  formes  que 
celle  du  type  (B),  et,  l'équation  (VIII)  justement  des  termes  de  ce  type. 
En  conséquence,  le  terme  —  [^ ,  (/>)]  doit  être  égalé  à  la  somme  des  termes 
qui  n'appartiennent  pas  au  type  (B),  et  qui  se  produisent,  par  les  diverses 
approximations,  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (VII);  le  terme 
—  [(/)) ,  f],  est  destiné  à  annuler  la  somme  des  termes  du  type  mentionné 
apparaissant  dans  l'équation  (EX). 

Si  l'on  voulait  déterminer  directement  la  fonction  âp  ==  R  au  lieu  de 
f,  on  emploierait  l'équation  que  voici: 


+ 


rf5 

i  +  sA 


dit 

dv„ 


+ 


+ 


('+-^K'+I-J 


d(r)V 


2{c] 


l_(d{r)\ 

■y\dvj 


3   I    /d{c)\'   __i_d^) 
.(c)  dvl  ' 


2  ('•)'  \dv,  ) 


I  d{c)    dp, 
(r)  dv,    1  +  S 


(c)  dv; 
\d(p) 


d5 
I  d(c)    dv. 


(c)  dv^  i  +  S 


R 


I   d(c), 


d£ 
d«. 


+  (i+5)»-2(5)-(i+^)'(n-|-)-^((i+^)'P-(P)) 
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Cette  équation  pardt,  il  est  vrai,  un  peu  plus  compliquée  que  Féqua- 

(c) 

tion  (IX),  mais  en  revanche  elle  renferme  le  produit  de  P  par  —  =  i  — gy', 

produit  dont  nous  supposons  le  développement  immédiatement  donné  en 
vertu  des  formules  que  nous  avons  données  dans  les  deux  derniers  chapitres 
du  livre  précédent.  Or,  la  division  par  i  — rj^  est  une  opération  très  facile; 
mais  c^est  de  même  quant  à  la  considération  des  termes  par  lesquels  l'équa- 
tion (IXj)  diffère  de  Téquation  (IX).  On  peut  donc  dire  que  les  deux 
équations  mentionnées  se  prêtent  également  bien  à  la  détermination  des 
inégalités  diastématiques. 

Puisque  la  fonction  Q  dépend  de  f ,  ce  qui  est  visible,  par  exemple 
par  la  formule  (ff)  du  n®  94,  les  équations  (VI)  et  (IX)  forment  un  système 
simultané  qu'il  faut  intégrer.  Nous  allons  montrer  prochainement  comment 
s'opère  l'intégration  demandée  en  tenant  compte,  dès  le  début,  des  termes 
du  second  ordre;  pour  le  moment  nous  ^ous  contenterons  d'un  résultat 
moins  rigoureux,  mais  qui  suffit  pour  notre  but  immédiat,  toutes  les  fois 
où  il  ne  s'agit  que  de  termes  à  longue  période. 

Nous  allons  voir,  dans  ce  qui  suit,  que,  dans  l'équation  (VI),  le  terme 

-^r-^  -^^  sera  compensé  par  un  terme  analogue  se  trouvant  dans  l'expression 

yj(c)   dv, 

de  Q,   de  telle  manière   que   les  termes  sousélémentaires  du  type  (-4)  qui 

sont    encore    contenus    dans    l'expression    de  -7—  seront  du  deuxième  ordre 

tout  au  moins.  Une  autre  partie  des  termes  de  Q  seront  annulés  par  la 
fonction  /,  et  une  troisième  partie,  par  (S).  Il  s'ensuit  que,  si  Ton  dé- 
signait  la   somme    des   termes  à  longue  période  par  s,  et  que  l'on  posât: 

(24)  e=2S  +  f, 

les  termes  à  longue  période  qui  sont  encore  contenus  dans  l'expression  de 
la  fonction  f  seraient  très  petits.  On  a  donc  obtenu  par  la  valeur  2g,  je 
ne  veux  pas  dire  une  valeur  approchée  de  f ,  mais  bien  une  expression 
telle  de  cette  fonction  que,  si  on  la  met  au  lieu  de  f ,  dans  l'équation 
(VII),  les  termes  restants,  qui  ne  seraient  pas  mis  en  évidence,  n'entreraient 
pas  notablement  agrandis  dans  l'expression  de  T. 

Il  convient  de  signaler  l'équation  en  |,  s'obtenant  immédiatement  si 
Ton  introduit,  dans  l'équation  (IX),  la  valeur  (24)  de  f. 
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La  voici:  * 

r       -1 

2  {cY  \dv,  )  (c)'  dt,J  I  (r)'  dv,  (.)    \d„,  {c)  dv,  ^Pl)  J  1   +  .< 

-  r       ^  1  - 

2(1  +  .9)  (^1+  ^J  8        2  ^^^        L^^.^  ^^^        2  ^  ^  ^ J  ^^^ 
"    _  (I  +  5)'P  +  (P)  +  { [e,  (^)]  -  [(/>) ,  fj}/^ . 

Certes,  le  second  membre  de  cette  équation  renferme  encore  des  termes 
à  longue  période,  mais  ces  termes-là  sont  beacoup  plus  petits  que  ceux  qui 
font  partie  de  S,  et  ils  ne  deviendront  pas  agrandis  par  l'intégration. 

Du  reste,  on  pourra  facilement  transférer  ces  termes  à  is  afin  d'obtenir 
cet  agrégat  périodique  si  complet  qu'on  voudra. 

Une  remarque  d'un  certain  intérêt  se  rattache  à  l'équation  (VIII). 
En  la  comparant  avec  l'équation  (47)  du  n®  14,  on  s'aperçoit  immédiate- 
ment de  son  analogie  avec  cette  dernière.  On  sera  donc  à  même  de  con- 
clure que,  si  la  fonction  [p)  se  montre  toujours  inférieure  à  l'unité,  la 
courbe  définie  par  la  relation  entre  (r)  et  (/>)  est  une  courbe  périplégma- 
tique.  En  effet,  les  termes  de  l'équation  (VIII)  qui  sont  représentés,  dans 
l'équation  (47)  du  n°  14,  par  X,  restant  très  petits  tant  que  (/>)  est  une 
quantité  peu  considérable,  les  conditions  nécessaires,  expliquées  dans  le  nu- 
méro mentionné,  sont  remplies. 

115.  Lorsqu'il  s'agit  de  l'intégration  de  l'équation  (Vil),  il  se  pré- 
sente deux  routes  différentes  à  suivre.  Ces  deux  alternatives  se  distinguent 
par  le  choix  de  la  variable  indépendante,  savoir  ou  le  temps  réduit  C  ou 
l'angle  v. 

Traité  dôê  orbite»  absolues.  Ç6 
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Certes,  il  y  a  plusieurs  avantages  qu  entraîne  i'emploi  de  la  variable 
(T,  mais  ces  avantages  ne  deviendraient  actuels  que  si  Ion  avait  développé 
la  fonction  perturbatrice  suivant  les  multiples  de  Gr  et  de  Gr';  et  outre  cela, 
il  y  aurait  alors  des  motifs  pour  changer,  dans  Téquation  (VIII),  la  variable 
v^  en  C}  ce  qui  aurait  rendu  plus  compliqués,  non  seulement  le  procédé  d'in- 
tégration, mais  encore  le  résultat:  on  se  serait  trouvé,  en  effet,  dans  une 
position  analogue  à  celle,  dans  la  théorie  képlerienne,  où  Ion  aurait 
voulu  éviter  l'emploi  de  l'anomalie  vraie  pour  exprimer  immédiatement  le 
rayon  vecteur  comme  fonction  du  temps.  On  doit  donc  penser  que  le 
choix  de  l'argument  v^  conmie  variable  indépendante  Temporte  sur  celui 
du  temps  réduit. 

D'autre  part,  l'abandon  de  la  variable  dernièrement  nommée  entraînera, 
on  ne  doit  pas  le  nier,  une  certaine  complication  quant  à  l'équation  (VII), 
complication  qui  sera  sensible,  surtout  quand  il  s'agit  de  déterminer  la  diffé- 
rence T — T  ou  bien,  la  fonction  U,  définie  par  la  troisième  des  équa- 
tions (3)  du  n°  40.  Mais  les  difficultés  en  naissant  seront  d'une  nature 
moins  grave  que  celles  ayant  leur  origine  dans  Tintroduction  du  temps 
réduit  comme  variable  indépendante.  Je  me  réserve  cependant,  pour  cer- 
taines occasions,  d'employer  cette  variable. 

Après  avoir  déterminé  la  fonction  S  en  vertu  de  l'équation  (23),  ou 
bien,  d'une  manière  que  nous  allons  connaître  prochainement,  on  parviendra 
à  déduire  les  fonctions  (p)  et  f,  après  quoi  la  fonction  T  s'obtiendra  en 
intégrant  l'équation  (23),  qui  s'écrit  de  la  manière  suivante 


dT  _  {ry 


1+8 


h'^^y 


Cependant,  bien  qu'on  puisse,  le  plus  souvent,  déduire,  de  la  manière 
indiquée,  un  résultat  assez  approché  de  la  vraie  valeur  de  la  fonction 
cherchée;  une  solution  absolue  ne  s'en  obtient  pas,  c'est  à  dire  une  solu- 
tion en  forme  trigonométrique  dont  la  convergence  uniforme  puisse  être 
lïiise   en    évidence.     Pour   y   parvenir^   on  doit  recourir  à  l'équation  (VII) 

d8 

dv 
qui  devient,   après  y  avoir  remplacé  le  terme  — T70  par  la  valeur  tirée  de 

l'équation  (VI), 
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\{rydvj 


I     d\/{c) 


(•  +  S)»Q 


<ï^) 


dv^ 


a 


OU  bien,  en  introduisant  au  lieu  de  (i  +  ^'  la  valeur  découlant  de  Téqua- 
tion  (23),  celle-ci: 


(26) 


d*T 

dvl 


1  + 


^dT       VW 
(r)»  dv. 


I     d^(c) 

hmyh'^y 

yM  «^"o 

<'+K'  +  3^.)* 

(?*) 


dv« 


a 


+ 


Q 


3  JL  lii)  —       2       d(p) 
2(c)dv^        1  +(/>)dt;,   dr 
J{c)dT  dv. 


{rydv. 

Dans  cette  équation,  la  fonction  S  se  trouve  éliminée,  mais  il  y  reste 
encore  la  fonction  f  inconnue.  Or,  puisqu'on  a  établi  la  relation  (24),  on 
pourra  mettre,  à  la  place  de  f ,  une  fonction  qui,  du  moins  quant  à  sa 
partie  lentement  variable,  est  connue.  J'opère  l'introduction  de  la  fonction 
28  au  lieu  de  f  de  la  manière  suivante. 

Soit  T  une  fonction  qui  dépend  de  S  moyennant  l'équation 


(27) 


!+?  = 


_     1  +S    . 
dv,       (I+2S)" 


il  s'entend  que  T,  en  ne  considérant  que  les  termes  à  longue  période,  n'est 
pas  beaucoup  différent  de  T. 

De  l'équation  (27),  il  découle  réciproquement  le  développement 

I  dr   ,    8  /dfV      68  /df\* 
"243 


(28) 


3  dv,  "^  27  \dvj        243  [dvJ  "^ 


qu'il  convient  de  signaler. 

Admettons  encore  la  relation 


^29) 


dv„ 
I  +5-^ 


(•  +  ~sr  ^ 


(I  +  2S) 


-.0,  +  2SQ,  +  4i^*Q,  +  ...  +  «, 
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les  premiers  termes  du  second  membre  étant  la  partie  de  l'expression  de 

— — ^   qu'il   convient   de   considérer   ici.     Le  dernier  terme  S  est  ajouté  à 

l'équation  établie  pour  y  transférer  non  seulement  tous  les  termes  à  longue 
période  nécessaires  pour  détruire  les  termes  de  ce  genre  se  produisant 
d'abord  en  f ,  mais  encore,  pour  introduire,  dans  cette  équation,  un  certain 
nombre  d'autres  termes  qu'il  convient  de  considérer  simultanément  avec 
les  termes  dont  la  détermination  est  notre  but  principal. 

On  a  introduit,  dans  le  premier  terme  du  second  membre,  le  dénomi- 
nateur (i  +  2S)*,  vu  que  la  fonction  Q  donnée  par  l'équation  (2)  du  n®  85 
est  affectée  du  facteur 


Cela  étant,  si  nous  différentions  l'équation  (27),  il  viendra: 
d^  ds 

dT  ^i+isr\         3i+2sJ' 


dv^ 


équation   qui  en  vertu  de  la  formule  (29),  et  en  considérant  le  développe- 

di'v 

ment  de  S  suivant  les  puissances  de  ^ ,  prend  la  forme 

-Kiyi.+-i4+...-3(.-H2>- 

Cette  équation  n'étant  pas  entièrement  indépendante  des  fonctions  T 
ei  Xj  vu  que  ces  fonctions  apparaissent  dans  les  arguments,  on  pourra  ce- 
pendant l'intégrer  en  négligeant,  dans  une  première  approximation,  ^  ainsi 
que  la  différence  T —  T.  On  aura  ainsi  une  valeur  approchée  de  T  qui 
s'exprimera,  nous  le  verrons,  moyennant  une  série  trigonométrique  uni- 
formément convergente.     Après  avoir  obtenu  ce  résultat,    on   formera,  en 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  IV.  525 

retranchant  Téquation  (X)  de  Téquation  (26),  une  nouvelle  équation  du 
second  ordre,  où  la  différence  T — T  et  la  fonction  y^  entrent  comme  in- 
connues. L'une  de  ces  quantités  peut  être  prise  à  volonté,  Vautre  se  trouve 
ensuite,  en  intégrant  Féquation  restante.  On  y  pourra  égaler  à  zéro,  soit 
la  fonction  ;f,  soit  la  différence  T—  T\  mais  on  pourra  aussi  les  choisir 
d'autres  manières,  ayant  toujours  en  vue  de  pousser,  autant  que  possible, 
la  convergence  des  développements. 

En  ne  considérant  que  les  termes  à  longue  période,  il  est  visible  que 

la   dérivée   j-    doit   être  considérée  comme  une  quantité  notablement  plus 

petite  que  la  fonction  T  elle-même.  En  particulier,  lorsqu'il  s'agit  des 
termes  élémentaires  du  type  (-4)  entrant  dans  l'expression  de  T,  ces  termes 

deviendront  sousélémentaires  du  premier  ordre  dans  l'expression  de  j-  .    Il 

s'ensuit  que  la  fonction  S  déterminée  par  le  développement  (28)  est,  en 
général,    une    quantité    peu    considérable,    d'où   l'on  conclut  finalement,  en 

considérant  l'équation  (2  2),  que  le  rapport  -j  reste  peu  différent  de  l'unité, 

du  moins  s'il  ne  s'agit  que  de  termes  à  longue  période.  Voilà  la  con- 
firmation  de   la  loi  de  Kepler  telle  que  nous  l'avons  annoncée  au  n°  25. 

116.  Il  nous  faut  encore  introduire,  dans  les  diverses  équations  (III), 
l'argument  v^  au  lieu  de  v .  Ces  équations  n'étant  toutefois  pas  réellement 
distinctes,  il  suffit  d'opérer  la  substitution  mentionnée  dans  l'équation  qui 
se  prête  le  mieux  à  nos  intentions,  savoir  l'équation  (Illg).  En  rappelant 
la  relation  entre  t;  et  t;^,  on  déduira  sans  peine  le  résultat  que  voici: 


(XI)       ^i 


^[i(^.f-7ls]l-+c+.^)'0+l:)*' 
='f(-+l.)'(^-.-)c'--«) 

=  (i+5)'R(j'-scosF). 

L'équation  obtenue  doit  être  divisée  en  deux  autres,  dont  l'une  donne, 
par   l'intégration,    les   termes   élémentaires  du  type  (J5),  et  l'autre,  les  iné- 
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galités   anastématiques.     Dans   ce    but,   cherchons  les  synechies  des  indices 
I  ,  o  et  —  I  ,  o  appartenant  au  second  membre  de  l'équation  signalée. 
En  vertu  du  développement 

(a)  R  =        Ri'>  +  2Rf  cos  w  +  2Rf  cos  2  w  +  .  .  . 

+  {Ri'>  +  2Ri^)  cos  w  +  2R<^>  cos  2W  +  .  .  .}h 
+  ... 

on  déduit  immédiatement  celui-ci: 

(/9)     R  cosfl  =       Bf  +  (Rg»  +  R<*>)  cos  w  +  (Rf  +  Ri^>)  cos  2w  +  .  .  . 
+  {R</>  +  Rg»  +  ÇR'^'  +  R<^>  +  2Rr)  cos  w 

+  (Ri^>  +  Ri^>  +  2R<«>)  C0S2W  +  .  .  .}h 
+  .... 

Mais  les  coefficients  des  développements  (a)  et  {f()  sont  des  fonctions 
^®  (p)  y  {p')  9  V^  ^t  ?'•  -E^  introduisant  les  expressions  de  ces  coefficients, 
lesquelles  s'obtiennent  facilement  en  considérant  l'équation  (25)  du  n®  87, 
en  négligeant  les  termes  surpassant  le  second  degré,  et  finalement,  en  ad- 
mettant les  notations 

2/(l,S,s').y  =  R^(0,S,8').y  +  B%2,S,S%'. 
2^*(2,S,s0.y  =  R'(l,S,s'Xy  +  R'(3  ,  S.  S').y , 

etc.; 

//Xo,S,s').y  =   2R\l,S,S').y     +  R'(o,S,s'Xy, 
2ff\l,S,sly  =%[RXo,S,s0.y  +  B\2,S,s'Xy  +  R'(l  ,  S,  s')..] , 
2g\2,S,S%'  =  2[R>(l,S,s0.y  +  B\3,S,S%y  +  R^(2,S,S').,,], 

etc., 
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les  développements  (a)  et  (/9)  se  changent  en  ceux-ci: 

(r)    ^.  R  =       E'Co.o,©),..  -  R0(o,o,o),.oi7»  +  R«'(o,o,oV,:y" 
+  R»(o,i, 0)0,0  (^)  +  R'(o,o,i)o,o(/>') 
+  R'(o,2,o)o.o(/>)'  +  R»(o,i,i,)o.o(^)(<o')  +  R»(o,o,2)o.o(^')' 
R"'(i,o,o)o.o  -  R''(i,o,o),.oi?'  +  R»(t,o,o)o.i7" 
+  2    +  R«(i,i,o)o.o(/>)  +  R'(i,o,Oo..{/>')  cosw 

,  +  B,\i,2,o),M"  +  R»(i,i,i)o,o(/>)(,o')  +  R»(i,o,2)o.o(/,')'. 
+  ... 

+  2{R'(o,0,o)o,o  +   2  R'(  1,0,0)0,0  COSW  +  2R'(2,0,o)o,oCOS2W  +  . .  .jh 

+  ..., 


{ô)   ^R  cos7ï=  R»(i,o,o,)o,o  -  R'(i,o,o)i,o7'  +  R'C  1,0,0)0., 7" 
+  R''(i,i,o)o,o(<o)  +  R'*(i,o,i)o.o(/)') 

+  R«(l,2,o)o.o(/>)'  +  R»(l,l,l)o.o(/>)(<0')  +  R«(l,0,2)o.o(/>')' 

^*(i, 0,0)0,0  —  </*(i, 0,0)1,0:7'  +  ^*(i,o,o)o,tiy" 

+  2{  +^'(l,I,o)o.«(/))  +^"(l,0,0».o(/'')  COSW 

+  ^"(l,2,o)o,.(/>)'  +  i7'(l, I,l),.o  (/>)(/)  +^"(',0,2),.,(^')V 

+  ... 

+  {<7'(o.0>0)o,o  +  2<7'(l  ,0,0),,0  COS  W  +  2^\2,0,o)o,o  C08  2W  + .. .  j h 


En  multipliant  les  expressions  (;*)  et  (â),  la  première  par  j',  et  la 
seconde  par  j,  nous  aurons,  sans  compter  le  facteur  (i  -\-  S)*,  les  deux 
produits  qui  forment  les  termes  du  second  membre  de  l'équation  (XI).  Il 
s'agit  d'en  séparer  les  termes  élémentaires  du  tjrpe  (E). 
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Si  l'on  ne  met  en  évidence,  dans  les  produits  nommés,  que  les  termes 
jusqu'au  troisième  degré  inclusivement,  on  en  pourra  distinguer  trois  groupes: 
le  premier  contient  les  termes  du  premier  degré;  le  second,  les  termes  du 
second  degré  par  rapport  aux  fonctions  diastématiques  et  du  premier  degré 
par  rapport  aux  fonctions  anastématiques;  les  termes  du  troisième  groupe 
finalement  sont  indépendants  des  fonctions  diastématiques  et,  en  conséquence, 
du  troisième  degré  par  rapport  aux  fonctions  anastématiques. 

Quant  aux  termes  du  premier  degré,  on  consultera  d'abord  les  for- 
mules du  groupe  G  du  n°  6i,  d'où  Ton  tire: 

1.0 

i:y(a'  cos w)  =  ^  r  sin  (v  —  5'  —  i2'  +  0') 

=  ^  7'  sin(v'  —  ^'  —  i2'  +  0'  +  V  —  v'), 

formule   qui  s'écrit,  en  négligeant  la  fonction  (C),  de  la  manière  suivante: 


Lv  (a'  cos  w)  =  - }'  cos  (v  —  v')  +  -  ^,  sin  (v  —  v^. 


On  voit  maintenant  que  les  termes  du  premier  degré  qu'il  faut  placer 
au  second  membre  de  l'équation  (XI)  sont  ceux-ci: 

(e)  ^|—  R'(i,o,o)o,o3  +  R^(i,o,o)o.oj'  cos(v  -  v') 


+  R«(i,o,o)o,o^sin(v-vO 


Les  termes  du  second  degré  par  rapport  aux  fonctions  diastématiques 
se  produisent  seulement  des  parties  de  R  et  de  Rcosw  qui  sont  indé- 
pendantes de  h.  En  inspectant  les  formules  des  groupes  G  du  n°  6i  et  J 
du  n°  62,  on  parvient  aux  expressions  suivantes  où  ne  sont  considérés  que 
les  termes  du  second  degré  relativement  aux  fonctions  diastématiques,  et 
du  premier,  quant  aux  fonctions  anastématiques: 
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=  ^(RXo,i,i).,„  +  2ei--'R'(o,i,o)o.o|77'/'[sin([J'  +  F-F')+sm(U'-P-F')] 

+  i  R^Ci ,0,2).  J:?'^  sin  (-  U'  +  2F'  +  V  -  v') 


+ 


E\i,o,o\,r}*  +  R«(i,o,o)o,V*  +  ;(fr'''  +  f;--')R'(  1,0, 1)0.0:7" 


+  -RO(i, 2,0)0,07' +  zR''(«.o,2)..,:y 


/» 


7'sm(U'  + V  — v') 


+  i  R''(i,2,o)o,o7'i'  sin  (U'  _  2F  +  V- V') 

+  i[e;'-'R'(2, 1,0)0.0 +  ^R'(2,i,i),.o]iy7'r  sin (U'-F  +  F+2(v-v')), 

(  1,0  —1,0  j 

'Aj  Zv(R  cos  ^. })  +  I^v(R  cos  fi",  a)  j 
=  I  -  (r'(i ,o,o),o -  iR*(i ,2,0)0.0)7'  +  (R'(i ,0,0)0.,  +  l R'(i ,o,2)o.,):y"|, 
+  ^R<'(i,2,o)o,o7'/sin(U-2F) 

+  j-2el'-V(l. 1,0)0.0 +  ^/(l,t,l)„.o|7:y'/ sin  (U-F  +  F'+v-v') 
ie!'-V"(l,  1,0)0,0  +  ;*7'(i,i,Oo,o  7V^sin(- U  +  F  +  F'  +  v- v') 


^ÇÎ'~V(l,I,o)o.o  +  ^/(l,l,l)«,o 


77'/ sin  (—  U  —  F  4-  F'  4-  V  —  v') 


-|fry  (2 ,0,0)0.0  +  -^;--'/(2.o,i)o.o 

+  ^<7'(2,o,2)o,o  ^'Vsin(— U  +  2F'  +  2(V  — V')). 

Dans  ces  formules,  on  a  employé  la  notation  du  n°  32,  savoir: 

U=.v  — ^  — (i^  — 0). 
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Cherchons  finalement  les  termes  du  troisième  degré  par  rapport  aux 
fonctions  anastématiques.     Dans  ce  but,  établissons  les  expressions 

LKj'h)  +  "iVb)  =       '-  l'<K  sin  (U'  +  V  -  V')  +  ^  J'0,  sin  (U'  -  v  -  v') 

—  -I'0,  COS  (U'  +  V  —  v')  +  -  r<p3  C08  (U'  —  V  —  v'). 

On  a  de  plus,  en  omettant  les  termes  inutiles, 

h  COS  w  =  -  0„  +  -  <P,  COS  2v  +  -  (P^  sin  2v, 

2       0      •     2       ^  2      ^ 

h  COS  2yf  =  -  (p^  COS  (v  —  v') 0^  sin  (v  —  v'), 

d'où  l'on  tire  facilement  les  expressions 

1.0  —1,0 

Sy(jh  COS  w)  +  Sp(}h  cos  w)  =  -  0^3  +  -  0j7sin  (U  —  2v) 

2  4 

+  -  03/cos(U 2V), 

0,1  -1,0 

Zy(j'h  cos  2w)  +  Zv(j'h  cos  2w)  =  -  0^r  sin  (U'  +  v  —  v') 

+  -  0,7' cos  (U'  +  V  — v'), 

1,0  —1,0  1,0  —1.0 

Sp(j'h  cos  w)  +  Sv(}'h  cos  w)  =  ^^(jh  cos  2w)  +  Sv (}h  cos  2w)  =  o. 

Par  les  formules  que  nous  venons  d'obtenir  précédemment,  il  est  vi- 
sible que  les  termes  du  type  (B),  qui  sont  du  premier  ordre,  faisant  partie 
du  second  membre  de  l'équation  (XI),  renferment  comme  facteurs,  soit  (}), 
soit  (}'),  soit  encore  les  dérivées  de  ces  fonctions  par  rapport  à  v,  respec- 
tivement à  v'.     On  en  conclut  un  résultat  de  la  forme  suivante: 

1,0  -1,0 

Zv  (R(a'  -  î  cos  //))  +  Zp  (R(a'  -  a  cos  H)) 
=  [-r+(^0  +  (/)](3)+[(//).+(A3^f^  +  [r<^os(v-v') +(//')+ (/')](a') 


+  [r  sin  (v  -  V')  +  (^ +(/'),]  ^, 
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les  (H)  ,  (ff),  ,  {H')  et  {H\  étant  des  fonctions  du  second  degré  des  fonc- 
tions diastématiques,  c  est-à-dire,  de  (/?)  ,  {p')  ,  -^  et  -^^ ,  les  (/)  ,  (7), , 
(/')  et  (/')i)  ^^  pareilles  fonctions  des  fonctions  anastématiques,  ou  bien 
de  (j)  ,(}'),  ~T7  et  -7^,  et  J'y  une  constante  donnée  par  la  formule 

r=^R«(i,o,o)o,o. 

Après  avoir  établi  ces  formules,  la  séparation  des  termes  du   type  (B) 
s'effectuera  immédiatement.     En  eft'et,  si  Ton   se  rappelle  la  relation 

on  parvient  tout  dabord,  en  vertu  de  lequation  (XI),  aux  résultats  quon 
pourra  écrire  de  la  manière  suivante: 


(XII) 


dvl    "•"  2(e)  dv,  dv,         ^^     ^'  1-  <.^;iJ  dv 


+ 


('+~^)i'+^)'+r-{H)-{i)\{i) 


d(0 


=  [rcos(v-v')  +  {H')  +  (/')](î')  +  [rsm(v-v')  +  {H'\  +  (/').]  ^^^ 

dS 


(xiii)       1^ 


[dS 
2  (c)  dv,  1  + 


S 


dS 


=  (i+5rR(j'-3cosJ^  +  ^^ 


-[rcos(v-v')  +  (/i') +  (/')](«') 
-[rsin(v-v')  +  (JÏ').+(n]-i-i^ 
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De  ces  équations,  la  première  se  rapporte  aux  termes  du  type  (B), 
et  la  seconde  conduit  à  déterminer  les  inégalités  anastématiques. 

Je  ne  tiens  pas  nécessaire  de  mettre  en  évidence,  à  cette  place,  les 
expressions  des  fonctions  (H)  ,  .  .  .  (/'),,  vu  qu'elles  dérivent  facilement 
des  formules  que  nous  venons  de  donner  précédemment.  Mais  il  nous 
faut  ajouter  une  remarque  relativement  à  lapparition  de  deux  espèces  de 
dérivées,  les  unes  par  rapport  à  v^,  les  autres  par  rapport  à  v  et  à  v'. 
Evidemment,  si  Ton  avait  introduit  la  variable  v^  au  lieu  de  i;,  on  aurait 
dû  aussi  remplacer  la  variable  v  par  le  nouvel  argument  v^  donné  par  la 
formule 

^0=^0  —  ^- 

Il  nous  faut  donc,  dans  les  équations  obtenues  dans  ce  numéro,  mettre  v^ 

au  lieu  de  v  et  vj  au  lieu  de  v'.     Mais  la  dérivée  -7^  peut  être  remplacée 

immédiatement  par  j— ,  sous  réserve,  toutefois,  qu'on  détermine  la  fonction 
(C)  de  manière  à  remplir  la  condition 

^)=/cosU  +  (0. 

On  pourra  aussi,  dans  toutes  nos  équations  différentielles,  changer  la 
variable  indépendante  v^  en  v^,  en  utilisant  les  formules  générales 

dF  I       dF 

dvo  I   1^  ^^0  ' 

dvo 


{30) 


d'F  _  1  d*F  dvl        dF 

dv[~  /        dGydvl         (,.^yd< 
V'^dyJ  \    ^  dvj 
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CHAPITRE   II. 
Début  des  approximations  successives. 

117.  Figurons-nous  que  le  point  de  départ  de  nos  études  sur  les 
mouvements  des  planètes  soit  tel  qu'il  x\y  ait  rien  de  connu,  excepté  les 
masses  du  soleil  et  des  planètes,  ainsi  que  les  positions  de  ces  astres  à 
une  époque  déterminée,  avec  leurs  vitesses  relatives:  on  demande  comment 
entamer  les  approximations  successives? 

Nous  supposons,  conformément  aux  idées  qui  nous  guident  dans  le 
présent  travail,  non  seulement  que  les  masses  des  planètes  soient  de  petites 
quantités   relativement   à    celle    du    soleil,    mais  encore  que  les  valeurs  des 

quantités   "  T"  ?  ~  >  "  ^7   soient,  à  Tépoque  dont  il  s  agit,  peu  sensibles.    La 

supposition  mentionnée  sexprime  dailleurs  de  la  manière  suivante. 

Les  positions  et  les  vitesses  des  diverses  planètes  étant  connues  à  une 
époque  donnée,  les  éléments  képleriens  osculateurs  le  sont  aussi,  vu  qu'il 
est  seulement  une  simple  question  du  calcul  numérique  de  transformer  les 
coordonnées  avec  leurs  variations  en  éléments  elliptiques.  Notre  supposition 
revient  donc  à  admettre  peu  considérables  les  valeurs  osculatrices  des  ex- 
centricités et  des  inclinaisons  mutuelles  des  orbites  des  diverses  planètes. 

Mais  même  avec  cette  restriction,  il  sera  assez  difficile  de  trouver 
Feutrée  aux  approximations  successives  par  lesquelles  s  opère  Tintégration  des 
équations  fondamentales,  cest-à-dire,  des  équations  (I) — (XIII)  du  chapitre 
précédent.  En  effet,  si  on  les  examine,  on  voit  immédiatement  qu'aucune 
d'elles  ne  constitue  une  équation  isolée  et  indépendante  des  autres.  Par 
là,  on  serait  généralement  obligé  de  recourir  à  des  équations,  ou  bien  à 
des  systèmes  d'équations  d'un  ordre  plus  élevé  que  le  second,  s'il  ne  se 
présentait  pas  un  moyen  plus  convenable,  quand  même  il  serait  artificiel, 
d'attaquer  notre  problème,  en  apparence  peu  accessible. 

Qu'on  ne  pense  pas,  en  s'efforçant  de  trouver  un  tel  moyen,  à  la 
substitution,   au  lieu  des   coordonnées   vraies  des  différents  corps,  de  leurs 


Digitized  by 


Google 


534  Traité  des  Orbites  des  Planètes. 

expressions  elliptiques,  les  éléments  ayant  des  valeurs  osculatrices.  De  la 
sorte,  on  ne  saurait  éviter  des  développements  suivant  les  puissances  du 
temps,  lesquels,  bien  qu'ils  puissent  être  convergents  pendant  un  intervalle 
limité  du  temps,  ne  le  sont  certainement  plus,  lorsque  la  valeur  du  temps 
aura  excédé  un  intervalle  déterminé.  Mais  de  tels  développements  ne  con- 
stituent jamais  des  solutions  absolues.  Ce  serait  de  même,  si  l'on  admettait 
les  éléments  elliptiques  affectés  des  inégalités  séculaires  procédant  suivant 
les  puissances  du  temps. 

D'autre  part,  en  exprimant  les  coordonnées  moyennant  les  expressions 
élémentaires,  les  constantes  y  entrant  seront,  au  commencement  du  calcul, 
inconnues,  vu  que  les  différences  entre  les  éléments  absolus  et  les  éléments 
képleriens  sont,  généralement,  trop  grandes  pour  être  négligées,  même  à  la 
première  approximation.  Seulement  les  protomètres  peuvent  être  considérés 
comme  approximativement  déterminés,  parce  que  l'écart  entre  cet  élément 
des  diverses  planètes  et  le  demi  grand  axe  de  l'ellipse  képlerienne  est 
certainement  une  quantité  minime,  tout  au  plus  de  Tordre  des  ms^sses 
troublantes. 

Avec  les  valeurs  des  protomètres  ainsi  obtenues,  on  pourra  cependant 
calculer  les  transcendantes  d'où  dépendent  les  coefficients  du  développement 
de  la  fonction  perturbatrice,  et,  établir  ces  coefficients,  les  fonctions  (/?), 
(/>')  ,  îy,  etc.  y  entrant  étant  encore  indéterminées.  On  pourra,  en  d'autres 
mots,  mettre  en  évidence,  numériquement,  les  équations  fondamentales, 
mais  leur  intégration  ne  paraît  pas  encore  avancée  d'un  seul  pas.  Dans 
cet  embarras,  nous  allons  mettre  à  profit  une  propriété  spéciale  des  termes 
du  type  (B). 

En  introduisant,  dans  l'équation  (VI),  les  termes  du  type  (J5)  d'après 
la  formule  (24)  du  n^  103,  et  en  écrivant  v^^  au  lieu  de  v^,  on  aura  un 
résultat  de  la  forme 

(l-^^3  =  s,  sin(v-5)'-;r'  +  /")  +  .  .  .\  ' 

_  (2) 

Sj    étant  le  coefficient  A (0,1, 0,0, 1)0,0^7'  +  •  •  •  ,  et  ainsi  de  suite. 

*  On  aperçoit  aisément  que  tous  les  termes,  dont  la  somme  forme  le  coefficient  de 
sinF,  disparaissent,  vu  qu'ils  sont  multipliés  par  le  facteur  n. 
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Certes,  il  paraît  superflu  de  retenir  le  dénominateur  (i  +  (S'))^  les 
termes  du  second  ordre  étant  surtout  négligés:  je  Tai  mis  en  évidence 
seulement  pour  garder  l'uniformité  avec  les  équations  que  nous  allons  traiter 
un  peu  plus  tard.  Quant  aux  arguments  des  termes  du  second  membre, 
on  pourra  remarquer  qu'ils  sont  presque  indépendants  de  V  et,  en  consé- 
quence, de  U,  fonction  qui  renferme  la  réduction  du  temps  (voir  les  équa- 
tions (3)  du  n°  40).  Seulement  dans  l'angle  a)',  si  on  l'exprime  comme 
fonction  de  la  variable  v^y  les  réductions  du  temps  T  et  T  apparaîtront, 
mais  alors  multipliées  par  des  facteurs  de  Tordre  des  forces  troublantes 
(voir  l'équation  (14)  du  n°  41).  Mais  il  faut  encore  observer  que,  si  la 
fonction  ^  n'est  pas  égale  à  zéro,  les  arguments  du  second  membre  dé- 
pendent de  l'angle  v  =  v^  "h  X-  ^^^^  l'aperçu  présent,  nous  admettons 
cette  fonction  négligeable,  et  nous  écrivons,  en  conséquence,  v  au  lieu  de 
v^j,  aussi  dans  le  premier  membre. 

L'équation  que  nous  venons  de  signaler  s'intègre  aisément:  si  les 
e^  cos(;r'  —  Z"),  etc.  sont  des  fonctions  connues  de  v,  on  obtient  le  ré- 
sultat tout  de  suite,  mais,  dans  le  cas  opposé,  on  pourra  signaler  le  résultat, 
du  moins  quant  à  la  forme,  et  en  donner  une  valeur  approchée.  On  y 
suppose,  toutefois,  que  les  fonctions  s^  cos(;r'  —  J"),  etc.  s'expriment  moyen- 
nant des  agrégats  périodiques  ne  renfermant  que  des  termes  du  type  (A). 
Les  valeurs  approchées  des  résultats  s'obtiennent  tout  simplement  en  mettant 
en  usage  les  procédés  d'intégration  que  nous  avons  élucidés  dans  le  n°  102. 

Après  avoir  déterminé  les  termes  sousélémentaires  du  type  (B)  faisant 
partie  de  la  fonction  S,  on  va  établir  l'équation  (VIII),  c'est-à-dire,  on 
formera  les  expressions  avec  coefficients  numériques  des  divers  termes 
entrant  dans  cette  équation.  On  y  doit  observer  la  valeur  de  (c)  découlant 
de  la  formule   (/9)   du   n°    103,  savoir,  en  négligeant  la  partie  (/i)  qui  est 


inutile  quant  à 

présent, 

{c)  =  fia 

On  en  tire: 

(0 

1    ,l{r) 

-w-(^T)- 


*""       .'W 


Wv 


équation   qui  nous  pourra  être  utile  à  diverses  occasions. 
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On  obtiendra  également  des  résultats  semblables  relativement  aux 
fonctions  S' ,  (/?')  et  (c');  et  ensuite,  on  établira,  d  après  le  modèle  de  Téqua- 
tion  (XII),  deux  équations,  Tune  en  (j),  l'autre  en  (}'). 

De  la  sorte,  si  le  nombre  des  planètes  est  deux,  on  parviendra  à  un 
système  de  quatre  équations,  chacune  du  second  ordre  et  du  troisième 
degré.  Mais  si  Ton  considère,  à  la  fois,  toutes  les  huit  planètes  princi- 
pales, le  nombre  des  équations  simultanées  sera  seize.  Il  s  entend  que  Tinté- 
gration  du  système  mentionné  sera  une  affaire  extrêmement  compliquée: 
cependant,  en  faisant  usage  d'une  méthode  de  réduction  que  j  ai  donnée 
dans  le  mémoire  lonouvelles  recherches  etc.»,  on  parviendra  à  accomplir 
cette  tâche  moyennant  des  approximations  successives,  dont  la  première 
s  opère  par  l'intégration  d'un  système  de  seize  équations  linéaires,  équations 
qui  cependant  jouissent  de  la  propriété  d'être  horistiques,  et  qui  en  consé- 
quence, se.  prêtent  à  chercher  des  solutions  uniformément  convergentes. 
Considérées  comme  équations  linéaires,  les  équations  mentionnées  se  divisent, 
du  reste,  en  deux  groupes,  formant  chacun  un  système  de  huit  équations. 

Par  ce.  que  je  viens  de  dire,  il  s'entend  que  notre  point  de  départ 
doit  être  l'étude  de  la  fonction  S. 

II 8.  Il  s'agit  avant  tout  de  montrer  que  les  termes  du  type  {A) 
qui  apparaissent  dans  l'expression  de  la  fonction  S,  sont  souséléraentaires 
du  premier  ordre  tout  au  moins;  autrement,  c'est-à-dire,  s'il  y  avait  là  des 
termes  élémentaires,  la  fonction  T  renfermerait  des  termes  surélémentaires, 
ce  qui  rendrait  la  solution  impossible. 

Dans  le  but  proposé,  reprenons  Téquation  (IV^),  et  portons-y  la  valeur 
de  r  exprimée  en  p  et  (c).  Nous  aurons,  par  un  calcul  assez  simple  les 
expressions 

\dt)     {c)(i  +  sylKdvJ         (c)  dv,  dv,  ■^"    (c)'    \dvj  y 
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Posons,  pour  simplifii^r  un  pou. 


1  +  1 


et  encore: 


En  vertu  de  la  formule  (y9)  du  n°  103,  laquelle,  si  ;f  n'est  pas  égal 
à  zéro,  et  que  v^  soit  pris  pour  variable  indépendante,  s'écrit  ainsi: 

on  obtiendra,  en  rappelant  l'équation 
le  résultat: 

Maintenant,  si  nous  formons  la  somme  des  trois  premiers  termes  du 
premier  membre  de  Téquation  (IV,),  et  que  nous  désignions  cette  somme 
par  X,  nous  aurons: 

(2)  x=-^  +  ^' [(!+/,)'+  (|-)*J(2r+r)+i;^V  +  ï')V+<?)+^B. 

Quant  à  la  première  intégrale  du  second  membre  de  Téquation  (IV,), 
voici  quelques  remarques. 
Posons  d'abord: 

il   s'agit   d'introduire,   dans   cette   formule,   la   variable   indépendante   v^    au 
lieu  de  v. 

Traité  <Ub  orbites  absolues.  68 
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Pour  y  arriver,  nous  observons  la  relation 

^  =  \  +  X  +  ^^ 

ainsi  que  celle-ci: 

en  vertu  desquelles  la  formule  (3)  se  change  en  la  suivante: 

D'ailleurs,  les  valeurs 

f  =  r  cos(v,  +  ;f  +  ^);         ij  =- rs\n{v^  +  x  +  ^). 

donnent  sur-le-champ,  si  Ton  considère  les  équations  (11')  du  n°  66,  ainsi 
que  Téquation  (4)  du  chapitre  précédent,  l'expression  signalée  de  Tinté- 
grale  L. 

Maintenant,  si  Ton  forme  le  produit  des  expressions 

a^^_^a^ 


on  obtiendra: 


dr    /ir^dp  r  d(c) 

^v,  ~"         {r)  dv,        (c)  dvo  ' 


dSdr_  _dQdp I  diid{c) 

dr  dvç        dp  dv^       fir  dp  dv^ 


Ensuite,  si  Ion  reprend  Téquation  (38)  du  n°  70,  et  qu'on  y  mette  v^ 
au  lieu  de  v,  ce  qui  est  permis  parce  quon  doit,  en  même  temps,  con- 
sidérer p  et  (A)  comme  fonctions  de  v^,  et  non  plus  comme  fonctions  de 
V,  on  parviendra  à  la  relation 
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Ayant  obtenu  les  relations  dernièrement  mentionnées,  nous  allons  les 
introduire  dans  lexpression  (3'),  ce  qui  nous  amènera  à  l'expression 

L'  étant  mis  à  la  place  de  -7-  • 

Il  convient  de  s  arrêter  im  moment  à  la  formule  trouvée  pour  la  rap- 
procher de  l'expression  de  L\  qu'on  emploie,  à  l'ordinaire,  dans  la  théorie 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  On  sait  que  cette  fonction  y  joue 
un  rôle  proéminent,  et  qu'elle  y  entre  sous  forme  d'une  dérivée  partielle. 
En  désignant,  en  effet,  par  e  l'élément  elliptique  longitude  moyenne  à 
l'époque,  on  a  établi  l'expression 

Les  deux  valeurs  que  nous  venons  d'assigner  à  1/  devant  être  iden- 
tiques, on  demande  si  l'on  peut  toujours  satisfaire  à  cette  condition  par 
la  seconde.  Il  s'agit,  en  d'autres  mots,  d'examiner  si  cette  valeur  est 
toujours  l'expression  rigoureuse  de  la  fonction  L'. 

Admettons,  pour  simplifier  la  question, 

ce  qui  nous  permettra  d'écrire 

(4)  f  +  f  ;;-  =  D.  a  +  f-  (-f«  -  (A)  — L  ai)) . 

^^/  dv        dr  dv  .  y      dp  \dv         ^   ^        firdv  } 

Mais  quant  au  premier  membre  de  cette  équation,  on  voit  facilement 
qu'il  ne  peut  pas  être  identique  avec  la  dérivée  partielle  mentionnée,  a 
moins  qu'on  n'ait: 

re  sin  (t;  —  n^di:^  +  r  cos(î;  —  it^de  =  d[a{i  —  e*)], 

e  étant  l'excentricité  elliptique,  tt^j  la  longitude  du  périhélie,  et  a,  le  demi 
grand  axe.  ^ 


*  Annales  de  TobBervatoire  de  Paris,  I,  p.  235. 


Digitized  by 


Google 


540  Traité  des  Orbites  des  PlaDètes. 

Cette  condition  peut  être  remplie  de  diverses  manières;  d'abord  en 
supposant  les  éléments  constants,  mais  encore,  en  substituant,  pour  leurs 
parties  variables,  lensemble  des  inégalités  du  premier  ordre,  ou  bien,  les 
inégalités  jusqu  a  un  ordre  quelconque.  Mais  elle  ne  sera  pas  satisfaite, 
si  Ton  y  met,  au  lieu  des  variations  totales  des  éléments,  une  certaine 
portion  de  leurs  inégalités,  par  exemple  les  inégalités  séculaires.  On  voit 
en  effet  que,  si  Ton  remplace  les  éléments  e  y  tt^  et  a  par  leurs  expressions 
séculaires,  le  premier  membre  de  l'équation  signalée  renfermera  des  termes 
dépendant  de  2v,  termes  qui  ne  seront  pas  compensés  par  de.  pareils  termes 
du  second  membre.     Il  ne  sera  donc  pas  légitime  de  représenter  de  la  sorte 

les  fonctions  mentionnées  et  en  même  temps  mettre  Texpression  —  à  la  place 

de  L'.  Il  paraît  découler  par  là  que  les  formules  données  par  Poisson  dans 
son  célèbre  mémoire  de  1816,  se  prêtent  seulement  aux  développements 
qui  procèdent  conséquemment  suivant  les  puissances  des  forces  troublantes, 
développements  où  appardtra,  inévitablement,  le  temps  hors  des  signes 
trîgonométriques,  et  qui,  en  conséquence,  ne  pourront  pas  constituer  des 
solutions  absolues.  En  dautres  mots,  après  avoir  détaché  de  la  fonction 
perturbatrice,  la  partie  dite  partie  séculaire,  les  formules  bien  connues  des 
variations  des  éléments  ne  s'appliquent  plus,  les  expressions  séculaires  étant 
considérées  comme  une  première  approximation. 

119.  Revenons  à  notre  équation  (IV^)  qui  joue,  en  quelque  sorte, 
le  même  rôle  dans  la  théorie  des  orbites  absolues  que  joue,  dans  la  va- 
riation des  éléments  képleriens,  Texpression  du  demi  grand  axe. 

En  portant,  dans  l'équation  mentionnée  les  expressions  (2)  et  (3"),  il 
yiendi-a  : 


„  'i-,  +  (.  +  ^)/u....v. + .f^  0«  -  (A)  -  ;,ffl)„v. 
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En  réintroduisant  4S  au  lieu  de   F,  en  remplaçant  la  constante  d'inté- 
gration h  par  une  autre  a,  liée  à  celle-là  par  Téquation 

a 

et  en  désignant  finalement  par  M  l'ensemble  des  termes  indépendants  de  S, 
qui  sont  ou  du  second  ordre  ou  débarrassés  du  signe  f,  on  tire  de  l'équa- 
tion précédente  le  résultat  que  voici: 


(5)     (-nb).-'= ^f,y,     —j.  +  {2  +  ~,)fD.,Udy,\+M. 


Evidemment,  s'il  se  trouvait  dans  M  des  termes  du  type  {A)y  ceux-là 
seraient  tout  au  moins  du  premier  ordre.  En  effet,  les  termes  qui  y  sont 
encore  affectés  du  signe  C  appartiennent  au  second  ordre  et  deviennent, 
par  Tintégration,  du  premier;  les  autres  termes  sont,  par  supposition,  du 
premier  ordre.  Quant  à  Tint^grale  fD^^Qdv^y  son  expression  ne  renferme 
pas  de  terme  du  type  (-4),  et  les  autres  termes  seront  du  premier  ordre. 
11  en  peut  résulter  par  la  multiplication  avec  les  diverses  puissances  de  py 

-^  y  A  et  By  des  termes  du  type  (-4),  il  est  vrai,  mais  ces  termes  seront 
aVç 

partout  sousélémentaires.     Il  s  ensuit  que  l'expression  de  S  ne  renfermera 

aucun  terme  élémentaire,  si  toutefois  a  est  une  quantité  du  premier  ordre. 

En  différentiant  1  équation  (5),  nous  obtenons  un  résultat  de  la  forme 


(6)  77^^  =  ^^ 


d^ 

(I  +  sy 


Q  étant  un  agrégat  où  les  termes  du  type  {A)  sont  nécessairement  du 
second  ordre,  vu  que  tout  terme  de  ce  genre  contenu  dans  cet  agrégat 
est  le  résultat  d*une  différentiation  par  laquelle  sera  produit  un  facteur  de 
Tordre  des  forces  troublantes. 
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La  fonction   Q  se  met  facilement  sous  la  forme 


(7)     «  = 


5ë<^^S> 


<'+'>"+(^>^+'^ 


^'        '     2  dv. 


+ 


m-^^m. 


2       ^/v„ 


] 


[<-">• -C^.)  ■-'-■! 


'1  :'(■■' 


"+")■+(:&.)"+''+*'■ 


|»  +  (2+#)jXflrfv.| 


quon  peut  transformer  ultérieurement  moyennant  Téquation  (i).  Il  ny  a 
pas,  toutefois,  des  motifs  dentrer,  quant  à  présent,  dans  les  détails  sy 
rapportant. 

Quant  à  la  constante  <t,  il  y  aura  à  remarquer  quelle  nest  pas  ar- 
bitraire,   mais   bien    surabondante.     Elle    doit   en    effet  être  déterminée   de 

ilT 
façon   que  l'expression  de  -7-,  donnée  par  Téquation  (25)  du  n°   115,  soit 

dépourvue  de  tout  terme  constant.  Autrement,  la  fonction  T  renfermerait 
un  terme  proportionel  à  langle  t;,  et  on  n aurait  pas  fondé  le  calcul  de 
largument  diastématique  sur  la  vraie  valeur  du  mouvement  moyen. 

Le  résultat  que  nous  venons  de  signaler  par  Téquation  (5),  ne  jouit 
pas  d'un  caractère  absolu.  La  raison  en  est  que  la  série  trigonométrique 
par  laquelle  sera  représentée  la  quadrature  jD^^Qdv^y  pourra  finir  par  être 
'  divergente.  Nous  aurons  plus  tard,  il  est  vrai,  en  partant  de  Téquation 
(X),  un  résultat  plus  rigoureux;  néanmoins  nous  chercherons  à  montrer, 
d'une  manière  fort  simple  que  la  fonction  Sy  déterminée  par  Téquation  (6), 
est  réelle  et  finie. 

120.  Supposons,  en  négligeant  la  fonction  T  dans  les  arguments  des 
divers  termes,  que  le  second  membre  de  Téquation  (6)  ne  renferme  que 
des  termes  tout  connus.     Admettons  ensuite  le  développement 

Q  =  ri  sin  (AjV  +  ZJ  +  j-^  sin  (A^v  +  i J  +  .  .  .  , 


Digitized  by 


Google 


Première  Partie.     Livre  IV.  543 

Ti  )  K  y  -^i  y  T2  y  •  '  '  ^t^nt  des  quantités  constantes,  et  v ,  pour  abréger,  mis 

à  la  place  de  v^ .     Nous  supposons  d'ailleurs  que  les  coefficients  j'iyTny'" 
convergent  comme  une  progression  géométrique. 

Avec    cette    expression,    on    tire    immédiatement  de   Téquation   (6)  le 
résultat  suivant: 


(I  +  sy 


—  I 


}j  nrxc   n    ir   _1_     T.    \  ?J 


=  -K  —  ^'cos  {k,Y  +  L^)  —  (J  cos {X,v  +  L,)  - 


On    peut    toujours    supposer   la  série  du  second  membre  convergente, 
bien  que  la  convergence  ne  soit  pas  uniforme.     En  effet,  si  l'on  pose: 


on  aura: 


( 


P^  =1  +2K^+  ^^[cos(A,v  +  L,)  -  cosi,]  +  .  .  .  , 


où  les  termes  de  droite  forment,  évidemment,  une  série  convergente. 
Il  en  découle: 


y/l    +  2K,+^  [C08(>i,v  +    //,)  -  C09  /y.J  +   .  .  . 

En  développant  le  second  membre,  on  obtient  le  résultat 
(8)      1+5  =   ,     ' ?J î[co8av  +  L.)  —  cosL,]  —  .  .  . 

+ ^-^ i[cos(A,v  +  i:.)-co8L,]'+  .  .  . 


Or,  le  terme  constant  du  développement  de  la  fonction  5  devant  être 
égal    à    une*  quantité   donnée,    que   nous  désignerons  par  a,  il  faut  qu'on 

établisse,  en   ne  considérant  que  les  termes  du  deuxième  ordre  en  7,7,  ... 
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et    en    restituant    K  au    lieu    de    K^,    ce   qui  revient  à  omettre  les  termes 
yCOsLj,  etc.,  Féquation  de  condition  que  voici: 

I  'iF 


v/i  +  2A'  2(1  +  2AT- 

où  Ton  a  désigné  par  2F ^  le  développement 

Evidemment,  si  F,  était,  avec  <t,  une  petite  quantité,  la  résolution 
de  Téquation  que  nous  venons  d'obtenir  seffeotuerait  très  facilement,  parce 
que  cette  supposition  entraîne  celle  que  K  soit  aussi  peu  sensible.  Or,  si 
Ton  ne  considère  que  les  premières  puissances  de  K  et  de  Fj,  il  résultera 
réquation 

doù  Ton  tire: 

+ ... 


^=-'+!|©'+©' 


Maintenant,  si  Ton  désigne  par  Xj  ,  x^ ,  .  .  .  les  coefficients  des  termes 
périodiques  du  premier  ordre  du  développement  (8),  nous  aurons,  en  ne  con- 
sidérant toujours  que  les  termes  du  deuxième  ordre  en  y  ,  j  ,  ...,  Texpression 


x,  = 


Ti 

Xi 


3         9 


ou  bien 


I©'-©" 


Xi  = 


{'-i'y--My-<i)'- 


Certes,  le  procédé  qui  nous  a  conduit  au  résultat  signalé  n'étant 
légitime  qu'à  certaines  conditions,  on  doit  accepter  ce  résultat  sous  toute 
réserve.  Néanmoins,  tout  incomplète  que  puisse  être  la  formule  du  co^i- 
cient  Xi  y  elle  révèle  un  fait  que  nous  allons  retrouver  plus  fard  avec  plus 
de  rigueur,  savoir  que  de  petites  valeurs  des  coefficients  Aj  ne  tendent  pas 
à  agrandir  les  coefficients  Xi  hors  des  limites  finies  et  inférieures  à  Tunité. 
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121.  La  méthode  d'étudier  le  développement  de  la  fonction  S  que 
nous  venons  d'exposer  dans  le  numéro  précédent,  conduit,  si  imparfaite 
quelle  puisse  être,  aux  règles  du  calcul  qui  s'appliquent  avantageusement 
aux  cas  des  planètes  principales.  Néanmoins,  la  discussion  de  certains  de 
ses  détails  étant  assez  difficile,  pour  ne  pas  dire  impossible,  il  convient  de 
la  remplacer  par  une  autre  qui  sous  le  rapport  théorique  paraît  supérieure. 
Je  me  restreins  cependant  à  en  indiquer  le  point  de  départ. 

Dans  ce  but,  différentions  l'équation  (6),  après  y  avoir  écrit  v  au  lieu 
de  v^;  ce  qui  nous  donne  immédiatement: 

d'S  /dsy 

^^^  {i  +  sy     ^(1  +  ^)*     dw' 


Mais  l'équation  (6)  nous  fournit  en  outre  la  relation 


(I  +  S)* 
en  vertu  de  laquelle  l'équation  (a)  prend  la  forme 

I 

Ensuite,  si  l'on  observe  que  Téquation  (6)  s'écrit  ainsi:        ^ 

on   sera   à   même  de  mettre  l'équation  précédente  sous  la  forme  suivante: 
dv'  3Q(i+S')d5       .^,ç,      dQ       ■ 


(1  +  5)'         (I  +  S)'    d\  ^  "       d\ 

On  en  déduit  finalement  l'équation  que  voici: 


(9)      ^-3<3(i  +  5')^^-[6(?»(.  +  5)'  + f  (3  +  iS+  S')]5- 


Traité  de»  orbites  abaoiues.  ^9 
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Tel  est  le  résultat  cherché.  On  pourra  avantageusemeot  y  attacher 
le  point  de  départ  des  approximations  successives,  et,  par  certaines  con- 
sidérations ultérieures,  s'assurer  de  la  convergence  des  développements  qu'on 
va  obtenir.  Je  n'insiste  cependant  pas,  quant  à  présent,  sur  l'étude  de  l'équa- 
tion obtenue,  vu  que  nous  allons  en  envisager,  dans  le  chapitre  suivant,  une 
autre  de  la  même  nature,  à  peu  près,  mais  dont  l'usage  paraît  un  peu  plus 
simple.  Je  me  réserve  toutefois  de  revenir,  dans  la  continuation  du  travail 
présent,  sur  l'équation  (9). 

122.  En  formant  la  quadrature  de  l'expression  (28)  du  n^  103, 
auparavant  multipliée  par  rfv,  il  importe  de  mettre  le  résultat  sous  la 
forme  fondamentale  généralisée,  vu  que  cette  forme  doit  être  employée 
lorsqu'il  s'agit  de  former  les  équations  simultanées  dont  nous  avons  parlé 
^  la  fin  du  n''  17.  Pour  y  parvenir,  nous  établissons  d'abord  les  formules 
que  voici: 


(10) 


j  [^'  sin  (v  —  V')  —  £,  cos  (v  —  v')]rfv 
=  — />'cos(v  — v')  — ^sin(v  — v')+  ?^,, 


(xO 


+  '^^l^h'°(^-^') 


rfv 


^tl^'-fê)').^-^""'!]-''-') 


[(.•-(:^)"y+^.^2^1o„s(v-v.)+,;. 


+ 
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(12) 


+ 


7      COS  2(v  —  V') 


+vta7l»™^('-'') 


dv 


'iPi^-'-m')-^''^'^] 


7  I  sin  2(v  —  v') 


[.(.--(*)■) +V^^]eos.(v-.')+r.. 


Ensuite,  nous  allons  montrer  que  les  trois  fonctions  V'\  ,  7'',  et  V^\ 
sont  de  petites  quantités  de  Tordre  des  forces  perturbatrices.  Or,  les  trois 
intégrales  que  nous  venons  d'établir  entrant,  dans  l'expression  de  S,  multi- 
pliées par  des  facteurs  de  Tordre  mentionné,  les  incréments  dus  aux  fonc- 
tions  ^P\  y  ^\  et   V^3  sont  des  quantités  du  second  ordre. 

En  différentiant  Texpression  (jo),  il  vient  tout  d'abord: 


(ï3) 


dv 


Mais   -j^  +  />'    est    une    quantité    du    premier    ordre,    et   son    produit  par 

sin  (v  —  v')  -T-  ne  renferme  pas  de  terme  sousélémentaire  du  premier  ordre 

et  du  type  (-4).     Donc,  il  est  visible  que  la  fonction   V^\   est  une  quantité 
du  premier  ordre. 

Le  calcul  des  fonctions  (f^  et  V'\  est  un  peu  plus  compliqué.  Nous 
parviendrons  toutefois  aux  résultats  en  différentiant  les  équations  respec- 
tives, (il)  et  (12). 
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De  Téquation  (ii),  il  résultera: 

Admettons,  pour  abréger,  les  notations 

(M)  ^+'«  =  ^'     %+/  =  ^'' 

N  et  ^'   étant,    comme  on  sait,  des  quantités  du  premier  ordre.     En  éli- 

7  2  7  ï     ' 

minant,    avec   les   relations    signalées,   -r^  et  ~^-  de  Téquation  précédente, 
nous  aurons: 
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(■5)  f'=      K'-^'  +  st^^"''—') 

2û4-N'  -7-  COS  (V V'). 

Finalement,  si  Ton  différentie  Téquation  (12),  il  viendra: 

°=  [^(^■■-(i)')-^'"''s]-=('-'') 
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d*oii  Ton  tire,  en  considérant  les  équations  (14),  la  formule  que  voici: 

(.6)  a=      2^'|2fcos2(v-V) 

Il  est  donc  démontré,  par  les  formules  (13),  (15)  et  (16),  que  les  trois 

dff     dV  d^r 

dérivées   -—- ,  -7-;^    et   -^   sont    des    quantités   du  premier  ordre,   vu   que 

tous  les  termes  en  sont  multipliés,  ou  par  N^  ou  par  N\  Mais  les  expres- 
sions des  dérivées  dont  il  s  agit  ne  renfermant  pas  non  plus  des  termes 
sousélémentaires  du  premier  ordre  et  du  type  (-4),  il  est  évident  que  les 
fonctions  ^^\ ,  V'^  et  ¥'3,  elles-mêmes  et  non  seulement  leurs  dérivées,  sont 
des  quantités  du  premier  ordre. 

123.  On  a  supposé,  dans  les  derniers  numéros,  que  la  fonction  Q 
était  donnée  par  une  suite  de  termes  périodiques  tout  connus.  Généralisons 
maintenant  un  peu  cette  supposition,  et  admettons  que  Texpression  de  Q 
soit  composée  de  deux  parties,  dont  Tune  est  multipliée  par  la  fonction 
encore  inconnue  f ,  en  sorte  que  nous  ayons: 

Qq  et  Çj pétant,  tous  les  deux,  des  agrégats  périodiques  connus. 

En  substituant  cette  expression  dans  Téquation  (6),  on  obtiendra,  par 
rintégration,  un  résultat  de  la  forme 

où  F^  y  F^   et   0  signifient  des  agrégats  périodiques  connus. 

Ayant  obtenu  cette  valeur  de  /S,  on  mettra  aisément  Téquation  fon- 
damentale (IX)  sous  la  forme 
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équation  qui  se  transforme  en  la  suivante 

(ix,)  '^.  +  {Y-  2FU,)%  +  (r,  +  2f(^-  rtr, 

=  F.  —  2  Ff  Y,  U,  dv  +  4FfFU,  dvf  0^d\ , 
la  foDction   U^  étant  déterminée  en  vertu  de  l'équation 

La  transformation  que  je  viens  d'indiquer  a  été  exposée  la  première  fois 
dans  les  comptes  rendus  de  Tacadémie  des  sciences  de  Tinstitut  de  France, 
Tome  LXXXXV,  et  ensuite,  dans  mon  troisième  mémoire  2)undersôkningar 
af  theorien  for  himlakropparnas  rôrelser».  Dans  le  second  tome  de  son 
travail  instructif  î>le8  méthodes  nouvelles  de  la  mécanique  célestes,  M.  Po- 
iNCARÉ  en  a  donné  un  analyse  remarquable. 

Il  est  aisé  de  voir  qu'on  pourra  souvent,  en  partant  de  l'équation 
(IX,),  obtenir  ime  solution  relativement  à  la  fonction  ^  dont  Terreur  sera 
une   petite  quantité  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  forces  troublantes. 
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CHAPITRE  IIL 
Termes  critiques. 

124.  Le  calcul  des  inégalités  périodiques  des  planètes  à  été  effectué,  à 
de  très  rares  exceptions  près,  moyennant  des  quadratures  directes,  ou  bien, 
en  partant  d'une  équation  différentielle  linéaire,  dont  la  solution  a  été 
supposée  connue.  On  a  ainsi  ramené  les  intégrations  à  lapplication  de  la 
règle  bien  connue:  changer  le  cosinus  en  sinus,  ou  le  sinus  en  cosinus 
avec  signe  contraire,  et  diviser  le  coefficient  du  terme  considéré  par  le 
facteur  affectant,  dans  largument,  la  variable  indépendante.  Un  diviseur 
déterminé  de  la  sorte  sera  nommé  diviseur  linéaire  et  le  procédé  mentionné, 
intégration  linéaire. 

Cette  manière  de  procéder,  sans  doute  appliquable  quant  à  la  plupart 
des  termes  apparaissant  dans  les  seconds  membres  des  diverses  équations 
fondamentales,  cesse  néanmoins  d'être  légitime  lorsque  le  diviseur  linéaire 
s'abaisse  au  dessous  d'une  limite  déterminée.     En  voici  la  raison. 

Si  Ton  considère,  ce  qui  n'est  point  interdit,  le  résultat  essentiel  de 
l'intégration  d'un  terme  distinct  d'être  ce  qu'on  obtient  par  l'application  de 
la  règle  mentionnée  mais  en  employant  un  autre  diviseur  que  j'appelle  di- 
viseur  effectif,  les  deux  diviseurs  nommés  ne  sont  jamais  rigoureusement 
identiques,  bien  que  le  diviseur  linéaire  puisse  constituer  la  partie  pré- 
pondérante du  diviseur  effectif.  Mettre  le  diviseur  linéaire  dans  le  dé- 
nominateur du  coefficient  demandé,  au  lieu  du  diviseur  effectif,  revient  donc, 
on  s'en  aperçoit  facilement,  à  avoir  entamé  un  développement  suivant  les 
puissances  du  rapport  de  la  différence  entre  les  deux  diviseurs  par  le  di- 
viseur linéaire.  Or,  il  est  facile  de  prévoir  que  le  rapport  mentionné  puisse 
acquérir  des  valeurs  assez  grandes  pour  que  le  développement  dont  j'ai  parlé 
devienne  divergent:  il  faut  seulement  que  le  diviseur  linéaire  prenne  une 
valeur  suffisamment  petite.  En  conséquence,  on  peut  attendre  des  cas  où 
le  mode  du  calcul,  en  employant  les  diviseurs  linéaires,  devient  impraticable. 
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Lorsqu'un  diviseur  est  tellement  petit  qu'il  donne  occasion  à  des  dé- 
veloppements peu  convergents  ou  même  divergents,  je  le  nomme  terme  cri- 
tique. On  peut  donc  dire  que  la  méthode  de  Tintégration  linéaire  ne  se 
prête  plus  aux  termes  critiques. 

Dans  la  note  ))Bemerkungen  uber  die  Convergenz  der  nach  den  Po- 
tenzen  der  storenden  Krafte  geordneten  Annaherungen  im  Stôrungspro- 
bleme»,  ^  on  a  montré,  par  des  exemples  numériques,  combien  peut  s  écarter, 
de   la   valeur  exacte,   la  valeur  d'une  inégalité  obtenue  par  Tintégi'ation  li- 

sA 
néaire.     On  y  a,  en  particulier,  fait  voir  que,  si  la  fraction  ^^,  s  approche 

de  la  valeur  — ^  ,   la  convergence   cesse  du  développement  qu'on  a  entamé 

en  admettant,  pour  approximation  initiale,  le  résultat  de  l'intégration  li- 
néaire. Dans  l'expression  de  la  fraction  signalée,  A  signifie  le  coefficient 
du  terme  considéré,  tel  qu'il  entre  dans  le  second  membre  de  l'équation 
(X);  5,  un  nombre  entier,  et  A  finalement,  le  diviseur  linéaire. 

Mais  d'autre  part,  on  a  aussi  mis  hors  de  doute  que  les  vrais  résultats 
relativement  aux  inégalités  considérées  dans  la  note  citée,  ne  deviennent 
point  infinis,  même  si  la  valeur  du  diviseur  linéaire  s'évanouit.  Ce  fait-là, 
étant  d'une  grande  importance  quant  à  l'étude  des  inégalités  périodiques, 
on  en  a  examiné  soigneusement  les  détails  dans  le  mémoire  DUntersuchungen 
iiber  die  Convergenz  etc.».^ 

Cependant,  les  méthodes  mises  en  usage  dans  le  travail  mentionné 
n'étaient  pas  propres  à  faire  reconnaître  la  vraie  nature  des  termes  élémen- 
taires dans  les  cas  où  ils  deviennent  critiques.  A  cet  égard,  il  fallait  des 
recherches  ultérieures,  ce  qui  m'a  obligé  de  publier  le  mémoire  »Nouvelles 
recherches  etcD."^ 

Dans  le  mémoire  nommé,  je  me  suis  servi  de  certaines  équations 
différentielles  du  second  ordre,  dont  le  degré  était  d'abord  égal  à  3:  J'en 
ai  ensuite  déduit  de  nouvelles  équations  ayant  la  forme  d'équations  linéaires 
et  appartenant,  quant  à  la  forme,  à  la  catégorie  des  équations  qu'on  peut 
appeler,    avec    M.    Poincare    et    d'autres    savants,    équations  aux  variations. 


^  Astron.    Nachr.     Bd.    I2i. 

■^  Acta   math.     Tome  9. 

*  Acta   math.     Tomes    15   et    17. 

TraiU  des  orbiiea  absolues.  7^ 
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Mais  jai  en  soin  de  déterminer  les  coefficients  entrant  dans  ces  nouvelles 
équations  d'une  manière  telle  que  leurs  expressions  renfermassent  certaines 
quantités  constantes  du  second  ordre  relativement  à  la  fonction  cherchée. 
De  la  sorte,  j  ai  obtenu  des  équations  de  forme  linéaire  mais  conduisant 
à  des  équations  algébriques  tout  au  moins  du  troisième  degré,  d'où  sob- 
tenaient  les  coefficients  du  résultat  représenté  toujours  par  une  série  tri- 
gonométrique.  Les  équations  différentielles  jouissant  de  cette  propriété  ont 
été  appelées  équations  différentielles  horistiques. 

On  en  pourra  distinguer  deux  genres. 

Considérons  l'équation  linéaire  du  second  ordre: 

I"^   étant  une  fonction  de  certains  coefficients  constants  encore  indéterminés, 

et  renfermant  comme  terme  additif  un  agrégat  périodique  tout  connu.     La 

fonction    Y^    peut    d'ailleurs    renfermer    une  partie  constante  toute  connue. 

L'équation    proposée   a   pour  l'intégrale   générale  l'expression  suivante: 

y=   <^;{^''«  +  '''''■,  +v''p\  +  ...y^ 

qui  peut  être  remplacée  par  une  autre  plus  convenable,  si  v  n'est  pas  une 
quantité  très  petite. 

Dans  l'expression  signalée,  les  V^'  signifient  des  agrégats  périodiques  qu'on 
peut  considérer  comme  tout  connus,  et  y,  un  coefficient  constant  qu'on 
appelle,  avec  M.  Poincaré,  exposant  caractéristique.  Quant  aux  équations 
horistiques,  l'exposant  caractéristique  est  fonction  des  constantes  indétermi- 
nées entrant  dans  l'expression  de  Y^ .  L'exposant  caractéristique  ne  s'obtient 
donc  pas,  moyennant  un  calcul  direct,  des  quantités  toutes  connues  et  don- 
nées dans  l'expression  de  la  fonction  Fj,  mais  il  entre  comme  inconnu 
dans  une  équation  algébrique  ou.  transcendante,  d'où  Ton  tire  une  valeur 
réelle  de  son  carré.  Cette  valeur  pouvant  être  positive  ou  négative,  on 
distinguera  par  là  les  deux  genres  des  équations  horistiques: 

1°.     Equations  horistiques  à  exposant  caractéristique  réel; 

2°.     Equations  horistiques  à  exposant  caractéristique  imaginaire. 

'   Nouvelles  recherclies  etc.,  §  7,  n°  5. 
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Il  n'est  pas  nécessaire  de  distinguer  séparément  le  cas  intermédiaire 
où  lexposant  caractéristique  disparaît,  parce  qualors  1  équation  linéaire  perd 
sa  propriété  d'être  horistique. 

Reprenons  lequation   (i6)  du  n^  8,  et  admettons-y: 

Supposons  ensuite  que  la  série 

To  +  n  +  •  •  • 

soit  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  s  entre  c  ^-  o  et  une  limite 
supérieure  s  =  e^.  En  supposant  s^  moindre  que  Tunité,  on  peut  encore 
admettre  que  les  coefficients  p^  aillent  en  croissant,  de  sorte  quon  ait: 

On  en  conclut  que  la  série 
est  encore  convergente,  pourvu  qu'on  ait: 

condition  qui  est  remplie  dans  les  théories  des  planètes  principales.  En 
effet,  le  module  s  étant  une  quantité  du  second  ordre  par  rapport  aux 
coefficients  diastématiques  et  aux  coefficients  anastématiques,  on  aura  toujours, 
dans  les  théories  de  ces  planètes,  une  valeur  de  s^  suft'isamment  petite  pour 
garantir  la  convergence  des  termes  critiques  apparaissant  dans  le  second 
membre  de  Téquation  (i6)  du  n®  8. 

La  dernière  remarque  a  été  faite,  évidemment,  pour  préciser  ce  que 
je  viens  de  dire  vers  la  tin  du  n°  8. 

125.  Admettons  quon  ait  introduit,  dans  Téquation  (VIIT),  la  va- 
riable indépendante  v  (ou  v^)  au  lieu  de  v^]  écrivons-y,  pour  abréger,  p 
et  p  au  lieu  de  (p)  et  (/>'),  et  supposons  finalement  que  les  fonctions  (4^) 
et  (P)  soient  mises  sous  la  forme  fondamentale  généralisée:  Téquation  men- 
tionnée se  met  alors  sous  la  forme  suivante,  où  les  termes  du  cinquième 
degré  et  des  degrés  supérieurs  sont  supprimés. 
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Dans  cette  équation,  ni  les  P ,  ni  les  W  ne  sont  connus  dès  le  début; 
mais  on  sait  que  ceux-là  sont  des  quantités  du  premier  ou  deuxième  ordre 

dépendant  des  expressions  p'^ —  i'i)   >  ^Pj:-  >  /''  ^^    /  •  >  ^^  V^  ^^  V>  '^^^^^ 

que  de  l'angle  v  —  v'.  En  consultant  les  formules  (27)  et  (28)  du  n°  103, 
ainsi  que  les  formules  (10),  (11)  et  (12)  du  n"  122,  on  parviendra  facile- 
ment à  représenter  les  fonctions  dont  il  s'agit  moyennant  des  expressions 
de  la  forme  que  voici: 

+y5i!i'|2/>:|  cos  2(v-v')-  (//'-(^)')  siu  2(v-v')l . 


+  /5^o!i'| (/>"-(£-)')  cos2(v-v')  +  2^'^;sin2(v-v') 


(3,  c)  I\,  =        ^,f[p'  cos(v  -  V')  +  ^sin(v  -  v')]. 

(3,  d)  P,,i  =        ^,\P[-  p'  sin  (v  -  v')  +  ^'  cos  (v  -  V')], 

(3,  e)  A.«  =       ^^f[p'  cos  (v  -  V')  +  '^.  sin  (v  -  v')  |, 

(4)  W  =        (//•"  +  A'-'W')[p'  cos  (v  -  V')  +  ^;  sin  (v  -  V')]. 

Dans  ces  formules,  où  Ton  a  négligé  quelques  petits  termes  du  second 
ordre,  et  où  Ton  n  a  pas  encore  tenu  compte  des  parties  dues  aux  fonctions 
anastématiques,  les  coefficients  y?  et  ;-  sont  des  quantités  du  premier  ordre, 
ne  dépendant,  du  reste,  que  des  rapports  entre  les  protomètres. 
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Pour  distinguer  les  actions  des  diverses  planètes,  j  ai  mis  en  évidence 
les  indices  ^  et  /.  Ainsi  la  lettre  k  se  rapporte  à  la  planète  attirée  et  /, 
à  la  planète  attirante.  Cependant,  pour  débarrasser  le  plus  possible  les 
formules  de  trop  d'indices,  j'écrirai,  lorsque  il  ne  sagit  que  de  donner  un 
aperçu  général,  ^ ,  ^',  .  .  .  au  lieu  des  ^*''^;  '^ ,  '/9",  ...  au  lieu  des  /9^''*-, 
et  ainsi  de  suite. 

Si   la   planète    à   laquelle    se    rapportent    les    quantités   />,—-,...  et 

langle  v ,  est  soumise  à  l'action  de  plusieurs  autres  planètes,  les  expressions 
signalées  de  V  et  de  W  seront  complétées  par  de  nouveaux  termes  tout 
semblables   à   ceux  que  nous  avons  mis  en  évidence.     Je  vais  écrire  alors: 

+   2^',77COS2(v  —  V') 

+/^:o[-(/>"-(:^)')-a(v-v") 

+  2/0"|J7COS2(v  — V") 

+  y^;,  [  (i«"  -  (i^)  ' )  «««  2(v  -  ^')  +  ^P' %  ^^  2(v  -  v')l 

+  /5;:.  [(/>"'-  (^)')  cos  2(v-  V")  +  2//';|j;sm  2(v-  v")J 

+  ••  ' 

(5 ,  o)      n,.  =      ir.,.\p'  cos  (v  -  V)  +  ;^  sin  (v  -  v')] 

+  i?;:{^"  cm  (v  -  V")  +  ^  sin  (v  -  v")J  +  .  .  .  , 
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(5.a)  P,,  ^       /?;,[- //sin(v-v')  +  ;g.cos(v-v')] 

+  y9;:,[-//'sin(v- V")  +  ^<cos(v-v")|  +  .  .  .  , 

(5,  e)  ^V«  =       /?;o[^'  cos  (v  -  V)  +  ;^  sin  (v  -  v')J 

+  ^l\p"  cos  (v  -  V")  +  ^  sin  (v  -  V")  I  +  .  .  .  . 
Finalement,  Texpression  complète  de    W  devient  celle-ci: 

(6)  W=       (rî  +  nr)[p'  cos  (v  -  V)  +  '^^.  sin  (v  -  V')] 

+  (r;'+riY"0[/'"cos(v- V")  +  ^sin(v-  v")J 

+ .... 

Quand    il    s'agit   d'une    autre    planète,    par    exemple   de  celle  dont  les 
coordonnées  s'expriment  moyennant  p' ,  v'  et  3',  j'emploierai  les   notations 


(5'.  a)     i'i.o  =  —  ;  /T-x 


-\wM^y'{-{'-'-(^)') 


sin  2(v'  —  v) 
+  2p£cos2{y'  —  v) 


+  '/5;:. 


+   2^"J^-:C0S2(V'-V")| 

(5',  b)  K, = '/î. + w + %v' + %'r' +-—1  (eV  C-!^T+  (7)  '''^'^ 


:')  dv 


+ ... 


cos  2(v'  —  y")  +  2p"'-^.  sin  2(v'--v") 


j 


etc. 
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Désignons  encore  par  H ,  H\  W\  ...  les  parties  constantes  des  fonc- 
tions Tj^ ,  Tj''^ ,  r/''^  y  .  .  .  ,  et  posons: 

(7)  n,t  -  A  +  i%H  +  y9;//'+  p::H"  +  . . .  +  [P],,, , 

(70  p;,  =  'yî,  +  'A  //' + 'A  //  +  ',^;'  //"  +  ...  +  [1%, 

etc., 

en  sorte  que  [P]o.i  ,  [P]o,i  »  etc.  soient  des  a^^régats  périodiques  exprimant 
les  parties  variables  de  Poj  »  Po.i  ,  •     •  . 

Cela  étant,  nous  allons  appliquer,  à  l'équation  (2),  la  méthode  de 
transformation  établie  dans  le  §  5  du  mémoire  ^nouvelles  recherches  etc.)). 
Or,  si  Ton  pose: 

(8)  /.  =  (.  -jr.,,)  E  +  f./^+)l,\{>  -P)rJ  ■+  (^)"] 

les  fo.î,f i,o»/o»;^i  et  ;f2  étant  des  fonctions  quHl  faut  déterminer  convenable- 
ment, et  yî,  une  constante  dont  la  valeur  peut  être  choisie  de  nianière  à 
rendre  certaines  parties  variables  aussi  petites  que  possible,  et  quon  mette: 

(9)  ^  +  (i-^)E  =  L, 
on  arrivera  à  l'équation 

(10)  ^+[,-/9,-y9,//_^,i/'_^/^"-...]7i;+jr,o^'-f„,L+i»/=Tr, 

où  Ton  a  désigné  par  M  un  agrégat  périodique  dont  les  coefficients  sont 
tout    au    moins    du    premier   ordre  et  du  troisième  degré.      Cest  de  même 

quant  aux  produits  f"i,o-r7  et  fo.iX. 

Evidemment,  les  H  renfermant  comme  facteur  la  somme  des  carrés  de 
tous  les  coefficients  se  trouvant  dans  les  expressions  de  p  \,  p\  etc.,  sont  des 
fonctions  horistiques,  et  leur  présence  donne  \\  Téquation  signalée  son  ca- 
ractère horistique. 

Ayant  obtenu  Téquation  (10),  nous  allons  la  diviser  en  deux  autres, 
en  supposant 

(11)  E=X  +  X,, 
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la  fonction   X  étant  fixée  au  moyen  de  Véquation 


(12)  ;;,:r-+[i-/9.-/3,//-...]X 

-     (r;  +  n  rn[x'  ^<^«  (^  -  v)  +  j^7  «î^^  (^  -  v)  | 

+  (rr + r-r  ^^")[^"  oos  (v- V")  +  ;|^5^  sin  (v  -  v")  | 


+ ... 


Quant  aux  fonctions  X' ,  X",  etc.  qui  apparaissent  dans  le  second 
membre,  elles  sont  données  moyennant  des  équations  tout  analoofues  à  celles 
que  nous  venons  d'établir. 

En  effet,  si,  en  considérant  une  seconde  planète,  nous  réitérons  les 
transformations  indiquées,  nous  serons  obligés  à  mettre: 

(8-)      f.'  =  (.  ~  r;,)Fy  +  <,;iî  +  x:[{,  -  ■^)k'  +  (;|^)'] 
+  ^.;^'r+4(.-w^--(;L?)']; 

et  ensuite: 

(90  ^  +  (ï-'/9)^'  =  ^A 

ce  qui  entrîiîne  Téquation  suivante: 

(lo-)     ;j^  +  [,  -  '/9,  -  '/9,7/'  -  'y?,//  -  '/îi'//"  -  .  .  V':  +  <f\/-^ 

Maintenant,  si  Ton  admet: 

(il')  7<:'=:X'  +  x;, 

on  pourra  établir  lequation 


(.2')  ;^^^+[,_'^9.-'/9,//'-...]A" 


=     Cr,  +  •r.Ji)\^  <'<>^  (V  -  v)  +  ;;f  sin  (V  -  v)  I 

+  Cri'  +  v;'  in\X"  cos/v'-  V")  +  'J;^;  sin  (v-  -  v")  J 
+  .... 
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De  la  même  manière,  on  obtiendra  facilement  de  pareilles  équations  en 
Z",  X'",  etc.,  qui,  avec  les  deux  que  nous  venons  de  mettre  en  évidence, 
forment  un  système  d'équations  linéaires  dont  Tintégration  ne  présentera 
pas  de  graves  difficultés.  Le  seul  inconvénient  qull  y  reste,  dépend  de  la 
présence  des  diverses  variables  v  ,  v*,  etc.  Cependant,  les  rapports  entre  ces 
variables  étant  à  peu  près  constants,  on  parviendra  facilement,  en  négligeant 
d  abord  des  quantités  du  second  ordre  et  du  second  degré,  à  établir  les 
intégrales  du  système  des  équations  (12),  (12'),  etc. 

On  pourra  aborder  de .  diverses  manières  le  problème  dont  nous  venons 
de  parler.  Voici  la  méthode  qui  conduit  le  plus  promptement  à  des  ré- 
sultats, du  moins  dans  les  cas  les  plus  fréquents. 

126.     Soient: 

X  =  k  cos  (v  —  cS)  +  kl  cos  (v  —  cD,)  +  .  .  .  , 

(13)  I  X=  /v'cos(v'— 0)')+  k[cos{v'  —  a)[)  +  .  .  .  , 

.   .   .   , 

les  k  étant  des  coefficients  constants,  qu'on  peut  identifier  dans  la  première 
approximation  avec  les  ar,  et  les  û>,  des  angles  dont  les  dérivées  par  rapport 
aux  variables  v  ,  v' ,  .  .  ,  soient  des  quantités  du  premier  ordre.  Lorsque, 
dans  les  expressions  de  ces  dérivées,  il  y  a  des  termes  périodiques,  les 
coefficients  de  ces  termes  seront  des  quantités  du  premier  ordre  et,  tout 
au  moins,  du  premier  degré. 

Cela  étant,  nous  allons  différentier  les  équations  (13),  ce  qui  nous 
conduira  aux  expressions  de  la  forme  que  voici: 

=  —  A;  sin  (v  —  55)  —  A^  sin  (v  —  ffii)  —  ...  —  (/), 


(14) 


dv 
dX' 


=  —  A'sin  (v'—  &)—  k[  sin  (v'—  cD;)  —  .  .  .  —  (/'), 


où  les  {l)  signifient  des  fonctions  de  la  même  nature  que  les  (A),  in- 
troduites dans  le  n"^  13,  et  dont  les  valeurs  sont  très  petites  du  premier 
ordre  et  du  premier  degré.  En  les  négligeant  dabord,  nous  nous  réser- 
vons de  les  réintroduire  dans  les  expressions  rigoureuses. 

Traité  des  orbites  abaolueê.  71 


Digitized  by 


Google 


J62  Traité  des  Orbites  des  Planètes. 

On  parvient  maintenant  aux  formules 

X'  cos  (v  —  v')  +  j-r  sin  (v  —  v') = ft'  cos  (v  —  S')  +  k[  cos  (v  —  fi»;)  + ..., 
^'^^  ^  X"cos(v  -  v")  +  ^^  sin  (v  -  v")  =  «"co8(v  -tS")  +  A-î'co8  (v  -ai[')+..., 


1  xr 

X  cos(v'—  v)  +  y-  sin(v'  — v)  =k  eos(v'—  cS)  +  ^i  cos(v'  —  fi},)  +  ..., 
^^^^    X'cos(v'-v'0+^sin(v'-v'0=/.'''cos(v'-©'0+*;'cos(v'-fi}n  + 


etc. 

En  introduisant  les  valeurs  signalées  dans  les  équations  (12),  (12'), 
on  arrivera  sans  peine  à  un  système  d'équations  algébriques  d'où  sob- 
tiennent,  moyennant  des  approximations  successives,  et  les  valeurs  des 
coefficients  A; ,  AJj  ,  .  .  .  ,  A;' ,  AJ  ,  .  .  .  ,  et  celles  des  vitesses  des  arguments  w , 
û>,  ,  .  .  .  ,  û>' ,  û>l ,  .  .  .  ;  je  dis  expressément:  par  des  approximations  succes- 
sives, parce  que  les  H ,  H' ,  .  .  .  sont  inconnus  et  ne  peuvent  pas  être 
calculés,  ni  même  approximativement,  qu  après  une  première  détermination 
des  X ,  X' ,  .  ,  .  .  Je  reviendrai,  du  reste,  au  système  mentionné,  qu'il 
paraît  inutile  de  mettre  en  évidence  quant  à  présent,  avec  des  applications 
aux  planètes  principales,  dans  la  troisième  partie  du  travail  présent. 

Afin  de  former,  finalement,  les  équations  en  X^  ,  XJ ,  . . . ,  j'admettrai 
avant  tout  les  notations  suivantes: 


en   sorte  que   les  [gy^  expriment  des  agrégats  périodiques.     Je  poserai  en- 
suite, en  omettant  les  termes  du  cinquième  degré, 
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W,  =  y,,L  -i.,.  '^i-M+r'.{r\E'  cos(v-  V')  +  ^8in(v-  V')] 

+  r'A-n"%E"  cos  (V  -  V")  +  ^  sin  (V  -  V")] 
+  ...  , 
lf;=^;,L'-^;..^— M' +  V,M[Ecos(v'-  v)  +  ^sin(v'- v)] 

+  Vi'h"*][-E"co8(v'- V")  +  ^8m(v'-v")] 


+  ...; 

alors,  en  retranchant  l'équation  (12)  de  l'équation  (10),  l'équation  (12')  de 
l'équation  (10'),  et  ainsi  de  suite,  il  viendra,  en  considérant  les  déootations 
(i  i) ,  (i  i') ,  .  .  . ,  le  système  que  voici: 

=    (ri  +  riS')[^i  co«  (V  -  v)  +  ^  sin  (v  -  V')] 

+  (rr  +  ri'^")[x;'cos(v- V")  +  ^'8in(v-v")] 
+  ... 
+  w,, 

('6')  ^^  +  [i-'/9,-'/9.fl'-...]Xi 

=      Cr.  +  'r,  ^)[^.  cos  (v'  -  v)  +  ^  sin  (V  -  v)] 

+  ('rî'  +  'r;'^')r^î'cos(v'— v")  +  ^  sin(v'— v'O] 

.+  •• 

+  W[, 
etc. 
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En  comparant  les  équations  (12)  et  (16),  on  se  convaincra  tout  de 
suite  que  les  deux  systèmes  sont  tout  semblables,  à  Texception  que  les 
équations  (16),  (16'),  sont  affectées  de  termes  supposés  tout  connus,  savoir 
des  termes  désignés  par  TTi  ,  W[  ,  .  .  .  .  Ayant  obtenu  les  intégrales 
du  système  des  équations  (12),  on  aura  aussi  celles  des  équations  (16). 
Les  procédés  analytiques  y  conduisant  n'impliquent  pas  de  difficulté,  mais 
l'application  pourra  entraîner  des  calculs  épineux,  toutes  les  fois  que  les 
expressions  des  divers  W  renferment  des  termes  critiques.  Mais  dans 
un  tel  cas,  il  faut  observer  deux  choses:  d'abord  que  les  W  sont  des 
quantités  du  troisième  degré,  et  ensuite  que  les  dénominateurs  introduits 
par  Tintégration  renferment  comme  termes  additifs  les  fonctions  boristiques 
H  j  H\  .  ,  .  chacune  multipliée  par  un  facteur  de  Tordre  des  forces  trou- 
blantes. Par  là,  on  est  assuré  que  les  termes  résultant  de  l'intégration  du 
système  (16)  seront  des  quantités  tout  au  plus  du  premier  degré. 

Dans  le  cas  des  termes  critiques,  par  exemple  dans  celui  des  quatre 
planètes  inférieures,  on  est  obligé  de  refaire,  plusieurs  fois,  les  approxima- 
tions dès  le  début,  mais  on  pourra  aussi  mettre  à  profit  des  méthodes  de 
tâtonnement  conduisant  plus  promptement  au  but.  Quant  aux  détails  du 
calcul,   il  me   faut  renvoyer  le  lecteur  à  la  troisième  partie  de  ce  travail.* 

127.  Supposons  qu'on  ait  déterminé  les  termes  élémentaires  faisant 
partie  des  expressions  des  divers  /O  et  j,  dont  les  derniers  s'obtiennent 
d'une  manière  tout  analogue  à  celle  que  nous  venons  d'exposer  dans  le 
numéro  précédent;  on  sera  alors  à  même  de  calculer  les  inégalités  diasté- 
matiques  et  anastématiques.  Je  ne  m'arrête  cependant  pas  à  ce  point 
quant  à  présent,  parce  que  le  calcul  des  dites  inégalités  n'entraîne  pas  de 
difficultés  sérieuses,  pourvu  qu'on  ait  eu  soin  de  mettre  en  évidence  les 
termes  principaux  dépendant  des  fonctions  horistiques.  Mais  ce  qu'il  ne 
faut  pas  pourtant  passer  sous  silence,  c'est  l'exposition  de  la  manière  de 
calculer  les  termes  critiques  et  les  termes  élémentaire:?  entrant  dans  l'ex- 
pression de  la  réduction  du  temps.  Voilà  aussi  le  point  le  plus  délicat 
de  l'analyse  des  inégalités  planétaires. 


^  Dans  la  thèse  »Sur  les  termes  élémentaires  dans  l'expression  du  rayon  vecteur», 
M.  Max  Wolf  a  donné  ime  première  application  de  la  méthode  que  je  viens  d'esquisser 
dans  le  texte. 
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En  inspectant  les  formes  des  divers  arguments  et  notamment,  Texr 
pression  (i")  du  n°  95,  et  en  se  rappelant  que  les  fonctions  V  et,  V,'  y^ 
entrant  sont  toujours  accompagnées  de  U,  respectivement  de  U',  fonctions 
dont  les  expressions  sont  données  par  les  formules  (3)  du  n®  40,  il  est 
aisé  de  voir  que  tout  argument  peut  être  mis  sous  la  forme 

Arg.  =  2Av  +  2J5  — 6'U, 

X  et  B  ét^nt  des  constantes  quelconques  et  s\  à  très  peu,  près  un  nombre 
entier.     On  y  a  toutefois  supposé  que  le  coefficient, 

soit  mis  sous  la  forme  d*un  agrégat  périodique  aux  termes  constants.     . 
Maintenant,  si  dans  Texpression 

U  ==  (i  -  01X^2^-  ^)  —  {n'T  —  X% 

on  supprime  les  termes  dépendant  de  X  y  X'  et  jP,  ce  qui  n  altère  pas 
lexposition  de  notre  méthode  d'intégration,  l'argument  dont  il  s'agit  sera 
donné  moyennant  la  formule 

Arg.  =  2Av  +  2B  +  sT, 

où  s  signifie  le  produit  — 5'(i  — ç^)/in.  Dans  le  cas  d'un  terme  élémen- 
taire, le  nombre  s  sera  toutefois  une  quantité  de  l'ordre  des  masses  trou- 
blantes, ce  qu'on  voit  facilement  en  consultant,  par  exemple,  les  formules 
(14)  et  (14')  du  n*'  4T. 

Cela  étant,  nous  reprenons  l'équation  fond^ipentale  {X),  ou  bien  une 
autre  donnant  la  valeur  de  la  seconde  dérivée  de  la  fonction  T,  T  étant 
mis  au  lieu  de  la  lettre  barrée  T.  En  introduisant  ensuite  à  la  place  de 
3Qj^  le  développement 

—  A,  sin.(2A,v  +  2B,.+  5,r)  —  A,  sin.(2A,v.+i2J5,  +  sj") —  .  .  .  , 

dT 
et   en   omettant  les  termes  dépendant  de  ^,  ce  qui  est  permis  parce  que 

ces  termes  ne  sont  pas  essentiels,  lorsqu'il  s'agit  d'élucider  le  principe  de  la 
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méthode  d'intégration,  et  en  écrivant  finalement  G^  au  lieu  de  2A„v4-  2B„, 
il  viendra: 

('7)  .7^'=  -  A  si^C^^o  +  \T)  -  A,  8m((?.  +  sj)  -.... 

11    importe    de    voir   qu'on    peut  toujours  supposer  les  coefficients  A^ 
positifs.     En   effet,  s'il  y  en  a  des  valeurs  négatives,  il  ne  faut  qu'ajouter 

-  à  l'angle  constant  B^  après  quoi  on  prendra  la  valeur  positive. 

Considérons  en  particulier  l'équation 

(.8)  ^=-^8in(G  +  sT)-X, 

X  étant  un  agrégat  périodique  dont  nous  supposons  les  divers  termes  tout 
connus. 

L'intégration    de    l'équation    proposée    est   en    effet  un  problème  assez 
compliqué;  pour  le  simplifier  un  peu,  je  mets  d'abord 

T=  Z  +  ^-V, 

8 

et  je  détermine  la  fonction  Z  en  établissant  l'équation 

(19)  0=-^8in(G  +  sZ). 

H  restera,  pour  évaluer  la  fonction    F,  l'équation  suivante: 

(20)  ^=—sA  cos  {G  +  sZ)V+  s  A  sin  {G  +  sZ)  F' 

+  ^ sA  cos{G  +  sZ)V'  —  .  .  .  .  —'-X. 

L'intégrale  de  l'équation   (19)   s'obtient  sur-le-champ.     En  effet,  cette 
équation  sera  satisfaite,  si  l'on  admet: 

(21)  G  +  sZ  =  2  am?^(Av  +  B), 
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le  module   des  fonctions  elliptiques  étant  déterminé  moyennant  la  relation 

sA 


(")  (f)*'=i^ 


'Les  résultats  que  nous  venons  de  signaler  entraînent  quelques  remarques. 

iPar  la  relation  (22),  il  est  visible  que,  même  dans  le  cas  où  A  acquiert 
une  valeur  extrêmement  petite,  la  valeur  de  k  peut  être  prise  moindre  que 
l'unité;  il  s'ensuit  que  les  valeurs  de  Z  sont  renfermées  dans  des  limites 
dont  lamplitude  sera  d'autant  moins  considérable,  plus  que  le  nombre  5 
sera  plus  grand.  Dans  le  cas  où  s  est  négatif,  la  valeur  du  module  devient 
imaginaire;  on  réduira  alors  les  formules  à  celles  d'un  module  réel,  en 
employant  quelques  théorèmes  bien  connus  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

S'il  s'agit  d'un  terme  élémentaire  du  type  {A)y  le  nombre  s  est  une 
quantité  de  l'ordre  des  forces  troublantes;  on  en  conclut,  en  supposant 
toujours  A  très  petit,  de  sorte  que  le  module  s'approche  de  l'unité,  que  la 
fonction  Z  sera  représentée,  par  des  termes  surélémentaires.  Mais  une  telle 
solution  n'étant  pas  admissible,  on  conclut  que  le  point  de  départ  des 
approximations  successives  n'était  pas  bien  choisi,  si  toutefois  l'on  ne  veut 
pas  admettre  la  conclusion  non  fondée  qu'une  solution  au  moyen  de  fonc- 
tions trigonométriques  soit  impossible. 

Lorsqu'une  synechie  dont  le  degré  est  plus  grand  que  zéro,  renferme 
un  terme  qui  a  l'apparence  de  donner  naissance  à  l'inégalité  dite  libration, 
les  termes  coordonnés  paraissent  d'abord  par  l'intégration  devenir  sur- 
élémentaires. Cependant,  si  l'on  aborde  le  calcul  de  l'inégalité  naissant 
d'un  tel  terme  coordonné  en  appliquant  les  formules  (21)  et  (22),  on 
trouvera  des  résultats  acceptables,  mais  le  module  acquerra  une  valeur  près 
de  l'unité,  à  moins  que  le  terme  dont  il  s'agit'  ne  soit  pas  d'un  degré 
suffisamment  élevé. 

128.  Considérons  maintenant  l'équation  (20),  et  cherchons  les  résultats 
qu'on  en  peut  tirer,  en  négligeant  les  termes  en  F' ,  F^ ,  ...  et  en  ad- 
mettant que  la  fonction  X  ne  renferme  qu'un  seul  terme,  en  sorte  que 
nous  ayons: 

X  =i  j'smHy 

H  étant  l'argument  av  +  b.     Nous  supposons  que  le  coefficient  ;*  soit  une 
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*très  petite  quantité  du  deuxième  ordre,  mais  nous  admettpns  aussi  le  di- 
viseur linéaire  o  très  petit,  disons  une  quantité  du  premier  ordre.  Nous 
distinguons  cependant  deux  cas:  dans  le  premier,  nous  supprimons  la  fonc- 
tion Z  dans  largument,  ce  qui  revient  à  négliger  les  termes  d'un  ordre 
plus  élevé  que  le  second;  dans  Taùtre  cas,  nous  n'admettons  pas  cette 
simplification. 

Cela  supposé,  nous  avons  dans  le  preiùier  cas: 

(23)  -TT  ^  —  s^  cos'(r  ,V  —  ;^  sin  Jî. 

En  intégrant  cette  équation  itnoyennarit  des  approximations,  on  pourra 
procéder  de  la  manière  suivante: 

Si  Ion  admet  le  développement 

et  que  Ton  détermine  les  diverses  fonctions  y,  en  intégratit  successivement 
les  équations 

^  =  —sAcosG.y^, 
^  =  —sAcosG.y^, 


dont  la  somme  évidemment  équivaut  à  l'équation  (23),  il  viendra: 
y,  =^8inF, 

Pi  =  -TT^r^.sin  (G  +  H)  —  ,  /^^„  .sin  (G  —  H), 


y,  = 


»*A'r      ,      «'^V 


TZ*  +  TïTi — :jJ7*\^^^^  ■     ■  > 


4(2À  +  aya*   '   4(2À  —  aya 


Il  ne  sera  pas  nécessaire   d'aller  plus  loin;  car  les  résultats  déjà  ob- 
tenus   montrent   qu'on    a   entamé  un  développement  suivant  les  puissances 
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de   la    quantité    «yr^,    développement    qui   peut  souvent  devenir  divergent. 

Ce    résultat   n'a    cependant   rien   d'étonnant,  vu  que  l'intégrale  générale  de 
l'équation  (23)  a  pour  exposant  caractéristique  une  quantité  imaginaire  dont 

le  carré  est  sensiblement  égal  à  -^ .     Le  dénominateur  du  terme  faisant 

partie  de  l'expression  de   F,  qui  est  indépendant  de  l'argument  G,  est  donc 

8*A^ 

^S^^   à   -^^  —  a^,  dénominateur,  qui  dans  les  résultats  indiqués  paraît  dé- 

oÀ 

veloppé  suivant  les  puissances  de  la  quantité  mentionnée  tout  à  l'heure. 
Venons  maintenant  au  second  cas.     En  adoptant  la  notation 

et  en  négligeant  toujours  les  termes  en    F^ ,  F%  .  .  .  ,  l'équation  (20)  prend 
la  forme 

(24)  Ç  +  k' C0S2  am$.r  =  -'-(J^)  IX. 

Mais   c'est    une    équation    de   Lamé,   et  on  sait  mettre  l'intégrale  sous 
la  forme 

(25)        ''=«.''"f+''.''°^iiiij+ifi 


-î(À)"F''"f/l|'A^°f''^' 


c,  et  c^  étant  les  deux  constantes  d'intégration  qui  dans  notre  cas  sont 
surabondantes. 

Voilà  un  résultat  qui  est  bien  différent  de  celui  que  nous  venons 
d'obtenir  par  l'intégration  de  l'équation  (23):  l'exposant  caractéristique  est 
devenu  égal  à  zéro,  et  on  obtient,  en  conséquence,  le  terme  dépendant  de 
H  seul,  ou  du  moins  sa  partie  principale,  moyennant  deux  intégrations 
linéaires. 

Mais  le  résultat  auquel  on  est  parvenu  de  la  sorte,  doit-on  le  con- 
sidérer  comme   une   vraie   approximation,   c'est  à  dire  comme  une  approxi- 
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mation  par  laquelle  on  n'aura  pas  de  développement  divergent?  En  gé- 
néral, ce  n'est  pas  ainsi.  En  effet,  si  l'on  revient  à  l'équation  complète  (20), 
et  qu'on  y  suppose  toujours  la  fonction  X  consistant  en  un  seul  terme, 
on  verra  naître  des  développements  qui  procèdent  suivant  les  puissances 
d'une  fraction  dont  le  numérateur  est  une  quantité  du  quatrième  ordre, 
et  le  dénominateur,  le  carré  du  coefficient  a.  Ce  développement  peut  être 
convergent,  il  est  vrai;  mais  dans  le  cas  des  termes  élémentaires,  où  a  est 
une  très  petite  quantité  de  l'ordre  des  masses  troublantes,  il  peut  facile- 
ment être  divergent. 

Pour  corroborer  l'assertion  que  je  viens  de  formuler,  je  rappelle  une 
équation  que  j'ai  déduite  à  une  autre  occasion.^  Cette  équation,  étant  au 
fond  une  transformation  de  l'équation  (20),  peut  être  mise  sous  la  forme 
suivante 

^^^)       ^  +  ^'cos2amf.î/  — 896o(^yy^î/^+  192  ^.«/^  — gôy^f/^^) 

oïl  l'on  a,  toutefois,  négligé  quelques  termes  insignifiants  et  inutiles. 

Par  cette  équation,  on  est  à  même  de  conclure  que  les  approximations 
qu'on  entame  en  intégrant  l'équation  (24),  ne  sont  pas  nécessairement 
convergentes,  et  qu'elles  forment,  en  effet,  des  développements  de  la  nature 
mentionnée. 

Cette  conclusion  reste  à  fortiori  en  vigueur  dans  le  cas  où  la  fonction 
X  est  représentée  par  un  agrégat  périodique.  Si  cet  agrégat  est  infini, 
déjà  la  première  approximation  peut  donner  naissance  à  un  développement 
divergent.  En  conséquence,  le  résultat  obtenu  par  l'intégration  de  l'équa- 
tion (24),  ne  convient  pas  toujours  à  une  vraie  approximation,  bien  qu'il 
puisse,  dans  certains  cas,  être  très  approché  du  résultat  exact.  Surtout 
lorsqu'il  s'agit  ou  de  termes  élémentaires  ou  de  termes  critiques  ou  enfin  de 
termes  en  même  temps  élémentaires  et  critiques,  l'équation  (24)  pourra 
conduire  à  un  résultat  tout  à  fait  erroné. 

D'autre  part,  si  l'on  forme  l'équation  aux  variations  des  divers  termes 
de  l'équation  (26),  ou  plus  simplement,  si  l'on  établit  l'équation 

*  Nouvelles  recherches  etc.,  §  6,  n®   ii. 
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(27)  0+(A'co82amf-/-)y  =  J?'.y-l(^)x, 

f  étant  une  constante  positive  convenablement  choisie,   et  Fy   la  fonction 
8p6o(^)Vy-.9aiL,.|+,6/(g)--A 

cette  équation  nous  fournit,  si  F  est  d  abord  mis  égal  à  zéro,  le  point  de 
départ  qui  conviendra  aux  approximations  successives.  La  constante  f  peut 
être  prise  à  volonté;  il  convient  toutefois  de  la  choisir  suffisamment  grande 
pour  rendre  la  valeur  de  F  toujours  négative.^ 

L'intégration  de  Téquation  (27)  s'opère,  lorsque  le  second  membre  est 
égal  à  zéro,  suivant  la  méthode  donnée  par  M.  Hermite  dans  son  célèbre 
mémoire  DSur  quelques  applications  des  fonctions  elliptiquesD. 

129.  Les  procédés  par  lesquels  on  est  parvenu,  dans  les  ^nouvelles 
recherches  etc.»  à  l'équation  (26)  étant  très  compliqués,  je  vais  les  remplacer 
ici  par  une  méthode  très  simple,  méthode  qui  ne  nous  conduira  pas,  il 
est  vrai,  à  l'équation  (26),  mais  bien  directement  à  l'équation  (27). 

2 
D'abord,   en  mettant  toujours  T  égal  à  Z  +  -Vy  je  divise  l'équation 

(18)  en  deux  autres  de  la  manière  suivante: 

^'-f  =  -^(i-2^)sin((?  +  5Z), 


(28) 


dv 


^'\=—sA  cos  {G  +  sZ),V+  sA  sin  {G  +  sZ){V'  —  g) 

+  -  5^  cos  (G  +  sZ)  F«  —  .  .  .  —  -  Z, 
3  2 


g   étant   une    constante   positive   dont   la    valeur   soit  comprise  entre  o  et 

-  ,  et  qu'il  faut  choisir  convenablement.    Evidemment,  la  somme  de  ces  deux 

équations  équivaut  à  l'équation  (18). 

Ensuite,   en   déterminant  le   module  elliptique   moyennant  la  relation 

(29)  \-)^    = J^ ' 

'  Nouvelles  recherches  etc.,  §  6,  u°  12. 
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nous  aurons: 

(30)  G'YsZ=2  am^(;iv  +  B) 

=  2  am  f . 

Cela  étant,  nous  allons  introduire,  dans  la  seconde  des  équations  (28), 
une  nouvelle  inconnue  y,  en  établissant  la  relation 

(31)  ^  =  ^+4^'^)  «^'^2^'°^' 
d  OÙ  il  s  ensuit 

Avec  ces  expressions,  et  en  considérant  la  relation 
on  obtiendra: 


d$'  "^ 


cos  2  am  Ç  —  -  j- —ri  2/ 


I  —2g  4(1  _  2(7)* 


I       qh*                                               k* 
= 7 — Ta  cos  4  am  f .  y  +  ^' sin  2  am  f .  ?/^  +  •  •  • 

4(1—2^)»  ^  ^    ^   ^       i-.2g  •^. 

i     ai*      .             ;^  ,   3    ^^*      .             ^       I      ^^*        . 
sin  2  am  f  +  0     ^^^  4  ara  c  —  5  7—^^ r«  sin  4  am  c  +  ... 

2X'\2K)  ^' 

équation   qui,   en  désignant  par ^- — (i  +  m)  la  partie  constante  du 

développement,  suivant  les  multiples  de^f,  de  la  fonction  — - — cos2amf, 
et  en  mettant: 
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prend  la  forme 

(33)     0  +  {k'cos2^mS-f)y  =  i^.y  _i  Ml:=^sin  2  amf  +  .  .  . 


2  X'  \2K}  " 


Nous  voilà  donc  parvenus  au  résultat  cherché.  Sans  doute,  il  mé- 
riterait une  étude  soigneuse;  je  me  restreins  toutefois,  quant  à  présent,  au 
deux  remarques  suivantes. 

Premièrement,  que  le  terme  m  est  une  quantité  peu  considérable 
auprès  de  l'unité:  or,  en  la  supprimant,  on  obtiendra  Texpression  très 
simple  de  f  que  voici: 

^-'2{l-2gy^' 

Notre  seconde  remarque  concerne  la  fonction  F .  En  ny  considérant 
que  le  tençe  le  plus  important,  nous  aurons 


{^o-lv-y  . 


i  —  2g  K^ 

Cela  étant,  on  sera  à  même,  sans  craindre  de  provoquer  des  développe- 
ments divergents,  d'entamer  les  approximations  successives,  en  omettant, 
dans  Féquation  (33),  les  termes  du  second  membre  qui  dépendent  de  y  et 
de  ses  puissances. 

Quant  à  la  convergence  des  approximations  indiquées,  le  lecteur  est 
dailleurs  renvoyé  à  la  remarque  de  M.  Poincaré  dans  son  ouvrage  »Les 
méthodes  nouvelles  de  la  mécanique  céleste»,  T.  Il,  p.   311. 
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